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PRÉFACE. 


Dans le cours de l'étude d’une science, on doit 
toujours avoir plus ou moins présent à l'esprit ce qui 
précède ; on doit saisir les liens de parenté qui exis- 
tent entre les idées, car une science est un agrégat, 
un enchaînement d'idées, de concepts : c’est un en- 
semble de connaissances présidé par une connaissance : 
première ou principe d'où dérivent et à laquelle se 
rattachent d’autres connaissances par placement hiérar- 
chique ; une idée découle d’une ou de plusieurs autres, 
ou du moins s'appuie sur ces dernières, de sorte que 
pour bien comprendre une idée nouvelle ét l’admettre 
comme vraie, 1l faut pouvoir se rendre compte de la 
dépendance qui existe entre elle et celles sur lesquelles 
elle s'appuie plus ou moins et qui la justifient. 

En mathématiques, tout particulièrement, on doit se 


rendre compte, par exemple, de la façon dont on 


obtient certaines formules. Or, pour les obtenir, il faut 
faire subir certaines transformations à d’autres for- 
mules exposées antérieurement ; il faut savoir que c'est 
à l’aide de ces formules qui précèdent qu'on arrive au 
but, et parmi celles-ci, savoir distinguer lesquelles, dans 
les différents cas, il s’agit de considérer ; il faut, en 


un mot, une formule étant exposée, savoir de quelles 


formules elle découle où en vertu de quels principes 
on peut l'obtenir ; et l’on doit transformer, développer 


-des tormules avant d'arriver à celle que l’on considère. 


De là résulte la tâche du professeur. Il doit aider l'intel- 


608196 


_ligence de l'élève, lui faire remarquer ce qui lui échappe, 
suppléer à ee de sa mémoire, de son obser- 

\1 LE de son jugement ; exécuter les transformations. 
[Ales développements et les simplifications nécessaires 
NX Qur arriver a l'expression considérée. 

Donc, si l’on expose aussi clairement et aussi briè- 
vement que possible ce que, pour plus de concision, 
de précision si vous voulez, on omet dans un livre ; 
si l’on rappelle, en peu de mots, ce que le professeur 
avait pour tâche de faire connaître ; si l’on indique, 
par exemple, le ou les numéros des articles et des 

_ formules antérieures qu'on doit considérer ; si l’on 
exécute les développements et les simplfications des 
formules ; si l’on rappelle, quand ïl y a lieu, les pro-. 
positions et les formules de la géométrie analytique, 
par exemple, qui font l’objet d’une démonstration ou 
qui servent à une démonstration ; etc., on comprend 
la possibilité de pouvoir étudier sans l’aide de professeur. 
C'est là le but que nous nous sommes proposé. 
Généralement, dans les universités, on commence 
l'étude des sciences que nous exposons par celle des 
séries et des dérivées (articles 158 et 157 du calcul 
différentiel). Pour qui veut faire une étude complète 
de l'analyse mathématique, nous croyons que c'est là 
la meillieure méthode ; mais nous ne la suivrons pas 
_ ici. Nous aborderons directement le calcul différen-. 
__ tiel, en l’exposant aussi simplement que possible ; les 
autres sciences : le calcul intégral, énoncé en tête de 
ce livre, le calcul des différences et celui des variations 
que nous publierons prochainement, en découleront ; 
et nous pensons que l’on pourra ainsi acquérir plus 
facilement une connaissance suffisante de ces branches 
des mathématiques supérieures. Dans la suite, on aura 
| alors facilé pour en acquérir une connaissance perfec- 
D tionnée, si on le désire, en suivant une autre méthode 
A plus compliquée. 
D 40 ALBERT CREFCŒUR. 
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Page 144, fig. 48, mettre A au centre. 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL 


DÉFINITIONS. 


1. — On nomme sn/iniment petile une quantité variable 
qui tend vers la limite zéro. Par exemple, dans la 
géométrie élémentaire, si l’on considère un cercle et 

…_ un polygone régulier inscrit, et si l’on augmente indé- 
finiment le nombre des côtés du polygone, la grandeur 
de ce côté décroit indéfiniment et peut devenir aussi 
petite qu'on voudra ; le côté est dit alors infiniment 
petit, parce qu'il a pour limite zéro. 

Egalement, lorsqu'une quantité croît d'une manière 
continue, et passe d’une grandeur à une autre, on peut 
toujours concevoir que ce passage s'effectue par degrés 
aussi petits qu’on voudra, de sorte que l'accroissement 
total ou fini soit considéré comme une somme d’accrois- 
sements infiniment petits. Ces derniers, qu'on nomme 
des différentielles, sont l'objet du calcul différentiel. 

2. — On dit qu'une variable est fonction d'une autre 
variable, lorsque la première est égale à une certaine 
expression analytique composée de la seconde; par 
exemple, y est une fonction de x dans l'équation 


Suivante : 
y — à + px 2. 


Le OUPS 2 PQ OM Ta Ge LP AU." La 
Dh 144 MNT, dE Et NRUERR D: De ANER 


3.— Soit y — f(x) une fonction de la variable 
indépendante x. Prenons, fig. 1., des axes rectangu- 
laires O X, O Ÿ, et construisons la 
Y Est N° courbe que représente cette équation. 


Soit un point M dont les coordonnées 
sont O P — x, M P — y. Si l'on donné 
à x un petit accroissement dx, de 
2 x s0rte. que. OP—=: 

pou sera M'P'= Yy:+ dy; 


et l’on aura : 
M 0 — dt Oo en 


dx est l'accroissement de la variable IAE x} 


dy, celui de la fonction y. 
Le rapport entre l'accroissement de la fonction et 


l'accroissement correspondant de la variable sera : 


dy. SRE Er 

dre dx | 
et sur la figure, il représente la tangente trigono- 
métrique de l'angle M'MQ. Or, si l'on fait tendre 
dx vers zéro, il devient le coefficient angulaire de la 
tangente M N menée à la courbe au point M. 

La limite de ce rapport est ce qu’on appelle le 
coefficient différentiel de la fonction y ; ce dernier est 
donc le coefficient angulaire précité. 

Représentons par p, le second membre de l'équation 
précédente, nous aurons: 


dos 
L'accroissement infiniment petit dy de la fonction 
correspondant à l'accroissement dx de la variable, se 
nomme différentielle, et elle est égale au produit de p 
par le dernier accroissement, de sorte qu’on a: 


dy — p dx. 


4. ne calcul différentiel à pour but de calculer 
les différentielles, et de les appliquer à diverses questions 
d'analyse et de géométrie. 


# Les principes du calcul différentiel peuvent ètre. 
L. démontrés par la méthode des limites, ou par celle 
des infiniment petits, ou par la méthode dite méthode 


s de Lagrange. Nous examinerons successivement ces 
& différentes méthodes. 

J 10. — Méthode des Limites. 

É DIFFÉRENTIATION DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES. 


5. — Reprenons maintenant, art. 3, l'équation y — f(x). 
| Toute fonction d'une variable x pouvant être représentée 
—_ par l'ordonnée d'une courbe, soient, fig. 1, comme 


. nous avons vu, M M'la courbe de a ci-dessus 


“ représente, 
D. d'un point. M de cette courbe. | 
sivau Heu de-O PE "x; con prend CPR RTE 


D. donnée PM — y dede PIN yet éd 
14 Ve f (x) se. changera en Y' ES: er Mais x 
Be x + P P’ et en représentant la quantitè P P’ par.h, 
…._ on voit qu'il suffira de remplacer x’ par x + h, dans 
—_ l'équation précédente, pour avoir y’. Si donc, dans 


_l’équation dela courbe, y — f (x), je remplace x par 
x + Dh, j'obtiendrai la valeur de l’ordonnée y’ cor- 
EE - respandante à cette abscisse x + h. 

4 Soit, par exemple, l'équation 


y = mx (1), 


pour obtenir y’,on changera x en x + h, et l’on aura : 
y =m(x +h):=mx +2mxh he (2) 
Si maintenant . on retranche, membre à membre, 
l'équation (x) de l'équation ee. on obtiendra : 


Y'—y—mx" +2mxh +mh?-mx— 2 mxh 
+m h°, et en divisant les deux membres par h, on aura : 
3 JE 


os —>mx+mh(z). 


Mais y — y représente l'accroissement de la fonc- 

tion y en vertu de l'accroissement h donné à x; il 
/ 7 ee T 

en résulte que l'expression À est le rapport de 


l'accroissement de la fonction y à celui de la variable 
x ; et d’après le second membre de l'équation (3), on 
voit que ce rapport diminue d'autant plus que h diminue, 
et que lorsque h devient nul, ce rapport se réduit à 
HAUNE.S FREE, 

Ce terme 2 m x est donc la limite du rapport =; 
c'est-à-dire que c'est vers Ce terme qu'il tend lorsqu'on 
fait diminuer h. 

Dans l'hypothèse de h — o, ou accroissement de x 
nul, l'accroissement de y devient aussi nul, et le 

! 
ES ê. \ (e) L 2 
rapport 2 se réduit à: Par conséquent l’équa- 
tion (3) devient ù 


| e) 
Cette équation n'a rien d’absurde, car l'algèbre nous 


ent x (4). 


O Se Re 
apprend que Rs est le symbole de l'indétermination, 


c'est-à-dire qu'il peut représenter toutes sortes de 
quantités. On conçoit, du reste, que puisqu'en divisant 
les deux termes d’une fraction par un même nombre, 
elle ne change pas de valeur, la petitesse des termes 
de cette fraction n’influe en rien sur sa valeur, et, 
que par conséquent, cette valeur reste la même lorsque 
ses termes sont parvenus au dernier degré de petitesse, 
c’est-à-dire sont devenus nuls. 


À : 0 a : : 
Mais l'expression 5? de l'équation (4), qui a rem- 


placé le rapport de l'accroissement de la fonction à 

celui de la variable, lorsque l'accroissement de celle-ci 

est devenu nul, ne laisse aucune trace de cette variable; 

pour obvier à cet onenes nous représenterons 
Y 


cette expression par celle-ci : Te qui nous rappellera 


— II — 


que la fonction était y et que la variable était x. 
Alors (art. 3) dx représentera l'accroissement de x, et 
dy l'accroissement correspondant de y, lorsque ces 
accroissements seront devenus infiniment petits ou 
nuls, et nous aurons 


O dy | 
OU EN 5 VSD. € è 
À ee (5) 
Et nous avons vu, art. 3, que es où mieux sa valeur 


dx 
2 m x est le coefficient différentiel de la fonction y. 


d 
On remarquera que = étant le symbole que repré- 


sente la limite 2 m x, dx doit toujours être placé sous 
dy. Mais pour faciliter les opérations on pourra faire 
évanouir le dénominateur de l'équation (5), et l’on 


Paura dy — 2 m x dx. Cette expression est appelée la 


différentielle de la fonction y, comme nous l'avons 
vu, à l’article 3, où la limite 2 m x est représentée 
par le terme général p. 

6. — Comme application, cherchons la différentielle 
des expressions suivantes : . es 
a x | OMAS Vis nd ds x el y 4 3 

ÉD a Le px ah y y 
6xh+3h? et 2 0 x} 3 h et-quandenñ 
; Pr 
S'annule, on obtient Se GR EN EE CET EUX, 
DE vy = (x: —:2 a’) (x =<3a’);en développant, ôn 
AY = xt 5 ax + 6 af, donc y — (x +'h)1 
— 5a°(x + h)°+6 a4— (en ordonnant par rapport 
àh)—xt#—5 ax +6at+(4x3— 10 ax) h + (6 
Éé-5a )h: E4xhs).h#;-donc ? Fr À 


10 a°x + (6x2—5a2)h +4xh2+ h3; passant à la 


HA ee 


LI PRRE dy 2 
limite, ou faisant h — o, on à Te re 10 LENS 
X 


dy (ou différentielle) — (4 x 5 — Toa° x) dx: 


4° 


5° 


6° 


par conséquent 


Ve *« douce x Holy BUY MN URSS 


——" — 1 eten passant à la limite == = 1 .. dy 


dx 
donc la différentielle de x est dx. - 


Y = 'AxX AN Vi ax A h).et. YEARS 
es 

h 
BE LE <> | | 
limite Je et par suite dy — a dx; donc la 
différentielle de ax est adx. 


Y = ax + D y. (K:+ h) Fetes 


.— à, et.en passant à la 


— ah et par suite en — a et en passant à la 
A 0 ie 
limite RE et dre ra 0x: 


Donc, on obtient encore a dx pour différentielle, 
comme à l'exemple précédent. Il suit de là qu'une 
constante b qui n’est point affectée de x, ne donne 
aucun terme à la différentiation, c’est-à-dire n’a 
point de différentielle. En effet, si l’on a y —b, 
c'est le cas où a est nul dans l'équation y = ax 


Le dy Sn 
+ D, et où par conséquent, <. — à se réduisant 
TŒY Re Le MRC 4 
a il n'y a ni limite ni différentielle. 
Si l'accroissement de la variable est négatif, il 
faut substituer x — h à x et opérer comme précé- 
demment. 


’ 


Ainsi, cherchons la différentielle, comme au 1°, 
de a + 3 x°, mais quand l'accroissement de x 


est-népatif, On a yes ga EN 
+ 3 (RU) a ER EE NOM 
h°;,y—y——6xh 3h ÈS 
| RCE PRE 

6 x + 3h; en passant à la limite, on LEA 
OUR SUV RE 


On peut remarquer que cela revient à supposer 


L ARR. 7 1 men de D: s él "Tnt | 4 


N 
k 
x 
; 
# 
4 
» 
4 


- dx négatif dans la différentielle de y calculée dans l'hy- 
pothèse d’un accroissement positif. 

7. — Si, dans une équation dont le second membre 
est une fonction de x, et que par suite, nous repré- 
senterons généralement par y — f x, on change x en 
x + h, et qu'après avoir ordonné par rapport aux 
puissances de h, on trouve le développement suivant : 


Ye — A+ Bh:ECh° + Dhs: + etc. (6), 


… on doit toujours avoir y — A. En effet, en faisant 
D 1-0, lé-second membre ‘se: réduit à A:et le rt 
membre se réduit à y, puisque nous n'avons accentué 


- y que pour marquer que y éprouvait un certain change- 
- ment, lorsque x devenait x + h. Donc l'équation (6), 
qua heu quel que soit h, se réduit der A quand 

| mais y — fx, donc 


A — fx et l’on peut écrire l'équation (6) comme ceci : 
y—=fx + Bh+Ch’,etc., ou en changeant les 
coefficients de h, qui one représentés arbitrairement, 
D nouS aurons : 
y ix à Ab + Bh° + Ch: + etc. (7) 
Ériou y=yY+Ah+Bh:+Ch# + etc. 


Pet: en représentant par K la suite À h HD h7s-Rtetc} 
nous aurons : 


Le VX NT Neo 

# L'é ét (7), en remarquant que y! = f(x + h), 
| peut encore se mettre sous cette forme : 

Æ F4 h=fx+AhtBh + Ch + oc. (7) 
4 * On en tire z 
D 

_ 8. — Ce qui précède, art, 7, va nous permettre de 
Be. généraliser le procédé de la différentiation. En effet, 
… si dans l'équation y — f x, dans laquelle on est sonsé 


VAE Diner Che L'Ele:, (7hers) 


ALES "Ed F 
PAT = 4 or F 
PORT IT PSP ER in 8 NEUTRE ET 


=, 128 


ST ET ET RTS TONER TN ST PSP ER IE ES TT TE cie ETES TR RICE 
EL "+ ù DE. Cr Re. 8E 0 a à 


connaître l'expression représentée par f x, on a mis 
x + h à la place de x, et qu'après avoir ordonné par 
rapport aux puissances de h, on ait pu obtenir le 
développement suivant : | 
y = A +Bh +Ch: + Dh: + etc. 
1, d'après l’article précédent, 
y'=y + Bh +Ch2 + etc. 


On aura 
Y'— y — Bh+ Ch? + ete; 
donc ere D Ch + etc. 
et en passant à la limite, où h est nul, On aura 
dy 
A. B. 


Ce qui montre que le coefficient différentiel est égal 
au coefficient du terme qui contient la première puis- 
sance de h dans le développemeut de f (x + |) 
ordonné par rapport aux puissances ascendentes de h. 

9. — Si, au lieu d’une fonction y qui change d'état 
en vertu de l'accroissement donné à la véritable x 
qu'elle renferme, on a deux fonctions y et z de cette. 
même variable x, et que l’on sache trouver en parti- 
culier les différentielles de chacune de ces fonctions, 
il sera facile, par la démonstration suivante, d'en 
conclure la différentielle du produit z y de ces fonc- 
tions. En effet, si l'on substitue x + h à la place de 
x dans y ét dans z, on obtiendra deux développements 
qui, étant ordonnés par rapport aux puissances de h, 
pourront être représentés ainsi : 

y:— y +. Ah +:B h? + etc. (8), 
Bis 2 EAST Ste to 


passant à la limite, on trouvera, d’après l’article pré- 
cédent : 


multipliant les équations (8) et (9) l’une par l’autre, 
nous obtiendrons 
2 y =2ÿ + Azh + B7zh°+etc. 
das h ESAA rh" EE etc: 
Bi yvhr.+ etc. ; 


done: 
2 VA EASY | r ; ! ! 

h —A7 + A'y +(Bz+ AA'+ B'y)h +etc.; 
passant à la limite, c’est-à-dire faisant h — o, et 


indiquant par un Doint l'expression qui doit Êie diffé- 
rentiée, on obtiendra | 


dZz-Yy 
dx 


mettant au lieu de À et de A’ leurs valeurs données 
par les équations (10), 1l viendra 


NT LA: 


d.z2y zdy y dz 
dx = dx ‘dx’ 


et en supprimant le diviseur commun dx, 


2 very, V U7. 


Donc, pour trouver la différentielle d'un produit de 
deux variables, il faut multiplier chacune par la difié- 
rentielle de l’autre, et ajouter les produits. 

10. — Cette règle permet de trouver facilement la 
différentielle d'un produit de trois variables. 

Soit, par exemple, y Zu: faisons y Z— t, nous aurons 
MORE v A0 du: 

Or, d'après ce qui précède, article 9, 


A tu t r EE dis (rt): 7 


et puisque t — y z, on a dt — y dz + z dy; mettant 
donc ces valeurs de t et de dt dans l'équation (11), elle 


- deviendra 


d.y zu — y z du + u y dz + u z dy. (r2) 


On voit que la même règle, art. 9, subsiste encore 
pour un produit de trois variables, c'est-à-dire qu'il 


faut écrire le produit y z u, et remplacer successive- 
ment chaque variable par sa HORS puis ajouter 
ces produits. : 
Par le même procédé, on démontrerait que la même 
règle a encore lieu pour -un plus grand nombre de 
variables. 
11. — Au moyen de la proposition exposée à l'art. 0, 


: Z 
nous pouvons trouver la différentielle d’une fraction + 


mi 53 
En effet, faisons — — t, nous aurons z = y t; donc 
d z— y dt + t dy, d'où nous tirons y dt — dz — t dy; 


; | 7, 
remplaçant, dans le second membre t par sa valeur + 


: : Z pet < ge 
il vient y dt — dz — — dy ; réduisant au même dé- 


nominateur, on a y’ d ie — y dz —z dy, et en divisant 
ydz — z dy 


pe 


pat:y’, 1vientidite ou en remplaçant t 


| ; | 
par sa valeur Fa on a enfin 


2 y dz — z dy 
| d. : Ÿe » (13). 

12. — Si on divise par y z u, tous les termes de 
l'équation, :d. ÿ°z dy 2 du. + ny d2 PA 
de l’art. 10, on aura | 

d. yYZz tt rdu- 0270 
Tin ASE 
y Zu ü Z y 

Et, en général, en divisant la différentielle d'un 
broduit d'un nombre quelconque de variables par. ce 
produit, on trouvera 


d. x yZztuv,etc dx dy dz dt du dv 
RAS LUN CC AUX de dE Y Z tt 
etC., CL), 
Quand x, y, z, t, u, v, etc., sont égaux à x'et en. 
nombre m, on a dans le second membre de l'équation 


RTE ie ribgi ve jy, tft dE ie RS Ent 


du sn di FC HUE cel ad de En VUS Gaia 


(14), un ; ce second 


4 


* 
membre se changera donc en » et l'équation (14) 


Geviendra SES dx 
eue un 1 X J 
et en re par x”, on obtiendra 
dx x" 
HR res ea Re -PnTIxS Tr 0x, (5). 


D'où l'on conclut la règle suivante 

Pour oblenir la différentielle d’une variable élevée à 
une puissance mm, 1l faut : 

1° prendre l'exposant pour coefficient ; 

2° faire suivre la variable en l'affectant du même 
exposant diminué d’une unité ; 

3° multiplier ensuite par dx. 

13. — Cette règle reste vraie, lorsque l’exposant est 
fractionnaire ou négatif. En effet : | | 

1° Soit d’abord y — x°*. Elevons les deux mem- 
bres à la puissance q, on aura y3 — x?r, où dyT—d. 

rtdonéattr2 qui dy=-pxr.".dx;-doulontiré 


sos Le 
Le RSS He COMMENT — CONS A EE 
EYE | | | < 
7: 
Ù , en substituant ces valeurs, on a 
25 XP 
p— dx : ee 
dy — — =LT gx? Ë _ Or 
ee RSR q ES y 
Ve ÿ 
PRE RE Rd de di 
TEST she De us dx ; et comme nous 
avons vu que x? — yä, l'équation précédente se 
DNS NT SR Le D ue, 
| q X x 
Ce 
mettant enfin pour y sa valeur x 4 , on obtient 
(EP 
X — — I 
rer on le 
q | q 2 


PTE TIM UN , 
Fra RATES LE TANGO LE TRS 


SR 


* 


Ce qui est le résultat qu'on aurait obtenu en prenant 
CP. 
, d’après la règle de l’art. 12. 


20 Soit ensuite y _— Ce-XQui. revient AM 
/ 

PRÉ REe T° 

—— |Algèbrear— 

xp \ a? 


Différentions cette expression par la règle des frac- 
tions, art. II, nous aurons 
XPd.1—1.dxP 
és KEPAE 
et comme l'unité, étant une constante, n'a point de 
différentielle, (5° de l’art. 6), cette équation se réduit 


| (XPX OT AXP.) dx? 

a dy 7. Te ed et en 

exécutant la différentiation d. xP par la règle de l'art. 12, 
+ px FAX et de 

On aura : dy — — ee Re. dx 

px? rer dx px? dx,resultat de aurait trouvé 


en faisant usage de la règle de l’art. 12. 

Nous pouvons donc maintenant conclure que cette 
règle a lieu, quel que soit l’exposant de x, qu'il soit entier, 
fractionnaire ou négatif. 

14. — De cette règle découle la suivante : 

Pour avoir la différentielle de la racine n° d’une 
quantité variable, il faut remplacer les radicaux par 
des exposants, fractlionnaires, et opérer ensuile comme 
Drécédemment. 

Par exemple, pour trouver la HÉAQUSS vx, on 
écrira x‘, et la différentielle sera 1/2 x'2-1 dx — 


dx ax 
SE 2 me OR 
ee VX | 
pour avoir la Ro. de la racine carrée d’une 
quantité variable, il faut diviser la differentielle de 
cette variable par le double du radical. 

Si l'on Sas encore à trouver la différentielle de 
4 3 
vx eee x“3;et l'on aurait d, Vx —d, x 3 — 


TR 0x T2 


CR LENS TER Genie dE a dx — Ne — . 
. X21 3 X°13 Ur LY 

3Vx° 

donc /a différentielle de la racine cubique d’une quantité 
variable Ss’oblient en divisant la différentielle de cette 
variable par le triple de la racine cubique du carré 
de celte variable. a 


Par la même procédé on trouverait la différentielle de 
Re 
V x, etc. 


De vin pour trouver la différentielle de VX, 2, on 


ferait e 2 — x23, 


ST n D 
Et en général V x" — x ""; donc d. V x" — d. x" 
Me NI 3 
M -r nl n m 
Re dx = —— x D ve n ax. 
n n 


Comme cas particulier, si Le cette équation, on 
e 2 inlet ——— 
fait n — 2 et m — 1, ce qui revient à y x' ou V x # on 


retrouve au second membre, comme précédemment, 


pour la différentielle. En effet, on a = 
. sm n 
d V x —d. x ee = V xm-r dx, et en mettant pour 
m et n leurs valeurs, on aura 
EL as PRE Tan, I 
D di x dede VX dx =. 
: res 
(E Ds Ux Pr iur Re 
X 5 vx 2 Vox 2Vx 


DIFFÉRENTIATION D'UNE SOMME DE FONCTIONS. 


15. — Za différentielle d’une somme de fonctions est 
égale à la somme des différentielles de ces fonctions. (1) 
SIL y EX + FR x po x +"etc:, 


i 


(1) Nous supposons évidemment qu’ on sait difiérentier, en 
particulier, chaque fonction. 


D. 


Ja somme de divérses fonctions de x, indiquées par 
les signes f, F, +, etc., et supposons qu'il faille chercher 
_la différentielle de y qui est composé de ces diverses 
fonctions. 

Faisons x — x + h dans ces fonctions, et dévelop- 
pons-les, chacune en particulier, suivant les puissances de 
de h, nous pourrons représenter le résultat par (art. 7) : 

ÿY'—\f XiF Ah. +'A"h7: +elc.. 

FA AE DE DRE +26 

HpX CURE Ge Fete 
rassemblant les termes multipliés par les mêmes 
puissances de h, et retranchant membre à membre la 
1e équation de la seconde, nous aurons 
y —y—{(A +B+C)h+(A"+8B ed + etc. ; 
divisant par h, nous trouverons 


PNR B' + C')h +etc. ; 


passant à la limite où h — o, nous obtiendrons 


Sa + BLCS, dy = A-dx+ B'dx 00e 


Et, À, B, C, étant les termes multipliés par la première . 
Jet de h dans les développements de f(x + h}), de 
F (x +h)et de ? (x + h), il en résulte, (art. 8), que 


l'expression À dx 2% B dx + C dx représente la somme 


des différentielles des fonctions proposées. 
Application. — Cherchons la différentielle de 
Y — ax + b'x2 + c5x + d'V/x + es. 

La différentielle de ax: est d’abord, (art. 6, 4), a d. 
x3, et d'après l’art. 12, cette PER devient a. 
x dx oU:3 4x2; dx. 

Celle de b2 x° est, mêmes re pre x dxou2:. 
prix de 

Celle de c3 x est, (art. 6, 4° et art. 6, 3°), & dx. 

Celle de d4Vx, est (art. 6, 4°), d# d. Vx et d’après l’art. 

X 
Dr 

Enfin, 5° de l'art 6, la différentielle de la constante 

CE 


14, cette expression devient d# 


LA ronpserite EST pete 2 à M ;-268 LP RE < 8 


Et en ajoutant les différentielles partielles, nous aurons 


finalement dx 
VE a x RAR 2 Dis de C3 de Ed‘ ne 
EN. 

16. — Remarquons donc que, lorsque dans une ex- 


pression que l'on veut différentier, une constante entre 
comme. facteur d’une fonction de x, il faut différentier 
comme si cette constante n'existait pas, et multiplier 
ensuite par cette constante, conformément au 4 de 
l'art. 6. Mais si la constante n’est point affectée d’une 
fonction de x, elle ne fournit, 5° de l'art 6, aucun 
terme à la différentielle. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPLIQUÉES, EN 
ÉVITANT L'OPÉRATION DE L'ÉLIMINATION, LORSQUE 
LA FONCTION Y N’EST PAS IMMÉDIATEMENT EXPRI- 
MÉE AU MOYEN DE LA VARIABLE X, C'EST-A-DIRE 
LORSQUE LA FONCTION Y ET LA VARIABLE X NE 
SONT PAS DONNÉES PAR UNE MÊME ÉQUATION. 


1/4 OIL Dal: XCD. Y — MU ob UE? x. 
Le 1% moyen quise présente à l'esprit pour obtenir 


le coefficient différentiel : c'est d'éliminer u entre ces 


deux équations, puis d'appliquer au résultat le procédé 
de la différentiation. 
Mais on peut obtenir immédiatement le coefficient 


nee ‘ dy Sue ; : 7 
différentiel ——, sans recourir à cette opération préli- 


: dx 
-minaire, l'élimination de u. 
En effet, supposons que dans l'équation u — + x, 
on fasse x — x + h et qu’alors u devienne u’ —u + Kk, 


Cest-à-dire, art. 7, se compose de la fonction primitive 
et d’un certain accroissement que nous représenterons 
par k. Admettons ensuite qu'en substituant u + k à 
la place de u dans l'équation y — f u, la fonction y 
devienne y’. | 
Développons maintenant ces fonctions de u et de y 
par rapport aux puissances de leurs accroissements, et 
représentons ces développements comme il suit, art. 7: 


u'—u +qh+1aq 
ES re SAS 
nous en tirerons : 
u —u 
h Abe 

FAR (I 
ù TE p+pk+p'k + ete. 

Muitipliant ces équations membre à membre, nous 
aurons : 

Te 7 RE ul : 
; k < pe = (p pK FT IpA ke TE re CES 
+ q" hz: + etc.) (17). 

Et comme l'accroissement u" — u est représenté par 
k, nous pouvons écrire le 1° membre comme ceci : 


; ! 
ne jt à 
À k _*h> °xPression qui se ramène à celle-ci : =, 
à 


4 
et en mettant x'— x à la place de h, nous aurons : L : 


+ sÈ h3 + etc. ; 
20 DT KFAaSE Etc 


Donc l'équation (17) se ramène à celle-ci : 
D —(q+a h+q"h +etc.)(p+p'k+p"k* +etc.)(18). 

Lorsque h est nul, k s'évanouit (puisque u n’a pris 
l'accroissement k que parce que x est devenu x + h); 
par conséquent à la limite, où h — o, l’équation (18) 

d 

devient : Re he: (T0) 

Faisons donc aussi dans les équations ce h et k 
nuls, et ces équations deviendront : 
| AU CURE 

dx Tue 


Et substituons ces valeurs de p et de q, dans l’équa- 
tion (19), nous aurons ARR 
2 AXE RE dx ee 


D'où, nous pouvons conclure, que si l’on a deux 

équations y — f u et u — f x, et qu'on en tire les 
dv qu 

valeurs des coefficients différentiels _ et dx il suffira 

de multiplier ces valeurs entre elles pour avoir cie de = 

X 


® 


= 23 ER 


Exemple. — Soient y — 4 u’et u — 2 ax3+ b x’: 
on aura d'abord : 
AI SÈNE quo Pres ee 
tee ERban— ax + 2DX, 


et en multipliant ces équations membre à membre, nous 


aurons : se 
dy - du dy RS 
dou A ot CO OX +2 D x), 
et en remplaçant u par sa valeur (2 ax5+ b x’), nous 
obtiendrons : 
— (2ax3+ bx°) (6ax°+ 2bx). 
18. — Applications de la formule (20). 


1° Cherchons la différentielle de 


I 
y En \/1 + X ? 

| I I 

AICotreflet, AISONSe EX alone — 
Re 17/2 vu u ? 
Les équations du n° précédent sont représentées 1c1 

Date Ur el ur EXT 

Différentions ces équations. On a, d’après les art. 12 
d - 
et) 14 dy 412 u tu 1/20 32 dû . = 
— — 1/2u-5% ——1/2(1 + x2)-32 pour la r'° équation; 


u 
ete 2x 0x dr 2? Pour la 2° équation. 
x 


Multiphant ces coefficients différentiels, entre eux, 


dy - du Free ŒY 

OR DR CQUALION 20) 2e Sp Lx 2) 32 SC 
qu gx 04 (équation 20) D = —1/2 (1-+x*) 
2x=—T— CE Hox 2) = — x fr + x) = — x 


; \ [ I \ LEE 

ann) (Vos) Ver: 
ex dx > | 

V (I + x? )3 (21). 


2°=. Soit. maintenant y : — (a + b x") 


donc dy — 


et eue 


Faisons a + b x" — u ; nous aurons pour les deux 


équations de l'art LS Pret eteus = A EPP DIS 
Différentions ces équations. On a, art. 12 : 
dy n—1I n—-I 
eu Re à VAN Aie AN ER de) 
du 
= b NAT . $ . 
dx ) > 
multiplions membre a membre, nous aurons : 
dy du dy 
X OU, (ET :20 Ni D XP (a DEEE 
du dx (Eee dx Eu ) 
: note 
- C  & 
Faisons b — 7 —ü, On aura pour les deux équa- 


RHONS es hart.s trace b—— ety—(a + y u)# 


« 


Ne C 
Différentions u — b ST 
; 
Pour cela remarquons que u = b — is b—c 
I ù 
Sr D —.Cx 7 ét; due= CR 
di 34 I 2C 
2. COX 5 OX St D CNP ES TIC 
dx X3 X3. 


Différentions maintenant l'équation y — (a + Yu )+. 
Nous aurons, art: 12: dy = 4 (a + Vu) d. (a + Vu)—= 


| :7 PRE 
EL AD d. Vu ; mais d Vu = (art. 14), Pre 


donc on aura dy —4 (a + yu)s du ; -e AE 
2.Vu 2 Vu 
et en remplaçant, dans le second Re u par sa valeur 


è 
CES il viendra : 


À 


T CN: 2 CN 
4 Rte 
dy À F … à (a “3 Vr-£) 
FREE D NDS serie === 
2 Has yo É 
EXAS Sd 


NOR RFET EE 


ST LS A Ne TN DIU ENTER 


Multipliant, entre eux, les coefficients différentiels oi 


et a On aura : 


Net 
dx dt 


1 
ac la f Vr-£) 


ou (éq. 20) dy Se : : — 


dx X3 
2 2 C 
| ÿ/r—=£ 
NE 


\ 


C 
Y3 Re T 
NA 


DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES. 


19. — Si l’on prend la différentielle d'une différentielle, 
on a une différentielle seconde ; celle-ci donne une diffé- 
rentielle troisième ; et ainsi de suite. 

Soit y une fonction de x ; si elle est différentiée, on 
trouvera un résultat de la forme dy — p dx (p étant 
une quantité qui peut renfermer x). Si p renferme x, 
nous pourrons aussi différentier p et obtenir un résultat 
représenté par dp — q dx; opérant de même par rapport 
à q, le résultat dq — r dx sera encore de la même 
_ forme ; et ainsi de suite. Les expressions pdx, qdx, rdx, 
_etc., sont les différentielles successives de y. 

Les équations. dy — p dx ; dp — q dx ; dq —r dx; 
etc., donnent, respectivement, en divisant chacune par 
ee - Ye Le ar 
q étant obtenu par deux différentiations successives et 


- en divisant chaque fois par dx, c’est-à-dire en prenant la 


différentielle de la différentielle de y divisée par dx, et 

en divisant encore par dx ; nous représenterons cette 
de | d’y dp. 

équation par ; ; et nous aurons Hd dr ; de 


dx 


même en différentiant de nouveau et en divisant par dx, 
3 


dx 


“ie nee 
nous aurons .—T ; ainsi de suite. 
2 


RMI DE 


dy est la différentielle première de y; 

d’y en est la différentielle seconde ; 

dy en est la différentielle troisième ; etc. 

Si l'on a, par exemple, y —ax3,on trouvera, art. 12, 


DS SEAR Ax AONCND = = 3 a x°. Différentiant 
de- nouveau, on a:dp —:2: 3 4 xx =" 6Ra0r ae 


dont = _ — 6 ax ou 6 ax:, Diflérentiant 


encore, Oh a dq=—1.6axiTEiQx—= 04 <O0URe 0e 


dx — 6 a dx, doncr — ie 6a. Maintenant, la diffé- 


dx 
rentiation ne peut plus se continuer, car 6 a est une 


constante, (voir 5° de l’art 6.). Donc, on a : 
dy dp d'y . dq 


— 29AX2— D'ou = DA ——— où 
dx 3 P; ax x? q dx 
d. | 
des “ 


dy ou 3a x° dx est la différentielle première de y où: 


de ax:. 
d’ y ou 6 ax dx’ en est la différentielle seconde. 
d: y ou 6 a dx: en est la différentielle troisième. 


FORMULE DE MAC-LAURIN. 


20.— Soit y une fonction de x. Ordonnons-la par 
rapport à x, et DRE 
PERS 


Nous aurons en différentiant et en divisant dar ax 
art 12 ets de (dl'art:/6 


d 

e —=O +1.Bx"touBx°ouB.r1ouB+2Cx+3 Dx 
+4E x3 + etc. —B+2Cx+3Dx? L14E xs etes 
d’y 

ass 2C+2.3Dxt 34 Ex ct0," 

d3y D es 

dxs —°:3 + 2.3. 4E X + etc.; 

etc: 


Représentons par (y) 


, 


V 
dx 


Re ER 


ss 4 7 = at 


d’y 
par Ras ) ce que devient =" ge quand X — 0, 


+ 
Ta 4 Ed dx? 
ainsi de suite ; les équations précédentes, y compris 


l'équation (22), nous donneront : (y) — A, es bp: 


re à d 3 T : 
Fe * et se ) era Dietcr#dou-rnous tiré- 


Tons a=0B= (9), 01 2, D x 


/ 2. 3 
d5y 
Lee etc. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (22), elle 


deviendra 
dy d°y: I 
OS) * +5 és E se a DT +etc.(23), 


ce qui est la formule de He Laurin. 
21. — Applications. 
I 
A 
Différentiant, nous aurons, art. 11: 
Dai (ax) (ax) 0 —d.(a + *%x) 


1°. — Soit y — 


2 @ +»; no @+n 
ŒRRARSS es He dx RE 
Pre ets DE ta pr d'où 
Tes F 
FRÉSERRA RENTE 
Différentiant de nouveau, nous trouverons, 
d'y I 
RS — ee PRO R- arts) — 
(a+x)2d(-1)-(-1)d(a+x)?° va (a+x):.0+d(a+x) re 
rx _:dx— 
((a + x) °)° (a+x) + 
HAE x). Det GX) .L 
nn (a Lx): OX 
md px) MA HE)dR 
ST ARE (s ATE pen eree dx 
AE): 2 
DÉRX) HT (Ace x} 3 


Différentiant de nouveau nous trouverons : 


LCR SN DRE 
dy 2 LATE ES I x 
As © . (a + x) Rte ie 3 dx =/"dre 
(a+ x) 3: dx——3.2(a+x) *'d(a+ x): dx —=— 
2. 3 (a+ x) + dx: dx = —2. 3 (a + x) 4 — — 2. 3 
I 2 De 

(ARR RE TON TRES 
diy 
Fe + CEC: d ee 
Faisant x — o dans les valeurs de y, de au de re de 
4 etc., nous trouverons 

he RE NE V I ()- 
D=s =) (AO = 
AUS CSN 
(40) a dote ) LS (A HOME Era (ar) a 


Substituant ces valeurs et celle de y dans la formule 
(23), nous obtiendrons 


I I I Fo. 2 I 
at A D cr) coder 23 
Fe Rs) ste, 

I I < x: 
EE ITS M CENT 
2°. — Soit y — Va’+ bx; nous avons, art. 14,yY— 


(a + bx) #;dy—(a’ +bx) ue—tou— 12 d(a2+ D x) 


d 
= (a + bx)-"bdx.. = (a + bx) "D 


dx 

: b 

Nas be) 
vue D b dx — d - b(a’+ b x) 1 
dx 2 Va*+bx 2 
Le =D (a + bx)-"#=1 d. (a° + b x). 
dx= —2,2b (a + b x) bdx:dx— —L% 

2 2 2 


D tee CL Rs Un de D En 
SRE | 


NI NE IR Te 7 PU EE 


— 29 — 
FU pe 
= b° (a br) T2 — ARS, 
: | V (@°+bx): 
TERRE sd... be 
dx 3 De V@°+bx): 2 2 
(a? LR bx) 3° e dx — — D. —.be(ac Hbx)-3#=ron-sle d 


(a? +bx):dx= — À . — = à —b*(a*+bx) sb dx: Re 


D ar Li (a: + bx) —5 — D MONTE 
2 2 2 2 2 2 


E % 3 b3 
I RM r2E 2 

(a: _ bx}s”7 _ V@zFb»): L 
Si nous faisons X — 0, ces valeurs deviendront 
| 12 dy Te D 10 
(G) = (@°) = Va =) ALTER 
ETS er 
as) Ft HER 
dx ? V (a): ie a 3 ) 

Poe ua 3 
28 hais Fe ie 
(de) Var as 


| Substituant ces valeurs et celle de y dans la for- 
mule (23), nous obtiendrons 


De 
y ou Vaz+ bx — a + = D x+ rs) 


2 a 3 
SE SE RENE 

tes2 2 
X2 + : X3 + etc. ou Va:+ bx — 

HAL a 

I I I Fe LS ARE D 
TBE LT RE SDS CES A Ge. 
24 a3 213%? 


re rt CE QUE Y Se ES SC DL ER nt te AE ae 
Ce .# © - A . 2 


a ns 
: D 
Pi pe IR DORA RUE ER SR 
DEVRA ES de ee 2.3: 8518/2000 
ee bx b° sp #3 ; 
Hoi note out 8 as 16as 


3°. — Soit y—(a+x})". Nous trouverons (art. 12): 


dy E 2 »\m—1 
a ma +x) a, 


_ : ee [im (a+x) m1] : MORE AT (m—1) (a+ x)? d. 
(a+ x) : dx — m(m—1) Res 2 dx : 

(ax). 

d3 y ni | 

ne d.[m(m—1) (ax): dx = m (m1) (m2) 


(axe Aix) dx — m (m—1) (m—2) (a+x)" 3 dx: 
dx — m (m—1)(m—2)(a+x) 3. 


OX 
Faisant x — 0, on aura : 


GRR ee Mars Le — m(m—1)an"*?); 
4 ec 


= = — m (m — 1)(m —2)a"-3; etc. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (23), on aura : 
y Où (a + x) — am + m am! x + 1/2 m(m—1) a 


I 
X?+ —_m(m—1)(m—2)a"" 3x3 +etc. —a"+marux re 
5. | 


m 


— 1) ads m ET — 


2) 3m X3 + etc. 
22. — Démonstration 2 7. formule de Newton, par 
le calcul différentiel. 
Procédons comme dans la méthode des coefficients. 
indéterminés et soit (1+z)"— À + B7 + Cz:+ Dz73:+4 
E 24, etc. 
Pour déterminer les denses A, B, C,-etc., fat 
sons d'abord Z— 0, cette équation se réduit à 
(x + 0)" ou 1° ou T=— À: | 
et par suite, on.peut écrire l'équation considérée comme 
il suit : 
(+7) =r+Bz +Cz:+ Ne E 74 + etc., (24). 


RAR ET 


Différentiant les deux membres de cette équation, et 
remarquant que d.1 — 0, que d.z —dz et que d.B z — Bd, 
on aura m(1 +Zz)" Let dz + 2 Cz dz + 3 D z° dz + 
b 4 E z35 dz + etc. 

Supprimant le facteur commun dz, il ue 
Mr +z)r BR +2Cz +3 DZ: +4E7Z3 + etc. (25). 

Cette équation ayant lieu, quel que soit z, je fais z — 0, 
et elle se réduit (en remarquant que (1+0)" — 1" —1) 
Sun — B: 
| Différentiant de nouveau, c'est-à-dire différentiant|l'équa- 
_ tion (25) et divisant par dz, on aura 
M nr Lz)mr—2 Ci 2307 L3.4E 7° Letc. 

Faisant encore z — o donc dz — 0, on obtiendra 
m(m—r)=2CdoùC— see 
On déterminera de même tous les autres coefficients, 
- et en mettant leurs valeurs dans l'équation se elle 
MR EEE empe D 1e 
12 


7 D ee dE 


# 

—._ deviendra (1 +2)" — 1 + mz + 
_M(Mm—I1)(mMm—2 
Dm), 
Di: 2.3 | 

4 Faisant z — —, on aura 
4 | a 

3 


. x", mCmr)x?  m(m-1)(m-2)x$ 

£ ra PORT IRERLE 23 
Réduisant le ee membre au même dénominateur, 
« il deviendra | 

ee * a + ve m > 4 + p< m 

| ou plutôt fees 
a > am 

_ Substituant cette valeur dans l'équation précédente 

et chassant le dénominateur du premier membre, on aura 
m (m —1) X ? 


(a + x} 1m + m a" À + ee AUS LES 2° - OtC;, 


m (Mm—1) 
PÈRE 


Ne | 
à ou (a = Rp — an + MATE y + AREIRT EE 


“à m (Mm—1)(m—2) 


re L.,2,:3 


4 ami x3 + etc. (26), 
r ce qui est la formule de Newton (Algèbre). 


ne 32 _— 


DIFFÉRENTIATION DES QUANTITÉS 
TRANSCENDANTES. 


23. — On appelle quantités transcendantes les quan- 
tités qu'affectent des exposants variables, des logarithmes, 
des sinus, des cosinus, etc. 

-24. — Différentions d’abord a*. Soit donc y = a*, 
changeons x en x + h et y en y', cette équation 
deviendra y'=—"a*#h 'où plutot van a 07 

Il s’agit donc de développer cette expression par rap- 
port aux puissances de h, qui est l’augmentation de la 
variable x, et de trouver ensuite les termes multipliés par 
la première puissance de h. Or, pour que a puisse se 
développer par la formule du binôme, faisons a = 1 + b, 
(voir algèbre, ou art. 22 en faisant dans la formule (26) 
a — 1, x — bet m—h) ét l'on aura a otre 


+bè+ (be + h (h—1) (h—2) eo + h 


(—1) (h—2) ( 


Voici comment on ot trouver les termes multi- 
pliés par la première puissance de h sans former tous 
les produits indiqués par le second membre de l’équa- 
tion (28). Pour cela, nous remarquerons d’abord que 
les termes qui contiennent la première puissance de 
h dans le second et dans le troisième terme de l'équation 


b DE 
(28) sont TR h et — FR h ®. À l'égard des autres, nous 
remarquerons que si dans un produit tel que h(h—1) 
(h—2)(h—3), etc., la partie (h—1)(h—2)(h—3), etc., est 
composée de n facteurs, le développement, de cette 


partie, d'après la théorie des équations, sera de la forme 
DH A RER BRIE EM D NS 


“Te b 2 
(1) En eflet, pour le troisième terme on a h (h—1) En en 


Fe b 2 
effectuant les opérations indiquées on aura (h 2 — h)= TRUE 
b 2 h2b2 b 2 | 
h RAS où RTS EE h. 
1e 2 2 


, 
né 
NT PR 


UN Here | fpeèr | 


c'est-à-dire qu'on aura, en multipliant par h, 
h(h—1)(h—2)(h—3)...—h(h° +A ht... +Mh+N)..(29), 


ou en exécutant l'opération indiquée dans le second 


membre, il vient h (h—1)(h—2)(h—3)...—h#ti+ Ahr.., 
+ Mh°:+Nh,et l'on peut remarquer que le terme 
qui contient la première puissance de h dans le pro- 
duit h(h—r)(h—2)(h—3), etc., sera N h. 

Voyons maintenant comment se compose le coefficient 
N. Pour cela remarquons que l’Algèbre nous apprend 
encore que dans un produit tel que (h—1)(h—2)(h—3), 
etc., dont le développement est h° +Ah?-1... +4Mh+N, 
le dernier terme N de ce développement se compose 
du produit des secondes parties —1,—2, —3, etc., des 
binômes h—1,h—2,h—3, etc., c’est-à-dire qu'on a en 
général N——1X—2X —3 X —4,etc. 


SEE SÈre da 3 
Aïnsi, en considérant le quatrième terme — h (h—1) 
2.3 


(h—2) de l'équation (28), nous voyons que le développe- 
ment de la partie (h—1) (h—2)qu'il renferme sera de la 
forme h° + M h + N et aura le produit — 1 X —2 pour 
valeur de N ; par conséquent la partie affectée de la pre- 
mière puissance de h que nous fournira ce terme, sera 
b 3 3 

RES X (—1 X —z2)h — = P: 

22 

En considérant ensuite le cinquième terme de l’équa- 
tion (28), on verra pareillement que le terme affecté 


- de la première puissance de h qu'il renferme, sera 


Db4 


2513, 4 
Et ainsi de srite, de sorte que nous aurons (1 + b)" 
b pe b3 b4 
Tr RTE — — — ,-etc.) h + termes enh?°, 
I 


en h3, etc., et en mettant à la place de 1 + b sa 


J 
X (— 1 X —2 NT De 


L 2 3 + 
h + termes en h°, en h3, etc. 


“lb cbr -ps 07 
Valeur 2/01 aura ane tr El = Fi —, jotc. 


b 
Et si nous représentons - — — + — — —, ete. 


par À, on aura a° — 1 + À h + termes en h°,en h3, etc. 

- En mettant cette valeur de a! dans l'équation y'= 
a* ah, celle-ci deviendra y'— a* (1 + A h + termes 
en h7, en h3, etc.) — a* + A'a* h + a* (termes”enh#, 
en h5, etc.). 

S1 de cette équation nous retranchons, membre à mem- 
bre, l'équation primitive y — a, il viendra y = y=— 
A a*h + a* (termes en h°,en h3,etc.);et en divisant 
par h, aurons 


dÉRREA) — A a* + a* (termesenh,enh°,etc.). 


Frsn 
: Et en passant à la limite, où h — 0, on aura 
ie Aa* (30) 
Axe a 


- Si dans l'équation (30) nous remplaçons y par sa. 
valeur a*,nous aurons enfin 
L da? Re € 
_Remarquons que la constante A dépend de a ; en 
| | b Be b 3 b + ne 
effet, si dans l'équation A—| — __ NAT 
HE, q : 2 + 3 n etc.) 
on met pour b sa valeur a — 1, tirée de l'équation a — 
1 + b, ou obtiendra 

AE (a—1): : ;(a=10)3 2 (a= 240006 2 
AVE nome ou E LR 0 40e LES (32): 
25. — Si nous voulons déterminer la valeur de la 
constante A, nous chercherons, par le théorème de 
Mac-Laurin, art. 20, et à l’aide des équations (30) et 
(31), le développement de a* ; nous aurons donc Y=r" 


At UE À gas D 0 SR 
Arr "gx: = dA a: dx —"A,d'a: 
ro sar d'y 
Etes à —"(éq. 31) = À À ax — Ar: dx 
nn ra ne0x + Ad ar IAx VA _ us 
ARTAGAT TA ar etc. Ci 
Si nous faisons, art. 20, X — 0, nous aurons : 


dy d2y d3y\ 
F ee EE AE bee ne ie ER Ve Ale 2 AS LT 3 
PERS QE) = Qu) A5 (RER 


etc. Substituant ces valeurs dans l'équation (23), nous 
obtiendrons 


dr RSR ru CE Er AR + etc., 
Se A x A° 5 A3 —. 

OUa*—r1+ —— + ee 
26. — Si dans cette AE (33), nous faisons x — _ 


elle deviendra 


Arr : - + etc. 
122 1279 


Si nous représentons par ® le second membre de 


cette équation, elle devient a 6e ;: d'où l’on tire 
A 


a —eñoua' —ei oua— ei; prenant les ne 


On aura log a — log *— A log e ; donc A — PE Le F4) 
Le nombre e, Aou la valeur est donnée par l'équation 
= 1h I He Pepe —— + etc., est la base que 


Fe 2. 
Néper tie pour Cine ses tables A 


On peut remarquer que la série 1 +1 


LATE 1,250 | 
est convergente, C'est-à-dire que la somme S » desn pre 


miers termes fend vers unz limite finie et déterminée S, 


_ lorsque le nombre n croît indéfinément. Et comme cette 


série est assez convergente même, nous pouvons nous bor- 
ner à prendre les douze premiers termes de cette suite, et 
alors nous trouverons que e vaut environ 2,7182818. 

Nous savons que /e logarithme d’un nombre ‘est 


 l’exposant de la puissance à laquelle on doit élever une 


quantité constante, appelée base, pour reproduire le 
nombre donné. 

Ainsi, dans l'équation y — a*, x peut-être regardé 
comme une fonction de y; on dit alors que x est le, 
logarithme du nombre y,dans le système dont la baseest a. 


LEA 


CPR RE A PSN OS CAT nn ÊTRE NT PTS ER RD EE CT POS EST RES PTE 


Donc, si nous représentons par La le logarithme 
de a dans le système Népérien dont la base est e, 
NOUS AUTONS 4 = 6L2— (2,7102818.:.)*donolons 
log el, et par suite, comme le logarithme d’une quantité 
affectée d’un exposant est égal au logarithme de cette 
quantité multiplié par son exposant, nous aurons 


log a — L a.log e; d’où nous tirerons 
ETAT 


Par suite l'équation (34) se réduit à À — L a, et par 
conséquent l'équation (31) donne 
Le = La sar d'Oùd:a Ta at dame, 

27. — Voici un procédé pouvant être employé pour 
trouver promptement la différentielle de a*, c'est-à-dire 
pour parvenir plus vite au même résultat que dans 
l'article 24, quoique ce procédé s'éloigne un peu de la 
_ théorie générale que nous avons exposée. 

Pour cela, de l'équation (27) y’ — a* a! retranchons 
l'équation primitive y — a*, nous aurons 
y—y —a*alr — a*ce qui donne y—y—a*(ah—1) ; (37). 


Faisons a — 1 + b pour que a! puisse se développer 


par la formule du binôme (art. 24), nous aurons, comme 
dans l'équation (28) : 


dou (r +} =r+he +h(h—rn) À LE D 


b3 b4 
h==2)2 Lhfh=1) he De) ere 
( Per ( )( )( per 


Multiplions par a* les deux membres de cette équation 


après avoir fait passer l’unité dans le premier, nous aurons: 
a? (a =) nt [he ht D) +hib DS 


PUS + etc. | ; 
1272 
Mais d’après l'équation (37), on peut remplacer le pre- 


mier membre de cette équation par y — y, et en divisant 
par h les deux membres, on aura alors 


_— a pe +(h—n + 1h 2) etc. L 


Eten passantà la limite — —0, cette équation de 
ds sd) a (ob be) 
dx Fi Pin) 2N 2 3 

Et en remplacant, dans le premier membre, y par sa 
valeur a*, on aura : 

x 2 3 
ee A be 3 ete.) 
dx 2 3 

Keprésentons par À la suite qui est entre les paren- 

thèses, c'est-à-dire posons 


ne + 
ee DbD—— + ce —— GIC:;, 
l'équation précédente cu 
AA ee 
de 


DES DIFFÉRENTIELLES LOGARITHMIQUES. 


28. — Soit, comme nous avons vu à l’art. 26, x le 


logarithme de y dans le système dont la base est a, on a 


y — a*, et l'équation (30) nous donne dy = À à* dx 


__loga dy. _ dy loge 
Mais, éq. (34), À love og e , do onc dx - loga. a” loga 


loge 
Or,a*—yetx— log y, par suite l'équation précé- 
D Le ee | 
ente evienda dx ou O£ Y ln CS 


Dans la formule qui précède, la Le a du système est 
indéterminée. Mais si nous prenons les logarithmes dans 
le système Népérien, la base a devenant le nombre e 


; ] l 
(art. 26), nous aurons RE ner ; donc dans le 
log a loge 
système Népérien, on a, au lieu de l'équation (38) : 
dy dy 


ÉEIOEY = met 


2 y L 
L,s à 
LE 


Ô 


3 

DES DIFFÉRENTIELLES DES SINUS, COSINUS ET AUTRES 

LIGNES. TRIGONOMÉTRIQUES, OU DES DIFFÉREN- 
TIELLES DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 


29. — Nous allons d’abord démontrer qu'un arc est 
plus grand que le sinus et plus petit que la tangente qui y 
correspondent. 

En effet, soit A B, fig. 2, un arc quia-B E pour sinus et 

Re 2. D A pour tangente. Prenons l'arc À B' égal 

ne à l’arc À B. La corde B B'est plus petite que 

P l'arc B A B', puisqu'elle est droite. Donc 

BE, moitié de B B'est plus court que AB, 

moitié de B A B’. Donc, le sinus est plus 
petit que l'arc. 

Je dis maïntenant que la tangente est plus 
grande que l'arc. Car on a : aire triangle D D'C > aire 
secteur B A B'C, ou, en remplaçant l'indication de « ces 
aires par leurs ee géométriques : 


D): x = AC >> arc BAB X - AC; 


I Ras + 
supprimant le facteur commun Fe AC," il réste “DD 


arc B À B',eten Rene la moitié de chaque membre 


de cette Re ona : DA Arch A 


Il résulte de là que la Erite du rapport du sinus à l’arc 


est l'unité. En effet quand l’arc À B diminue et devient 


nul, le sinus et la tangente diminuent également et. 


deviennent nuls en même temps que l'arc ; c’est-à-dire 


qu'alors le sinus et la tangente se confondent, donc à. 


plus forte raison le sinus se confond-t-il alors avec Farc 


qui est compris entre la tangente et le sinus ; donc dans 
le cas de la limite on a : 


arch 


30. — Maintenant, cherchons 1a différentielle du sinus. 


dont l'arc est x. 
Pour cela, remarquons que quand cet arc x reçoit 1 un 
accroissement h, on a par la tri gonométrie : 
sin (+ h) — sin X COS h+cos x sin h, (39); 


as sd ete - er ee d dé va TU > à LEE 


retranchant de chaque membre de cette équation la valeur 
primitive sin x, et divisant par l'accroissement h, on aura : 
sin (x+h)—sinx  sinxcosh+cosxsinh—sinx 
e — 
Mettant sin x en évidence,dans le Font MOnbrS (1 et 
3° terme), on aura : 
sin(x+h)—sinx sin X (COS h—1})+ cos x sin h 


ES = sitx 
| h h 
(cosh—1) cosxsinh 
Re Go) 
Lorsque h eee nul, COsSh—retcosh—1—1—1—0, 
Cosh—1 o er ee 
de sorte que — Re) valeur indéterminée. Nous 


mettrons donc ce terme sous une autre forme. Dans ce but, 
de l'équation cos ? h + sin ? h — r (trigonométrie), je tire 


LOS he 1 sin *hou(cos b—r)(Cos hr} — sin *h, 

donc cos h—1 — se . Cette valeur mise dans l’équa- 
cos h +1 
tion (40), nous donne 
Sin (X + h)—sinx- sinx/-sinh cos x sin h 
h Site = h+ . h se 

—Sinxsin’h cosxsinh sinxsinhsinh cos xsin h 
Fos h 2 D be (oshéeih. oh 
Pos. Sin hi éinih "COS X sin 

a He h  eon (4 


Quand h — 0, l’arc et le sinus de h se confondent, c'est- 
à-dire qu’on a: h — 0, sin h—o, et, comme à l’article pré- 


‘ sin h 

cédent, cho l: d'autre part le cos h — r quand h — 0; 
sin h O 0 | 
dONC = — —— —.--—0, et l'équation (41) se ra- 
CDS ET L2 

RPM sin h a 

MÈNE À —— — COSX—— — COS X X I — COSsxX; d'où 
dx h 
l'on déduit 
d. sin: 
Remarque. — Dans cette done te nous avons 


supposé que le rayon des tables avait été pris pour unité ; 
et pour avoir la différentielle d’un sinus dont le rayon 
serait a, par exemple, on ferait dans l'équation (39), (trigo- 


# 


PEN ne 
pr Fr s DTA 


ET ar Au ES AS done a EN En at De 
ER ET ET EPL Par 


sinxcosh +cosxsinh 
(4). 

11 faudrait donc restituer la constante a dans l'équation 
(42), qui a été obtenue en supposant a — 1 (trigon.), et 
l'on aurait ainsi pour la différentielle du sinus d'un arc x, 
dont le rayon est a : | 


nométrie) : sin (x+h)— 


; dx cos x 
Dan x— » (44). 


31. — Cherchons maintenant + différentielle de cos x. 
Pour cela prenons l'équation, (trigon.), sin ? x+COS ?X=—1 


ou ce qui est la même chose, (sin x) +(cos x)? — 1. Diffé- 


rentions- la, (art, 12), nous aurons : 

2 Sin x d. sin x +2CO0OSXd. cos x —d. lo, 
d’où, en divisant par 2 et faisant passer le premier terme 
Ra le second membre, puis divisant par cos x, On aura 
Sin X d. sin x 


COSX 


d; COS x —= — 


remplaçant, dans cette équation, d. sin x par sa valeur. 


cos x dx, donnée par l'équation (42), on aura 
__ Sin X cos x dx 


— — sin X dx, (45). 
COS X 
32.—Pour chercher la différentielle de tang. x, observons. 
su sin X 
que la trigonomeétrie nous apprend qué tangx — 
COS X 


S1 nous différentions cette équation par la règle de l'art. 
II, NOUS aurons 
Çk_—g Snx _cosxd.sinx—sinxd.cosx, 
COS cos? x “CS é 
remplaçant, dans cette équation, d. sin xet d. cos x par 
leurs valeurs trouvées précédemment, nous obtiendrons 


COS X COS X dx — sin x (— Sin x d: 
Fri — S (— Sin x dx). 
COS? x 
cos’ x dx + sin°x dx  dx(cos2x+ sin?x) 
COS? x ES COS? X 


Or, la trigonométrie enseigne que sin?x + cos? x = 1, 
» 7, ° r L4 A \ 
donc, l'équation précédente se ramène à 
SES PARLE 0 P< (46) 
LOS EX NPCO0S RAA 


d. tang x — 


33. — Pour trouver la différentielle de cotangente x, re- 
marquons que par la trigonométrie on sait que le rayon 
est une moyenne proportionnelle entre la tangente et la 


? \ - ; I , 
cotangente, c'est-à-dire qu’on a cot x — ——— . Et en dif- 
an 


4 


férentiant cette équation par la règle de l’art. 11, on aura 
tangxd.i—1.d.tangx tangxxo—d.tangx 


DCOTE — — 
tang ? x tang ? x 

— d. tang x 

tango? x. si 

Et en remplaçant d. tang x par sa valeur —— on aura : 

OS 22 
— dx 
d. cot x — — PART AR 
cos? x : cos’ x tang°x” G7) 


= tang x, ON tiré SIT X — COS. XX 


Or de l'équation es 
Eee COS X 
tang x, d’où sin? x — cos’x tang’) 
Donc, dans l'équation (47), on peut Has le déno- 
minateur du second membre see sin? x, et l'on aura enfin 


Fois = 20 


34. — La différentielle de sécante x se trouverait d’une 
façon analogue. En effet, par la trigonométrie, on sait que 
Je rayon est une moyenne proportionnelle entre le cosinus 

I 
COSX: 

. En différantiant cette équation par l’art. 11, on aura : 
De COX doi 1 COS x. >, L0..C0S x 
LOS Re COX COS +. 
Remplaçant, dans cette équation, — d. cos x par sa 
valeur sin x dx donnée par l'équation (5) on aura : 
sin x dx Sinx 


et la sécante, de sorte qu’on a séc x — 


_ d. sécx —d. 


d . séc. x = —— ee dx, 
COS? X COSX COS X (49). 
=: FR sin X 
Or, nous avons vu précédemment que Se tang xet 
I | Sr . 
que —— — Séc. x. Mettant ces valeurs dans l'équation 


COS x 
(49), on aura enfin : 


d: séc.-x —-tang x séc. x dx. (49bis) 
35. — De même pour trouver la différentielle de cosé- 


I 
cante x, on sait par la trigonométrie que coséc. x — A 2 
En dr ntoue: on a, par l’art. r1, 
snxd.i1—1.d.sinx d.sin x 


d. coséc. x — : Res 
sin? X sin? X 


En remplaçant, dans cette équation, — d. sin x parsa 
valeur — cos x dx, donnée par l'équation (42), on aura : 


a cos x dx COS X 1 
do Le ce ne pee 
SINÉX sin X sin X 
sin x 
Or, comme nous avons vu que ee tang x, On a 
COS X I 2 I 
rem - CtnOus AVONS vUéPAÏCMENTUe 

SIN X tang x Sin X 


coséc. x, donc en mettant ces valeurs dans l'équation 


précédente, on aura : 


I 
d.COSÉC. X — — ——— coséc x dx. 
tang x 
Mais, trigonométrie, comme tang x X cot x — le carré 
LTÉE 
du rayon ou 1, On a aussi ——— — cot x ; et en mettant 
tang x ; 


cette valeur dans l'équation précédente, on aura ! 
d . coséc. x — — cot x coséc x dx’ (50). 


36. — Cherchons encore maintenant la différentielle 


de sinus verse x. On sait que si l’on a le sinus A B d’un 
arc À Cou x, la partie B C du rayon, com- 


Figä  priseentre É pied B du sinus et l'origine er 


de l'arc s'appelle sinus verse. 


A 


égale au rayon O C ; donc on a : 
Sin verse X + COS X — 1, 
et en différentiant, on trouve | | 
d. sin verse x + d. Cos X = d, 1 ou 62008 
d.; sin verse x ='— "4. cos x" 


et en remplaçant — 4. cos x par sa valeur sin «0 x donné re 


par l'équation (45), on aura enfin : 
d. sin verse x — sin x dx. (6x). 
37. Remarque. — Les principes précédents, bien appli- 


qués, suffisent pour arriver à différentier toute expression 4 


Cela posé, on voit que le cosinus O B de, 
\€ x plus le sinus verse B C donnent une somme 


n?. 
À 
L 
- 
+! 
* 
« 
Un 
es : 
_. 
V2 


a ne ae ae Tertre ti ls À Un 1 nets à 29 6 4 ARE, LA Qu d'à 


RS RS LÉ a des ns, Dors oi: (OP d'etude 
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affectés de quantités transcendantes. Nous allons donner 
quelques exemples. D | 

1°. — Soit à différentier y—a . Faisons b' = u, nous 
aurons ainsi y—a" ; différentions, par l’art. 26, nous aurons 
en remplaçant x par u et d. a* ou d a“ par dy : 


d Pop 
_ — at La, ouun mettant pour a“ sa valeur : = —a La. 


U ’ 
Différentions maintenant u — b* par le même article, en 
y remplaçant y par u et a par b, nous aurons : 


ANA Care 


En multipliant ces deux résultats membre à membre, 
(ce qui est permis, art. 17, Car on a ici y — a" et u — b* ou 
'É on aura 


Le X ht a LA LD 0 Dial 
du ‘ dx _dx- 
2°, — Soit encore y—Z" . Par les logarithmes, on obtient 
log y — v log z. En différentiant, on a par l’art. 0. 
d. log y—vd.logz + log z d.v. 
En remplaçant l'indication des différentielles Re 


_miques par leurs valeurs données par l’art. 28, on aura : 


DT logzd v d'où dy =y|v © + usa) 


+ 


“et en remplaçant, dans le second membre, y par sa valeur 


Z' , On aura enfin se 
D. Le —- + log av 
3 ts à 
3°. — Soit encore y —% ; faisons t! — v, l’équation se 
. On a donc deux équations y—z' et v—t", 
qui sont de la même forme que l’équation traîtée à l’exem- 


ple précédent. On aura donc, comme ci-dessus : 


A EVA és + log zd ‘) 
et par analogie : 


ve LE WT + log t du |. 
Substituons maintenant dans la valeur de dy, donnée par 


l'avant dernière équation, les valeurs de v et de dv, nous 
aurons 


dz dt A 
dy = zu | 1 + log z tu © + log t du)) | = 7 
| 2 dz + logzt' L + ogtau | 704 HoruEt 
Z # / 
u \ 
log t du) 7 t: e + log z uŸ + log z log t re 


THÉORÈME DE TAYLOR. 


38. — Remarquons d’abord qu'une expression telle que 
; signifie qu'une fonction y d’une ou de plusieurs variables 
* 


à été différentiée par ss à la variable x et divisée par 


dy 
dx, et par = dx veut dire 
différentielle de y par rapport à x; doncsi l’on avait 
l’équation y — a v4x3 u? l'expression à se déterminerait 


en considérant v et u comme constants, en différentiant 
alors par rapport à x et enfin en divisant le résultat par 


d | | 
dx ; dans le cas présent, on aurait donc ee Sa viRELER 


dx 
On trouverait de la même façon as 44 vi x? ur %6t 
dy | 
in 2 A Vi x2 il: 
du: 


39. — Lorsque dans une fonction y de x, la variable x 
se change en x + h, y devient y’, et on a le même coeffi- 
cient différentiel quand on considère x comme variable et … 
h comme constant, que quand h est considéré comme 
variable et x comme constant, c’est-à-dire qu'on a 


rrrrae 
üx >. dh | £ 
En effet, si dans l'équation y — f x, nous mettons 


X + h, que nous représenterons par x', à la place de x, 


nous aurons y —fx'. La différentielle dy' de f x! sera 

une autre fonction de x', que nous représenterons par 

o X et qui sera multipliée par dx”; donc on aura dy'— 

2 x’ dx’, ou en remplaçant x’ par sa ‘valèur x + h, on aura 
dy =6{(x +.h). dx + h). 


ne ET D En D ce 
à KA . 2 ÿ Ds Ne # À 2 + 


te 


Si l’on considère x comme variable et h comme constant 
dans cette équation, le facteur d (x + h) devient dx, et 
on a alors HA 
dy'—+(x + h) dx, d'où _. — © (x + h)}, (62). 


Si, au contraire, on considère h comme variable et x 
comme constant, le facteur d (x + h) devient dh, eton a 


d 
dy’ —# (x + ) dh, d'où = px + b}. (53). 


Sie 
Par conséquent de et dh 


à une même quantité + (x + h), sont égaux entr'eux, 
et l’on a enfin RÉ ÉMRN AS 
AS do 

Par exemple, si l'on avait y — à x*, en mettant x +h 
à la place de x, on aurait y'— a (x + h)t. Donc dy' — 
4a(x +h}ÿ d(x + h).Si x est variable ethconstant,on a 
dy'—4a(x + h} dx; etsi c’est h qui est variable etx con- 
stant, on a dy —4 a(x + h} dh. Donc dans le premier cas 


——étant, respectivement, égaux 


d 4 
x —4a(x + hs); et dans le second cas, on a ne 
dx ; dh 
encore 4 a (x + h}5 ; donc DE FAtA 
de de 


40. — Sinous différentions maintenant les équations (52) 
et (53) par rapport à (x+h), nous aurons 


dy = dy 

For es o (XK+h)=+4"(Kk+h) d(x+h). 
dd y 

d. dE =dp(x+h)—=+"(x+h) d. (k+h). 


Faisons, comme précédemment, x variable et h constant 
dans la première équation, et h variable et x constant 
dans la seconde, nous aurons 


SRE 
Rp (x+h)dx, 
d° y’ 
et. Fin: (x+h) dh ; 


. d’où en divisant, dans le premier cas par dx, et dans Île 
secozd par dh, on a 


RARE 
= 5 ht (x+h), 
d'y’ 
Le Er id ‘(x h); 
donc, enfin, dvi 
| OX ÆG ER 
RE à D enr 
Var le Rene procédé on trouverait que = Lie 
is Fes sen , et ainsi de suite. | 
dx* dh# 


41. — Soit encore y'une fonction de x+h; STE bEnS 
la par rapport aux puissances dehet pp le Fees 
Hope comme ceci 

y'=y+Ah+Bh° +Ch: + etc....(55.) 

Les coefficients À, B, C, etc., sont des ACHn incon- 

‘ nues de x, que nous devons déterminer ; y est la fonction 


de’x. 
A cet effet, différentions cette équation (55) par rapport 
à x et Re par dx, nous aurons 
dy! dy d À d B d C 
PL mr QE 22 h h222 hs etc: 6 
JR bb the he 
Différentions maintenant la même équation (55) par rap- 
port à h,et divisons par d'h, nous aurons 
. — A + 2Bh + 3Ch° +etc., (57); 
Fe y, fonction de x, est ici considéré comme constant et 
n'a pas de différentielle, la différentielle de À h est A dh, 
et comme il faut die par dh, il reste À ; etc... | 
Les premiers membres des équations (z6) et (57) étant 
égaux, les seconds membres seront identiques ; égalant . 
donc entr'eux les coefficients des mêmes puissances de h, 
on aura : | 


, AMP AE Lt : PE 
Line 2.207. 11,20 l'ENS EC RT PT État 


dy 1,0 d'A dA dB dE 
DREUX odie. 24x”° dx SUPER 3dx”. 0 


etc. È 
Substituons maintenant la valeur de A, donnée par la 


première de ces équations, dans la Secode: On aura 


; 2 ARR d: Y a é d° y 
B—=d 7 en ri 
IR 24% dx Ne 2.4 120 


mr #. Faso Nr Lo Pl oc E KE NCRÉE ONE al LE ” re, 7 en 1,7 2. Le x LE: < 
a Ée . . » FE L 


Substituons cette valeur dans celle de C, nous aurons 
1 dy 1 dy Se 
Led: RE == 
1 2:dx° oies 125723 4x 
I d3 Y 
Prrdx 


ainsi de suite. 
Remplaçons maintenant dans l'équation (55), A, B, C, 
etc. par les valeurs que nous venons de trouver, on aura 


dy JR der Y 
2 Yhgit ide À izsdxs ed 
dy vhs ye hs 


. Rd dr dxs 12,3 | °tCu 


et en remplaçant y’ par sa EE f(x+h), on aura enfin 


dy d y dy h: 
FR . 1.2: dx 12,3 


f(&+h)=y + + etc.; (58), 


- c’est ce qu'on appelle la formule de Taylor. 


297 ANT 
É  rréN 


ARE 


RS FE 4 PT La À EU 
Se PL AR CA TES A 


Ke 
klu 
7 
24 
Pa 
ps 
NÈ 
4 


Elle peut-encore se mettre sous la forme suivante en 


_ observant que y —fx: 


Z hz d3 v 
f(x+h)=fx + ni Be _ Fa De = RS etc., (59). 
42. — Comme application de cette formule, nous allons 
développer en séries quelques fonctions. 
= Soir —(Vx 1h; onadoncy—=Vx —x#. 
En différentiant successivement, on a : 


LEE x1/2— LOU—=T/2- = = PSS Pie 

dx 2 x'/2 DES 

Br: ee AS 

dx’ 2/x À ie V x dx — DAT MAS 

M dir v):ax— Sfr où 3/2 dx): dx=- 

I s nr I EG ve DOS 

D NE ci 44e 

dy NA Davt 

TRES Eee he + ns 2 SL yrle 

ae Lo ? re dx (a. A _ dx—|.4 < | 

dx — 3/2 ce 3/2—1 ou--5/2 q d Pis # F re 
— 32 | __—x x dr sm } 


Rene M Ep 
à SORA LEE MT 28 VE 
Te EL 


Substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on 
aurà : 


FU RSA LE: I 
y'ouVx+h=youV x+-—h——- en 
h: 2Vx 4 V xs 12 8Vxs 

etc., , 
h FA 9 148 


RARE 


VER NV x pe —— re erOit 

ES HS ÉVs 4e. 
2°. —=, Soit y — sin (x +h), donc y = sin x/Hiiérene 
tions successivement, nous aurons ; 
dy d. sin x 
— = ——— — COS x, (art. 30 éq. 42 
dx dx , ( 3 q À ), 
dy d cos x 

=" — — sin x, (art 31e | 
Re in x, (art, 31 éq. 45), 
LRO RUE (art. 30 éq. 42) 
door Ts En X, 30 €q: 42), 
dy  d.—cosx $ 
Rd an É (art. 31 éq. 45), 
etc. 


Substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a 


Y. Qu A (RSS D) or + cos x-h=— siû sit 22 


h4 E,2- 

COS X + Sin X = + etc., Où 

L 3 152% 3. 4 : : £ + 
. RE à hs 
sin (x +h)— sin x + cos x — — sin x — COS X + 

La I BE DE dr 

Six ee etc. 

Le DA 


Si dans cette équation, nous supposons x=— 0, alors sin 
X = O, cos x — 1, et le développement se réduit à 


sin (0+h)—o+1 ne — 1 de O —— Ê +etc., 
152 1223 1:2.34 
S En 


3; Soit y — cos (x +h), donc y — cos x. En opérant 
comme dans l'exemple précédent, on trouverait 


COS NAT De JL RARE ON 7 
12 12 
4° Soit y — log (x + h), donc y — log x. Différentions 
successivement : 


ee . 2 (art. 28), donc AE RE 
Re ŒXA EX 
7 à ARR dx Tr x dx): 
: | 
FL RER RE x? 
d3 f : 
Ge (1. ne :dx=(d.—x 7): dx ——2X—x 2: 
dx : dix see 
Dre: de Ë 
Substituant ces valeurs dans la formule de Paor, On à : 
1 -h° 2 
y'oulog(x +h)— youlogx+h—— GE os 
; HS h5 
ou log (x + h) — log x + ER -- ss etc; (bo) 


5° — Voici un autre moyen de trouver le développement 


du logarithme de x + h. 


On cherche d’abord le développement de log (1 + x),en 
égalant cette expression à une suite de termes ordonnés 
suivant les puissances de x, en observant toutefois que, 


dans cette suite, il ne peut y avoir de terme indépendant de 


X, Car si l’on avait 
log (1 +x)—A +Bx +Cx’+etc., 

cette équation EE se vérifier quel que soit x, il en résul- 
ne or log. 
I1—0, donc À devrait a zéro, donc Fe n'y pas de terme 
indépendant de x. 

Nous écrirons donc 

log (1+x)—=Ax+Bx°+Cx3+ D x4#+etc., (61), 
et changeant x en z, nous aurons semblablement 

log (1+z)—=A7z+Bz:+0Cz3+ Dz++ etc., (62), 
mais z est arbitraire ; donc nous pouvons supposer entre x 
et z la relation 

(I 14 ERSE +ZSOUI+2X+X? —I +7, 

MOVE 2x Lx, 4 


CNT IT PT MORTE Lt mi BUT À CO ET 


ane) LT 


Substituant cette valeur de z dans l'équation (62), nous 
aurons 


log (1+Z) ou log (1+x°)— A(2x+x°)+B(2x+x2)2+ 


C(2x + x°)3 + etc. 
et en développant 
LOG ÉD AO RNT EAST AL x + B(4 x: + A4AXS + xt) +C 
(8 xs + 12 xt + 6 x5 + xf ) + etc., 
—2AÂx+Ax+A4Bx + 4Bx + Bxt + 8 Cox Æ 
Oise 0 Cx CO x Tel 
2 Ax+A 7! x141 Bixs + "D )xPESerS 
IAIBT UMR CN EE TRE (63) 
ÉEr6 D 

Mais d’après la théorie des logarithmes, on a aussi log 
(1+ x) — 2 log (1 + x), ou en mettant à la place de log 
(1 + x) sa valeur donnée par le développement (61), on a 

log (1+x)?= 2(Ax+Bx:+Cx3+etc.); 

et en substituant cette valeur de log(1+x)’dans le RER 
membre de l'équation (63), on aura : 

2Ax+2Bx°+2Cx5+etc—2Ax+(A+4B)x:+ 
(4B + 8C)x3 + etc. 

Cetté équation devant se vérifier quel que soit X, on peut 


o MS à > 


égaler entre eux les termes effectés des mêmes puissances … 


de x, nous aurons ainsi : 
2 
d'où nous ra 


— 4 B+8 C, etc., 


a 

Pres Ce Cr doncc=—+B FRERE 
2 À 2 À A 3 
Re NT LS | 

etc. 


Si nous substituons ces valeurs de B, C, etc., dans l'équa- 
tion (61), nous aurons 


A A AR 
IOB (TR) AX TR URSS etc. Ai PP 


X3 


: = ete. + C, (64). 


La constante C est nulle, car en faisant x —0o, on aura 
C=logi=o. 


— 51 — 


$ h BPERER 
Faisons x = > ROUS AUTONS I + X—I+ = ——, donc 
à ù ; 
Es 
stituons cette valeur de log (1+x)et celle de x — SU dans 
l'équation (64), nous aurons 


log (1 + x) — log —log(x+h}—log x; et si nous sub- 


/h he h: 
log (x+h)— log x TA. SMS CR TA » (65), 
h° h3 \ 
ou log (x + h) — log x + LU ue Sas ot) (66). 


Remarque Î. — En divisant par h l’équation (65), on a 
D A h ra) 
h e DNET AS DE AE | 
et en passant à la limite où h — 0, on obtient, 
d. log x I Are dx 
ANS : KA 2 (67) 
| d- 5 = doù d 0x Æ (67) 
équation de même forme que l'équation (38). 


Remarque 77. L'équation (60) donne 
h2 h: 


h 
log (x + h) — log x = —— 


ET Peu cie 
log (x +h)—logx 1 h h° 
= —— = ETC 
# h Abix Le 3 X3 à 
et en passant à la limite, où h — 0, on trouve 
DO OT ET 
Horus 


ax 
où d'102° x ee 


équation trouvée autrement à l’art. 28. 

Remarque III. — Connaissant la différentielle de loga- 
rithme x, pour trouver celle de a*, on fera y—a*,eten 
prenant les logarithmes dans le système Népérien, on aura 
(en représentant par L les logarithmes Népériens) : 

| y Paroubye=< dia ou bLrax. 
En différentiant, on aura 


d. L y Ÿ (art. 28) — L a. d x, d'où 


try Aeûx, 
et en mettant la valeur de y —a*, on aura 


‘4 


L ne 1 Ne je Re 18 NP RTS CO PR UN RS 2 SE ONE D OUT ET se 0 TU ER TT ta 
3 - - ; 5 


dar = a Lrax- as dx lee 

équation qui est la même que l’éq. (36) de l’art. 26. 

Remarque IV. — D'après l'équation (38), art. 28, on a 
dx loge 
x loga | 
que l’expression (67) qui précède laquelle donne d. log x— 
ner log e 
— À ; donc À — : 
X log a 
Dans l’équation (60) on a fait usage du système Népérien 


= (art. 28) ; 


d. log x — , cela a été démontré vrai, de même 


de logarithmes, puisqu'on a posé d. log x 


loge loge : 
| loga loge 
Dans l'équation (66) le système de logarithmes, est quel- 


donc dans le cas de cette éq. (60), À ou 


og e RER, 
F A; Mais Si l'on veut y faire 
usage du système Népérien, il faudra y faire A = 1 et 
alors on retrouvera l'équation (60). 


conque, et À y est égal à 


DE LA DIFFÉRENTIATION DES ÉQUATIONS A DEUX 


VARIABLES: EXPRESSION GÉNÉRALE DE LA DIFFÉ- 
RENTIELLE DE DEUX VARIABLES. EXPRESSION GÉNÉ- 
RALE DE LA DIFFÉRENTIELLE DE TROIS VARIABLES 
PARMI LESQUELLES ON EN PREND DEUX POUR VARIA- 
BLES INDÉPENDANTES. 


43. — Soit une équation entre deux variables représen- 
teé par F(x, y) —0, (68). 

Si nous résolvions cette équation par rapport à l’une des 
inconnues, à y, par exemple, nous aurions un résultat de 
la forme y —v x. | 

Si nous substituions maintenant cette valeur dans l’éq. 


(68),celle-ci pourrait être représentée par F (x, #x)}= 0, ou 


plus simplement par f x — 0. 

Cette équation serait évidemment identique, tous les 
termes doivent s’y détruire quelque valeur que l’on veuille 
donner à x. 

Si, par exemple, cette équation était du troisième 
degré, nous pourrions la représentér par À x3 + B x2 + Cx 


D - 


RS Ne 


+ D—o, et comme toute valeur de x doit la vérifier nous 
pourrions mettre x +h à la place de x, et ainsi nous obtien- 
drions À (x + h}ÿ + B(x + h}ÿ + C (x + h) + D — 0, 
it si quelque soit 
x, on aura encore f(x +h)=—o;et, en retranchant de 
cette dernière, l'équation fx —o, il restera f(x + h) — 
Vi — 0, et en divisant par h, on aura. 
f(x+h)—fx 
h 
Or, l'équation 7° de l’art. 7, montre que 
f(x+h)=fx+Ah+Bh: +etc., 


ane — À + Bh +etc., (69), 


et comme le premier membre de cette équation est nul, 
d'après ce que nous venons de voir, on a donc À + Bh + 
etc., — 0, ce qui montre que À — o, quand on fait h — o. 
Donc, si dans l'équation (69), on passe à la limite où 
h — 0, on aura 
dfx 
= 0, doud Ex 
dx 
tant à la place def xson expression F (x, © x) — 0, on aura 
de F (x; vx) — A dx — 0, ét en mettant à la place de ox 
sa valeur y, On aura ane 
DRE VIE Ad 0, (70). 

Remarque I. — Nous venons de voir qu'un regardant y 
comme une fonction de x, si l’on différentie l'équation F 
(x, y) — o, on peut égaler le résultat à zéro. En agissant 
ainsi, dans chaque cas particulier, nous pourrons détermi- 


d'où 


ner la valeur du coefficient différentiel ee 

Aïnsi, soit l LE 

; par exemple 
FC, )=xt+3ay—y/— 0. (71). 

Différentions et égalons le résultat à zéro, nous aurons 
2X dAX + 3 a dy — 2 y dy — 0, (72), 
3 Des Er (2Y—3a), 
d'oi ee 

où Se  @ 

Remarque 17. — Si nous SR le procédé qui nous 
a fait obtenir l’équation (73) avec le procédé de différen- 


d'où 


tiation que nous avons employé jusqu'à présent, nous 
voyons qu'en opérant d’après cette seconde méthode, 
nous aurions dû d’abord mettre l'équation (71) sous la 
forme y — fx, et par conséquent la résoudre par rapport 
à y, pour en déduire ensuite, par la différentiation, la 


d . 4 “ b 
valeur de ©, En suivant ce procédé, nous trouverions 


d'abord +4 Ga LR 
ROIS rte ns VE +%, 


et ensuite, en différentiant, nous aurons 
à ASUS 
dy=d (+ / a? + x) =d.+\/3at+ X?2 — d, + 
Se 4 4. 


LRER HNATE RES Ar 2 7 2 |1/2—1oùû—1/2 [9 À > NES 
La +x | raie +x) da ARE 


\ 


D | 


Na Peut EUR EE L: 2X dx astres xdx 
4 Pre A 


EN UX à 
a: Frp ÿ) a ? Lx? 
donc mie Fe etre 


ARE 
at NE 
Va 


Cette valeur de > affecte une autre forme que celle 


qui nous est donnée par l'équation (73) ; mais si nous mét- 


a É 
tons dans celle-ci la valeur de y — + d ge x, 
cette équation deviendra 4 

dy DR La 2/X AE 


D ae ce 
| 2 + 4/2 2 ne a +24 /2es X° 
- és ñ a? +x 3 1 LE. 
L' HREPEMONSESE SERRE 
V= a +x, 
ainsi que nous venons de le trouver (équation 74). 
Remarque ÎI11. — L'équation (72) est ce qu'on appelle 


la différentielle première de l'équation (7r); et l'équation 
(73) donne le coefficient différentiel du premier ordre. 


Si nous voulons avoir l'équation qui donne le coefficient 


2 


différentiel du second ordre,c'est-à-dire a nous divise- 


rons l’ équation (72) par dx, et nous poserons —p,art. 19, 
nous obtiendrons ainsi : 
2x dx dy dy 
Door Jd. 2 YI =00u2x+3ap -2Yp—0. 
Regardons y et p comme des fonctions de x, et différen- 
tions, nous aurons 
2dx+3adp—2ydp—2pdy—0o; 


divisons par dx, et mettons p à la place de Ê nous aurons 


dx dp dpesrrdv x dp 
: AAPME RER EE Re Pie ANRT ne 
D po 

dx 


d'où, nous tirerons 


dp dp 2 d PEUX 
rca 2 ET 2 où (za —2y)—2p"— 2, d'où 
d 2 
| D ; (75). 
De dy ;: _dp d: 
Or, nous ts vu que p ——, donc CET etre 
dx’ er dx 


mettant ces valeurs dans l'équation (75), nous aurons pour 
le coefficient differentiel du second ordre. 


DD 2V) 0x 542" 
et en chassant les dénominateurs nous aurons, peer la 
différentielle seconde de l'équation (71), 


d 

d° y (3a — 2y) — = 20 on. LAS dE d dx? — 2dx° — 

2 dy? — 2 dx *, (76). F 
Remarque IV. — Pour avoir la différentielle troisième 


ou le coefficient différentiel du troisième ordre, on fera 
dp 
| D — — q (art. 19), et l'équation (75) dome après avoir 


chassé les dénominateurs : 
q(3a — 2ÿ)— 2p° — 2 Ou 3aq — 2ÿ q — 2p°—2; 


DER et à 1, 


MR et LÉ NS EU G 


différentiant, en regardant y, p, q, comme des RECES 
de x, nous aurons 
zadq—2ydq—2qdy—4pdp; 
» 


divisons par dx et mettons p à la place de de et q à la 


d 
place de Ps , NOUS aAUTONS 
| < 


d: 
d d 
32 —2YT  2qP—4pq 


d’où nous tirerons 


d 
DGa—2y)=4pa+2pq—6pa 
donc dde ep 
| dx TES 


ACT ATL. Re donc Ye {en 
* x: 


mettant les valeurs de p et de q, art. 19) = 
dy. 6dyd‘y 8 RS 
— — , tel est le coefficient différentiel du 
dx? (3 a — 2 y) dx: 
troisième ordre. 

Ils suffit de chasser les dénominateurs pour avoir la dif- 
férentielle troisième, savoir : 

dy(3a—2y)dx3 — 6 dy d' y. 

Ainsi de suite pour la différentielle quatrième, etc. 

Remarque V.— Nous employons les lettres p, q, r, etc., 
pour effectuer les opérations de la manière que nous ve- 
nons d'exposer ; mais on parviendrait au même résultat en 
différentiant l’équation (72) et en mettant dy pour la dif- 
férentielle de y, d’y pour celle de dy, d:y pour celle de 
d’y, etc. ; en regardant dx comme constant, et en obser- 
vant que, art 9, la différentielle du produit 2y dy de deux 


variables égale 2 dy dy + 2 y d°y ; on trouverait ainsi: 


2 4x dx + 3ad°y — 2 dy dy —2yd?ÿy=—0,où 
2d4x°+ 3 a d°y — 2 dy:— 2y d’y —0o,ou 
d’y(3a— 2y)—2dy:— 2dx:, 


expression qui est la même que l'équation (76). 


44. — Voyons maintenant l’expression générale de Ja 
différentielle d’une fonction f (x, y) de deux variables. 
A cet effet, représentons f (x, y) par u. Nous aurons en 


EU er ANT LÉ M cé 5-1 LE …'à "a à Lie. s Len ie 
* Tu 2 
A 4 
{ 


différentiant cette fonction u par rapport à x, le terme 
du eut 
Frs dx ; en effet, LE dx veut dire différentielle de u par 


rapport à x, art. 38. 
En en ensuite cette équation u par rapport 


: du 
à y, nous aurons le second terme — dy ; de sorte que 


d._Ê(X,:y) ou d. = dx + TAC ULE 
car la différentielle d'une somme est égale à la somme des 
différentielles de ses parties, art. 15. Do cn C1-des- 
sus veut dire simplement que la différentielle de u est 
égale à la somme des différentielles de u par rapport à x et 
É u par rapport à y. 

Nous avons considéré ici x et y comme bles inde- 
pendantes, ou comme l'expression générale de la différen- 
tielle de f(x, y) ; mais si y, par exemple, est une fonction 
de x, l'expression ci-dessus se modifie. En effet, en diffé- 
… la fonction y par rapport à x, nous aurons dy — 


dy 
K dx, art. 38. 


S1 l’on substitue ensuite cette valeur de dy dans l’ex- 
pression différentielle de u ci-dessus, nous obtiendrons : 


du du dy 
due x Se dy ee dx, (78). 
Remarque I. — D'après l'art. 17, si u est considéré 


comme une fonction de y et y comme une fonction de x, 


le produit = à dx de l’équation(78),n'est autre chose que 


la différentielle de u prise par rapport à x renfermé dans y. 

Remarque II. — La différentielle totale d'une fonction 
derx et de. y étant donnée par l'equation (77), du — 
ou OX. + pi dy, on nomime les expressions . dx et in d 
dx dy >” P de Op à 
les différentielles partielles de u. | 

Si u étaitune fonction de trois variables indépendantes x, 
Y,Z, nous aurions de même pour la différentielle totale de u: 

ie SU du du de. 


dx dy dz gois 


:"E he Tite ns 


Ts PI MU SPP ME PE NON SPRENENS PP ES D LUN A 


et les termes — HE dx _ dy, : dz, seraient les différentiel- 


dx”? dy 
les partielles de u. 
Ainsi de suite. 
45. — Nous avons vu, art. 38, qu'une expression telle 
que À signifiait qu'une fonction y avait été différentiée 
X 


par rapport à la variable x, et divisée ensuite par dx. 


d 
I] résulte delà que si l'on Re l'équation ee — 
À, et que, par division, l’on en déduit 1 ce , On ne sait 
dx 


pas si l'on peut en conclure que r= À : comme l'algèbre 


le permet, car dans cette dernière équation la différentia- 


tion n’est plus celle de y par rapport à x, mais lecontraire. 


Nous devons donc démontré si ce Te est vrai. 
Pour cela, remarquons que, d'après l’art. 17, nous avons 


du du dy 
dx dy dx 
Si, dans cette équation, nous faisons u — x, elle donne 
dx dx dy 
ro I — dy dx’ 
d’où l’on tire . STE D = 
dx 


ce qui montre que le changement d'hypothèse de difiéren- 


tiation s'accorde avec l’Algèbre. 


Méthode des Tangentes. 


46. — On appelle méthode des tangentes celle qui donne 
les expressions différentielles des tangentes, sous-tangen- 
tes, normales et sous-normales. Nous considérerons une 
courbe quelconque, cas général. 

47. — Cherchons d’abord l'expression différentielle qui 
donne la longueur de la sous-tangente. 

Soient x et y les coordonnées d'un point M, fig. À: pris 
sur une courbe ; augmentons l'abscisse À P = x d’une 


ES TE RAP PEN ee MATE LS 


x quantité PP'—h, menons l’ordonnée 

Y Fig4 M P'M',etpar les points M et M’ fai- 
sons passer une sécante M'S. Il est évi- 

dut 0 dent que plus P P’"diminuera, plus PS 

. tendra à se confondre avec la sous-tan- 

À X gente P T, et quand PP'—h devien- 
nn EP 7 idra nul, PS se confondra avec PT ; 


donc P T est la limite vers laquelle tendra PS, 


Si donc nous conuaissions l'expression qui donne la va- 
leur P S, en en prenant la limite, nous aurions celle qui 
donne la valeur de PT. 

Or, les triangles semblables M’ M © et M S P donnent 
la proportion : “M O:MO::MP:PS,ou,en rempla- 
çant M O “ P par leurs valeurs respectives h et y, - 
MO :h::y:PS, donc 


Mais M'O —M' Fo e P'—y— f(x+h), ou 


. d’après la formule de Taylor, art. 4r, formule (58), M' P'— 
d 
Y=f(x+b)=y + h + 


de 
dx dx? 
qué MP—= y, par hypothèse. Da en mettant pour M'P’ 
et M P, ces valeurs, nous aurons 
d°y-h? 


MO=MP-MP—Ÿh- + 
dx dx? 1. 


1S. maintenant nous substituons cette valeur de M'O 
dans celle de PS, nous aurons 


- +etc. Et nous savons 


ES . NO = a y , eten divisant les 
EE GtC: 
dx ax’ 
deux termes par h, nous DE one enfin 
Hé Y ee, 
AAC ALIEN 


| Hd me 
Et en passant à la limite où h —0, PS se confond avec 


bel et Nous aurons P T — ee ou, d’après l’art. 45, PT— 


18-20 SE dx 
"y ; et en représentant par x'et y’, au lieu de x et y, 


4 
4 


les coordonnées du point M, nous aurons pour la valeur 


de la sous-tangente : ‘dx! | 
SP dy: (79): 
48. — Pour trouver de même la valeur (longueur) de la 


sous-normale, au point M, même figure, menons la per- 
pendiculaire MN sur MT, la sous normale sera PN. Pour 
la déterminer, remarquons que la perpendiculaire PM, du 
triangle rectangle T M N, étant moyenne proportionnelle 
entre les deux segments, de l'hypothénuse,T P et PN, nous 
avons la proportion 
PSP MSP ME TPN, 

ou, en remplaçant PT par sa valeur (éq. 79), et PM par sa 
valeur y”, nous obtenons 


| Rent | 
ER RÉ ane 
dx’ dE dv’ 
donc PN = y':: y ==: —{(art. 45) = y 
J 3 dy’ y dy’ ( 45) à dx’ > 
donc sous-normale P N — y’ , (80). 
x ; 
49. — Pour trouver également la valeur de la tangente, 


remarquons que MT—VTP:+PM:,d'aprésla Fe 
du carré del’hypothénuse, donc, en remplaçant TPetPM, 


dx’ 
par leurs valeurs respectives Y et y, nous avons pour 


la longueur de la tangente: dy 


M Touttigenie No Br REY NE 1, (81). 
50. — Enfin la nee de la normale se déterminera 
en remarquant que, dans le triangle rectangle PMN,ona 
MN==VPN EE PME | 

et en Rte PN et P M par enr valeurs (ESDees 


tives y Te Et V OI trouve 


ar ; ie EVE y Nes M (82) 


51. — Cherchons ao l'équation TR 
qui représente Ja tangente. Soient x’ et y’ les coordonnées 
du point de tangence M, même figure. 


: sion —— 


 tanga—y:y Fe —art.45—Y 


ci nu 2 vntiaxe de Lib isnn etes 


D'après la géométrie analytique à deux dimensions, nous 
savons que l'équation d’une droite, en coordonnées rec- 
tangulaires, peut être représentée, en fonction de la tan- 
gente trigonométrique de l'angle qu'elle fait avec l'axe 
. des abscisses et de l’ordonnée b à l’origine, par l'équation 


suivante : 
Donc la tangente M T à la courbe peut être représentée 
par cette équation générale. Mais cette droite M T pas- 
sant par le point M de la courbe dont les coordonnées sont 
x et y ,son RÉRUERS doit se vérifier par ces valeurs x’ et y, 
onadonc y'—tang a. x'+ b. 
En retranchant ces équations l’une de l’ autre, © on a pos 


Ja tangente MT : 


Rx). 
Mais la tangente ne. tang « a pour expres- 


E 
P 1” (d'après la trigonométrie, triangle rectangle 
M PT ; le rapport P T étant le rayon et P M la tangente 


trigonométrique), donc tang à — P T°. et en observant 


que PM —.y'et PT, sous tangente,— y" dy 5, On A 
Lide y'a" dy 

He ds dx 

Substituant cette valeur de tang « dans l'équation de la 


. tangente M T, on a pour l'équation de la tan fou 


dy’ 
Y= = (xx), (83). 
52. — Pour trouver l'équation différentielle qui repré- 


sente la normale, rappelons-nous que, d’après la géométrie 
_ analytique, si l'équation de la tangente est, comme nous 


_ venons re voir AAA 


—y = (x) 
l'équation de la normale peut se déduire de cette équation, 
en Changeant le signe du coefficient de x — x’ et en ren- 


- versant la fraction qui représente ce coefficient, on a 


_ donc pour l'équation de la normale : 


rer ire “ de x"), (64). 


ADD EE 


53. — Nous donnons ci-après quelques applications des 
formules précédentes. 
1°. — Chercher la sous-langente de la parabole. La : 


géométrie analytique donne pour l'équation de la para- 
bole rapportée à son axe, etc., l'équation y2=— 2 px. En 
la différentiant, on trouve 
dy 7 2p2P 
Li Ax er or : 
Or, x’ et y’ étant les coordonnées du point de tangence, 
et ce point appartenant à la courbe, ses coordonnées 
doivent satisfaire à l'équation précédente ; on a donc 
pour le coefficient différentiel qui correspond à ce point 
dy’ 
RER 
sous-tangente P T, équation (79), nous aurons 
Puy EVA TE 
y: dy Ip Eee 


2yOVE 


sp. . Si nous substituons cette valeur dans celle de Ia 


Mais l'équation de la courbe étant y2— 2 px, on a aussi 
y'’— 2px,, et en mettant cette valeur de y'2dans l’équa- 
2 / 
Y , On à enfin pour la valeur PT de /a sous-tlangente: 


PUR è 
Re 


tion 


P T ou sous-tangente — RTS 


— Trouver la sous-normale de l’ellipse. L'équation de. 
l'ellipse rapportée a son centre et à ses axes, etc., étant 
b°x° +a’ y’ —a° b°; si on la différentie elle donne. 
2b°x dx + 2a°y dy — d(a° b” où constante) =0$ d'os 


b 2 3 X CE, 2 
dy ——° Ne re ER FPS pre- 
2a° y dx AY 225 K- 
nant, comme ci-dessus, les COGTAOTIEES et y’ du pointe 
dy’ 
de ARPNCE, on ee ie ï . substituant cette valeur 
dv ve = 
ue dans l'équation de la sous- normale PNY So), 4 
elle devient - 
PN ousous-normale — y y LM ÈTE es 
dx a? y’ 


. 3° — Donner l'expression de la tangente à l’hyperbole. 
L'équation de l'hyperbole rapportée à ses axes, etc., ori- 
gine au centre, pouvant être représentée par l'équation 


_y2—m°x°—p; si l'on différentie cette équation, elle 


donne 2 y dy — 2m’: 
De cette équation on tire 
MIRE Tr mMex dx = AY 2 


TR PP ee et en met- 


constante, — Oo. 


tant, comme précédemment, les coordonnées x” et y” du 
4 


dy’ de X | 
point de tangence, on obtient — 2 . En substitu- 


dy 
ant cette valeur de = a dans l'équation ele (81) de la 
tangente M T, on a, en observant que d’après ce qui pré- 
dx’ NS 


(° N'AGRIEE 11 0 


à M T ou tangente — y’ Dati y Ve) += 


a 


Le 3 


a Ru à ÈS 


a Vian. 
Veste 2 ne 


m4x’2 m°x 
NT 
m°?x 


Mais de l'équation y? —m2 x? —p de l’hyperbole, on tire 
ÿl2— m° x/2— p, d'où y °— p+m: x'°, donc y’? +mt x'°— 
p+m? x ?+mtx 2—p+m;°x°(1+m° ),donc l'équation de 
la CGR 


ie 2°" 2 2 
T=v p+mrx (14m), (87). 


Si nous prenons pour l'équation de l’hyperbole, celle-ci 
a? y? — D? x? — — 2° b’ ; en la différentiant, on trouve 2 a° 
2b°xdx bxdx 


D. LEA G 5. ; d'o 
ton et en prenant x'ety'ona re nr d'où 
X à " dx ÿ 
se GE 
dy" Te 


# 
É 
* 
Ë 


tion RL M T de la tangente, (éq. 81),ona 


MT ou tangente = 4x =+1= y fa*3 } ne 


FE 


3 ai y'° < 

r ee TA ARR RRENEEE RE LEE 4e 
b4 x’? F six b+x"2 b2 x’ 
Vaiy'2+ b4x'°, (88). | 

RS ET MINIMA DANS LES FONCTIONS D'UNE 
SEULE VARIABLE. 


At y RIDER LE Y 


34. — Nous avons vu, art. 41, formule (58); qu'en don- 
pant à x un accroissement h, on changel’équation y=fx en 


y'= f(x+h), et on obtient la formule de Taylor, savoir : n 


dy dE V' he "SP RE 
CAN PE HA ire. AK 122,370 
Nous allons démontrer que l'o on out dans cette série, 
donner à l'accroissement h, une valeur telle que l'un quel- 
conque des termes de la série devienne plus ni que la 


somme de tous ceux qui le suivent. 


+ etc. 


dy 


En effet, si nous voulons, par exemple, que le terme. h 


dx 


surpasse la somme de tous ceux qui le suivent, écrivons 


comme ceci la partie de la série comprenant ce terme et. 


tous ceux qui le suivent : 
Av dE. D td 
ÜxX O0 AP EURE S 


\ 
+étc; \h;, 6008 


d’.y-h dy eh 
Or, quand on fait h — 0, la partie de 7 tes 


etc., de cette formule, s'anéantit, donc on çoncoit que cètte. 
partie peut être rendue aussi petite quon voudra en pre 


nant h très-rapproché de zéro, et être alors plus pese aus a 


dy qui lui est indépendant de h. 

dx 4 
dyh 

(4 SA ARE D 


d3 y h3 


On a donc alors > 


multipliant par h les deux termes de cette inégalité, on a 2 


dy, d yr "dy hs 
dx (HxX2 24 TRE 
ce qu'il fallait démontrer. ; 
On ferait la même démonstration pour tout autre onbE 
à l'égard de ceux qui le suivent. 


» 


55. — Une équation entre deux variables y = f x peut" 
toujours être considérée comme l'équation d’une courbe 


2 + ele, et es 


= 


dont les valeurs de la fonction y seraient les ordonnées et 
celles de x les abscisses. On dit que cette fonction y est 
à son minimum, lorsqu'après avoir diminué successive- 
ment, elle est sur le point de recommencer à croître ; et 
qu'elle est à son maximum, lorsqu’après augmenté succes- 
sivement, elle est arrivée au point passé lequel elle com- 
mence à décroître. 
Soit, par exemple, la courbe M N, 
er 45. A fig. 5., dont l'équation est y = b + 
cx? . On voit que, à partir du point B, 
à droite comme à gauche, les ordon- 
glgx néesnq,n'q'..,oump,m'p'..., 
etc., vont en augmentant, donc l’or- 
donnée B A est un minimum de la fonction y. Et en effet, 
cela découle de la nature même de l’équation. Car, soit 
en À, l’origine des axes coordonnés, en À, x —oety —b 
qui est positif. Quand les abscisses positives À q, À q', 
etc., ou négatives À p, A p',etc., prennent de la valeur à 
partir de l’origine où elles sont égales à zéro, le produit 
cx° est positif et dès lors y — b + une quantité positive 
cx° ; donc y augmente de valeur, et plus les abscisses 
positives ou négatives augmentent plus la fonction y 
acquiert de valeur, et ainsi indéfiniment ; donc on peut 
conclure également que la fonction y n’a pasdemaximum, 
c'est-à-dire qu’elle peut augmenter jusqu'à l'infini, sans 
devoir jamais décroître ; c'est-à-dire enfin qu'en supposant 
un point mobile qui se meut sur cette ligne, à partir d'un 
point M vers N, en B, il arrive au point où la fonction y 
a son minimum, et passé ce point, vers N, situé à l'infini, 
le mobile ne rencontrera plus de point sur la courbe où y 
commencera à décroître, y augmentera jusqu'à l'infini. 
La courbe M'N, fig. 6, dont l'équation est y—b—cx?, 
nous présente un cas de maximum au 
Y| Fe point D. En effet, les ordonnées y dimi- 
%  nuent à partir de ce point, soit vers les 
N° abscisses positives À q, soit vers les 
7 _X abscisses négatives A p. 
En À, origine des axes coordonnés, 
5 


ET 4 da | de 


Les 0, OL es AD —b. Lorsque les abscisses prennent de 
la valeur, à partir de zéro, au point À, en augmentant soit 2 
positivement soit négativement, la fonction y qui égalait . 
b diminue de cx° qui est toujours de même signe. D 

56. — Il y a des courbes qui n’Ont qu'un Maximum, 
d'autres qu’un minimum ; il en est qui ont l’un et l'autre, | | 
et d’autres qui n’en ont pas du tout. 

Le cercle -C BD, fig. 7, nous offre un exemple de 
courbe ayant un maximum et un minimum. 
En effet, l'équation de ce cercle est r° = 


Résolvons cette GER pa RDpeE à Y, he 


aurons :(y—f$):=— 2, VB —="6 0 

Vr=— (x—a)° Re | 

Pour la même abscisse o P—2,onay = | 

RIRES 8 + vr:—$ +r. Donc on à un maximum F 
G+r ou PD et un minimum 8 — r — BP. : 


C’est un maximum et un minimum, Car pour toute autre 
valeur de x, (x—+)° est une quantité positive. Donc si À 
(x—4)2 est Lr’, ona y —$+ une quantité <r; donc 
Yy=P+<rest <y— LES JT est 


LAURE ) OLA Y = 5 ES 
une quantité imaginaire. 
57.— Comme nous venons de voir dans l'exemple 


précédent, quand une fonction y d’une variable x a un 
maximum Où un minimum, Ce Maximum ou Ce MINIMUM 
peut être déterminé quand on connaît l’abscisse qui y 
correspond. Ainsi, dans une courbe dont l'équation est 
y = fx, si on connaît la valeur a, de l’abscisse x, qui cor- 
respond au maximum ou au minimum, il suffit de faire 
x — a dans l'équation y —f: 
de y qui est le maximum ou le minimum cherché. 

58. — Soit y — fx, une fonction y de la variable x ; soit 
h un accroissement donné à la variable x. L'ordonnée y. 
sera un maximum, lorsque les fonctions f(x + h) et f(x—h) 
seront en même temps plus petits que f x ; et elle sera un 
minimum, lorsque ces deux fonctions seront en même M 


temps plus grandes que f x ; enfin si l’une de ces fonctions 

est plus grande et l’autre moindre que f x, il n’y aura ni 

maximum ni minimum. | 
En effet, soit y — f x une ordonnée P M, fig. 8, qui est 


arrivée à son maximum. Si l’abscisse 


Fig 8 x — O0 P reçoit un accroissement h re- 
Y présenté par PP”, et si cette même abs- 


M° M  cisse o P diminue de cette quantité h 
représentée par PP”, on aura pour les 
conditions que PM soit un maximum, 

| les inégalités : 


De RASE PR NSP NTS PENSE P-M'ou 
f(x+h)<fx, f(K—h)<fx. 
Si, au contraire, PM est arrivé à son minimum correspon- 
dant à l’abscisse x — o P, fig. 9, en 
My Fig,9 prenant, comme ci-dessus, PP' — 
= , ) 
PP"— h, nous aurons pour les con- 
ditions du minimum : 
RM = PNE SET B:NT;'où 
f(x+h)> fx, f(x—h) > fx. 
Enfin, fig. 9, si on a l’ordonnée 
P"M " correspondant à l’abscisse x — 
hetési lon prend PP = PP Rh";0n peut con- 
sidérer l’ordonnée P” M" comme y—f x, et les ordonnées 
P"M"etP" M", respectivementcommef(x+h")etf(x—h". 
S1 alors on à P"-M"ouf(x +h)<P"M'oufx;.et 
Pr M“ouf(x—h})=>P"M'oufx,ilest clair que P" M" 
ou f x n’est nitn maximum, ni un minimum. 
59. — Examinons maintenant dans quel cas ces condi- 
tions de maximum et de minimum seront remplies. 
. Nous allons démontrer que pour que fx soitun maximum 
Ou un minimum, 1l faut, après avoir développé f (x+h) et 
f (x—h) d’après le théorème de laylor, art. 41, que à 
soit nul ; cela étant, on aura un maximum si — est néga- 
tif, et un minimum si ce coefficient est positif. 
En effet, par le théorème de Taylor, on a 


Ÿ 


OP"? FL P'À 


Er 


MS 


d’yh: dyh: 
TE ï: 1.2 dx 2. 


et si, dans cette formule, on change h en — h, on obtient: 
Fe dy, d’yh? LEE FREE on 
den Es A TEE re dx 2% ae 
D'après l’art. 58, pour que y — fx soit un maximum ou 
un minimum, il faut que ces deux développements soient 
tous deux plus petits ou tous deux pas grands que y ou fx. 
y 


Or, pour que cela soit, il faut ques soit nul, Car, sinon, 


en donnant une valeur très-petite à h, on pourra toujours, 


d’après l’art. 54, faire en sorte que 7 h surpasse la somme 


. - etc., (90) ; 
© 


algébrique de tous les termes qui le suivent, et par consé- 
queue, la somme re. de tous ces termes, y compris 


, dans les deux développements. 


d 
dx 
Or, de. l’un ce signe est positif, et dans l’autre il est né- 
gatif. Donc, dans l’un des développements, f (x +h), par 
exemple, y serait augmenté d'une quantité, et dans l’autre 
ou f(x — h), il serait diminué d’une autre quantité. Donc, 
l'un des développements soit f(x+h) serait plus grand que 
y oufxetl'autre seraitmoindre; par conséquent, ilnepour- 
rait y avoir ni maximum ni minimum si ei n'estpas nul. 


Mais si 


_- —0, alors les développements (90) et (or), 
se réduisent à ceux-ci : di es 
2 Y 2 3 Y 3 

TIRE NES APE dx5 2.3 


f(K—h) = y + 


Et si, alors, on donne à h une valeur assez petite pour 


2 


que, d’après l’art. 54, le terme Tes soit plus grand 


que la somme algébrique de tous ceux qui le suivent dans 


ŒY 

Eee le même signe 

dans les deux développements, il en résultera que si : Ÿ 
U X° 


les deux développements, comme 


Éd dr à 


14, 


per” 


Lo 
= 


est positif, y ou fx sera augmenté dans les deux dévelop- 
pements, et par suite f (x+h) et f (x—h) seront tous deux 
plus grands que y ou fx, donc il y aura un minimum; 


2 +7 


\ ’ ° ° ° ’ 
Si,au contraire, ;_ est négatif, y ou f x sera diminué dans 


te 


les deux eat et ces développements étant 
tous deux moindres que f x, il y aura un maximum. 
| d 
60. Ÿ 


À Remarquons que si, outre de 9 0n avait égale- 
FY : js : ds 
ment gx: 0 On prouverait de la même manière que 
ci-dessus, qu'il ne pourrait y avoir maximum ou minimum 
ds y d*y 
que si de ’annulait ; et alors, il y aurait maximum si — de 
était négatif, et minimum si ce coefficient était positif. 
Ainsi de suite. 

Donc d’une façon générale pour qu'il y ait maximum 
Où minimum, il faut que le premier coefficient qui ne 
s'évanouit pas soit d'ordre pair, et alors il y a maximum 
s’il est négatif et minimum s’il est positif. 

61. — Nous donnons ci-après quelques exemples. 

1°. — Soit la fonction à — bx + cx°. Faisons y — a — 
bx+cx°.Différentiant, nous aurons dy —— bdx +2 cx dx, 
. dy d ° 
d'où = —b+2 ct ed (— b+2cx): dx —2cdx: 

se : d À ; 
dx = 2c. En admettant que “7 soit nul , cette valeur posi- 
À d°y ee ee 
tive de —. nous montre que la fonction à un minimum. 
Pour déterminer l’abscisse qui répond à ce minimum et 


par suite la valeur de ce mininum, nous devons donc po- 


dy k b 
ser > où — b H2iCX = 0, ŒOoUx — et en sSuDstitu- 
IQ 26 
ant cette valeur dans celle de y, on aura pour le minimum 
b2 b: b? b2 
Mad DX LE Cx — a etc —=a——+— — 
20 4 C? AC AC 


BY T\ | b? 
—=aà——. 

4C 
29, — Soit maintenant a+bx—cx? .Posonsy—a+bx—cx. 
Différentions par analogie avec l'exemple précédent, 


d: .: 
nous aurons dy -D--2cxet ÉLACENAS 2 c. Cette der- 
dx dx? 


nière valeur étant négative, la fonction aura un maximum, 


r 


si l’on fait CH ou b — 2 cx — 0. On tire de cette dernière 


équation, également, x — —, et par suite l'ordonnée ma- 
“ke 

b° D? Di528b: b? 

r — — — C = A + eee es 

ximum ME 1e site ons 


; Li D: 
I e 2. A + 1c' | e 
3°.— Soitencore la fonction 3 at x3 — b° x +c.Onay = 
3a#x3—bD’x +c. 
re dE 9 a x? — D? et (gat x? —b? ): dx—2.9a4 
x" 


RUx x 18 2x. dy 
En égalant à zéro la valeur de de: nous avons 9 at X? — 
— +, Remarquons qu'ici nous 
3à 
avons deux valeurs pour x. Si on les met successivement 


à b° 
b: —o, d’où x’ ———etx 
a 


dans la valeur de ve on obtient 


dE : b . 18 at 
d Y 18 a4 x — 18 a4 He A DR 
dx | 3 4° 3 a° 2y 
Comme 1l y deux valeurs de signe contraire pour 


axe? 
il y aura donc un maximum et un minimum ; le minimum 


« 


: e b 
correspond à l’abscisse positive x—-—, et le maximum à 


D & 
l’abscisse négative x = — te 
En mettant, successivement, ces valeurs de x dans celle 
b3 
de y, on trouvera : y — 3 at x3 — b: ë + C— 3 at . | 4 
D "bp . b3: b3 È b3 /1 | e 2 
/ SC —— 1] Ce 
3 4 LCR >: 23500 
LE PA A LE Po UP ARS 
LR +C=— D ae + c pour l’ordonnée minimum. | 
b3 DA b3 b3 
T=— 9 Re AT RE VAR \ er : 
Et y=3 a ee =) b ja TS ga "ga: 


, Mi DS 


b3 EE abs 2 É 3 

mt g)t 03 gant 0 pa 
née un 

62.—On peutabréger parfois considérablement les opéra- 
tions que nous avons indiquées pour reconnaître si une 
fonction est susceptible d’un maximum ou d’un minimum. 

Remarquons d’abord que quand une fonction de x est 
nulle pour une certaine valeur donnée à x, il ne s'ensuit 
pas qu'en général son coefficient différentiel soit nul egale- 
ment. Ainsi, par exemple, ; l'on a la fonction x ?—5 x +6, 
qui s’annule pour x— le coefficient différentiel, 
qui est 2X—5,ne ci pas pour ces valeurs de x. 

Supposont maintenant qu'ils’ ee. de déterminer le coef- 

Y 


ficient différentiel de l'équation XX', dans laquelle 


X et X’ sont des fonctions de x, dont la première seule 
devient nulle pour un certaine Valeur donnée à x. 
S1 nous différentions cette équation, nous aurons, art. 
9, en divisant par dx : . 
TR) da DUR 
ax? | dx dx 
Or, par hypothèse, X est nul, en vertu de la valeur don- 
née à x, ce qui n'entraîne pas pour d.X l'égalité à zéro, 
d'après ce que nous venons de voir, donc 
ÉrYe LE X 
Pr rires 
Ce qui nous donne cette règle que pour obtenir rapide- 


ment mr , il faut multiplier le coefficient différentiel Le 


dx | dx 
du facteur nul, par l’autre facteur X”. 
X—à 
Par exemple, si l’on avait — et qu’on voulut ob- 
X V 
tenir le coefficient différentiel du ou ordre _ dans 
X 
l'hypothèse de x—a qui annule le facteur (x—a), on écrirait 
comme ceci cette équation : 
GRR 
LS (x A 
Drive 


et l'on trouverait, d’après la règle précédente, 


d'y  d.(x-a) I dx 1 I 
dx? dx vx & VA 
Remarque I. — La règleque nous venons d'exposer n'est 


ne SAS à 
pas sansexception carle coefficient différentiel peut être 


F4 
nul aussi bien que X. Ainsi, si l’on avait l'équation D x 


dx 


(x— a), laquelle renferme des racines égales, le second 


facteur s’annule pour x — a. Le coefficient différentiel Le 
d.(x—a) _2(x—a)d.(x—a)_2(x—a)dx 
dx dx MR. É 
(X — a) — 0, puisque x 
Et les deux termes de la valeur de 2 ste + 


1.4. X x dx 
2°", s'annulent également.En effet, le second s’annule 


io er étant dx Gide 
pOur 20; CLIQ pISRNeES ne SR 
(x—a)° 2 x dx 
dx 

donc (x—a) — o. 
Donc, dans ce cas et dans les autres qui lui Fur analo- 
Da 0 
d° y dx s 

on garderait les ds termes de re et conformément à 


l’art. 60, on aurait TéCOUTS aux coefficients différentiels 
ni 


est donc 


ou ou2x(x—a) s'annule aussi puisque x=a, 


gues, 


des ordres supérieurs: pour reconnaître sila fonction 


ax 


considérée est susceptible don maximum Où d’un minimum. 
Note TA: — Lorsque dans la valeur du coefficient 


différentiel e , il y a un facteur (quantité constante) posi- 


tif, on A le supprimer, Ainsi, Si nous avons, par exem- 


2 


d'y -dox- 
ple, » dx PA De Rd a (A vx): dx ee j 


Cette seconde équation n’ayant d'autre but que de faire . 


2 T 


connaître le signe de la valeur de Fee 
OX X° 


“ 


dant que de celui qui affecte —— CR , puisque A est une con- 


, Ce signe ne dépen- 


“ 


stante positive; on peut donc supprimer À dans cette équa- 
tion. l 
: . 7 ee € Y 
On peut également le supprimer dans l'équation a+ er 
À © x, Car, puisque nous devons égaler à zéro le second 
membre de cette équation pour en tirer la valeur de x, 
l'équation À © x — 0, nous donnera © x — 0, et c'est de 
cette dernière équation que nous tirerons la valeur de x, 
ù, il ré t eut être également supprimé 
d'où, il résulte que A peut êt alement s mé dans 


ns dy 
l'équation Fi —APs- 


63. — Comme application de la théorie des maxima et 
minima que nous venons d'exposer, nous allons donner la 
solution de quelques problèmes. 

Problème 1.— Partager un nombre en deux parties tel- 
les que le produit de l’une par l’autre soit le plus grand pos- 
sible. Soit a ce nombre, x l’unedes parties, l’autre sera a—. 
Donc x (a-_x)est la quantité dont on doit chercher le maxi- 
mum. Posons y—x(a—x) — ax — x’; et différentions, on 
aura : AT CS 

dy 


dy — d. (ax — x’) — a dx — 2 x dx, d’où -2 —a—2x. 
2 X 
DER (a—2 x): dx = — 2 dx : dx — — 2. 
dx? d’y 
La valeur de 
x 


un maximum; si cette valeur eût été négative, il y aurait eu 
un minimum et non un maximum. Pourconnaître la valeur 


étant négative, la fonctiona réellement 


de x correspondant àce maximum, posons {cou a—2x—0, 
j | ; 


On aurax—,, Ce qui nous montre que le nombre a doit 
être partagé en deux parties égales pour que le produit 
soit un maximum. | 
Problème II. — Partager une droite À B en deux parties 
ACet CB, de manière que le produit A C3XCB soit un 
maximum (fig. I0). 
Représentons par a la longueur de 
Fig, 10 la droite A B, et par x la longueur de 
TRISTE: la partie A C de cette droite. On aura 
pour l’équation du problème : 


Arts Se 


V=R (ax) = A x = x 
En différentiant, on obtient dy 


dy—d(ax: =3ax° dx—4x54x, d'où ax 2x 4x: 
HR 1x3); dx—(2.3ax dx 3 4x RER 
x? }- 


DAXE-TIx2. 


d J 
En posant © ou 3 AX? —AX3 —0,;On tTOUVE 3 AX2—=4X3, 
rem 


{ 


d’où 3 a — 4 x, d'où x——. Remarquons que x = osatis® 


faitaussi à l'équation 3 a x°—4x3— 0 ; mais la valeur x — 


Let 
; résout seule le problème puisqu'elle donne pour d e ou. 
5 2 8 a? ps a? À 
6ax—12x? la valeur 6 a3? 7 2e ou a. = ne + 
Fear Ou — es ,qui étant négative indique que le ma- 1 x 
o donnerait o pour EX : 


dx se 
Problème II1.— On veut faire entrer dans un vase cylin- « 
driqueunecertaine quantité d’eau dont levolume est connu ;* 
on demande quelles dimensions il faut donner à ce vase 
pour que sa surface interne soit aussipetitequ'ilest possible. 
Soit v le volume d’eau donné, x le rayon de la base du 
cylindre. Lasurface de la base du cylindre sera # x°; et le 
volume du cylindre, en désignant par h sa hauteur, sera 


: : s 
x PA e 
des pos ar Pas À CH Sr 


Re 


v | 
x’h. Ce volume égal v, donc h———. La circonférence 6 
AXE 5 


de la base est 2 7 x ; et en multipliant cette ciréonférence 


par la hauteur h, où aura la surface convexe du cylindre ; 
| | V-_: AVIS IAE 
donc on a pour cette surface 2 7 x x Se S1, à cettéw 
TH . 
surface, on ajoute celle de la base-du cylindre x x°, on 
obtiendra la surface interne demandée que nous représen- 
terons par y ; on aura donc à différentier : 
: 2V ’. 
Ve AP iRx 
et à chercher quelle ane il faut AE à X pour que ss 
soit un minimum. Différentions 


dy = d.(2 Le +TXx Forest (vx LR x xt) —2vx dx 


Me 
À, 4h 
14 ant 


FR TT 
| 74 
D'or K=—+2rx; 
2x7 2V A = 
a se 
(4vV x 3 dx— re are 
X 3 \ 


Reste à savoir si cette valeur est positive et qu'elle est 
la valeur de x. 


» \ C2 d & L 
Pour cela égalons à zéro la valeur de nous aurons : 
2V À 2V 
RER d’où —2v + 27 x3 — 0, d’où x3 — — — 
27 


CENTER 


Le AV XR Fu 
axe 4: ER on 4 tar — 67 ; 
| 3 


valeur positive, ne ra 


V r \ # 
X=— 4 /—répond à la question. 
T 
ee vV v 


Lahauteurest où 1 a+ 
TX 2 213) 


 ( . (2) 


vxT5 vins vis or | Y 
RCVAE nBvB RE 3 vu 
| | Vr. 

Problème IV.— Entre tous les cônes inscrits dans une 
sphère, délerminer celui qui a une plus grande surface 
convexe. | 

Supposons, fig. 11, que le demi-cercle A MB fasse une 
révolution complète autour del’axe AB, la corde AM en- 

gendrera un cône dont PM seralerayon 
Fig 11. de la base et A P la hauteur. 


T 


M La surface convexe ou latérale de ce 
Des PAL cône, d'après la géométrie élémentaire, 
4% B aura pour expression : circonfèrence 


I I 
PM X,;AM=—27 PMYx ;AM=7. 


PMSA M: 
I s’agit donc de déterminer PM et AM, de substituer 


gr 


\a 


leurs valeurs dans la surface convexe du cône et de déter- 


miner la condition du maximum. 

A cet effet, soient AB— 2a (quantité connue), 
PB—z2a— x; PM étant moyenne proportionnelle entre 1es 
deux segments AP et PB (géométrie élémentaire), nous 
avons 
Xe PM: PM :2a-x d'où PM=YS 

À M étant moyenne proportionnelle entre À P et À B 
(géom. élém.), nous avons 

x: AM:: AM :2a doùAM—"V3ax. 

Substituons ces valeurs de PM et de AM dans l’ex- 
pression de la surface du cône, nous aurons 
Surface convexe du cône = r PM. AM = 7v5ax 


Voax = 7 V(2ax x) 2x7 V4 ax 0e 
L'équation dont on doit trouver le maximum est donc 
y = TV 4 a° x° — 24% 
Différentions nous aurons 
dy 7 x? — 2ax3 — (d'après la remarque IT du 
PECRIAT EAU" . 
n° 62) = d. V 4a? x? — 2ax3 —d.(4a° x —2ax le — x 


I I 
A SZ DA 2=DOU—T/) l2 d. EVE PDAXS EE = 
(4 de (4 )— 2(4a X2 —2AX3 Je 
I 
(2.4 ax dx — 3. 2 ax’ dx) = — (8 a? xdx — 
EVA ax ee 


Ga x Ux— 6 ax. dx 42° xdx = Jax dx 


6 a x? dx} = , donc | 


2VA4AxX —2ax8  -Vyax —2axs 
dy 4 ax — 3ax Ad Et 2x 
. » (92); 


de, V4a? x? —2ax5 V4 a? — 2ax 
en supprimant le facteur commun x. 


« » \ d | 
Egalons à zéro cette valeur de . nous aurons : 
4a?— 3ax : 4a? 4a 


— —0, d'où 4a° OÙ X— 
V4a—2ax 3 LR 


Nous devons maintenant voir,pour qu’il y ait. maximum, è 


2 


si cette valeur de x rend négative la valeur de valeur 


ER em ON D NET , .e LT RIRE 
out OR Do 
e = ASE UN 
Û te 
/ ‘ ; e 


PO. FE UD CORPS PT UT 


ARR A | 


| 
; 


< d2 nor de Payne 
FORT —— ——\/ 42 —2a Fi 


que nous devons tirer de l'équation (92), dans l'hypothèse 
4a 


DOUX — 


En A nposent le numérateur de cette équation (92) 
en ses facteurs, nous aurons, après avoir restitué le facteur 
commun x à cette équation : 

dy ax(4a—3x) 
dx Vyarx:—zaxs 
. La second membre peut être mis sous la forme 


ax ax 
X(4 a—3x); donc dy X 
V4a? x? ax de VA da x —2ax: 
(4a—3 x) —X 


Mai Le tte second fac- 


teur (4a-—3 x) ou X est nul ; nous avons donc, en vertu de 


l’art.62, Leu ==. @ d.X = — ie EE d. (4 dis x) E2 
dx dx V 4a? X2 —_2ax3 dx 
ax «(— 3 dx -3)= RES 3 ax . 
MAX = 23%: dx V4a? x? —2ax3 
3a 


en divisant par x les deux termes, —— 


Vote 7ax 
Mettant dans cette on la valeur : OL 


nous aurons 


4 a° ’ Ld A 
V 2e valeur négative ; donc À P ou hauteur du cône 
NE: ; , 
OUx — Re donne le maximum demandé. 


SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE DES COEFFICIENTS 
DIFFÉRENTIELS. 


63.—Nous allons démontrer que l’éq. # — 0 signifie que la 


tangente, à une courbe, menée par le point dont les coor- 
données sont x et y, est parallèle à l'axe des abscisses ; et 


LE és A 7 Sn TANT UE DEN ON LRU UE ON LIT CUS RS a EN he a nt : ut. "TT . 0 8 LD 


le point de tangence correspond à un maximum ou à un 
minimum. 
En effet, nous avons vu, art. 51, formule 82° , que RE 
dv 
ou représentait la tangente trigonométrique de l'angle 


que fait, avec l'axe des abscisses, une tangente menée au 
point dont les coordonnées sont x’ et . ou xet y. On 
peut démontrer à priori cette proposition de la manière 
suivante : 

Soient, fig. 12, PM 


dis 


: ne = ae 
Fig 12. eu 5: Menons MO paral- 
| lèle à l’axe des abscis- 
SR PES D ses, nous aurons M'Q 
— MP OP 


M'P'— MP — donc y — y —f(x+h) — fx ou — y. 
D'après la formule de laylor, art. 41, on a donc 
dy dy 0% 

M'O = f(x+h) — y — axe Fr 


Or, d’après ia trigonométrie, on a dans le triangle rec- 


+ etc. 


tange M M'OQ, (en remarquant que l’anglè M'M Q = l’an- | 


gle M S P ou angle S) : 
MO :M'0Q ::rayon ou 1 : tangs, 


donc tan See 
onc tang.S MO 


Et en remplaçant dans cette expression fe 9 et M Q 


par leurs valeurs, on aura 


dy d'os NA de 
FR ee ASE dx Te re 
h 


En passant à la limite où h—o, tanvonte S se change en 
tangente T ; donc d 
tangente T — . 


Donc, si par un point d’une courbe, point dont les coor- 
données sont x et y, on mêne une tangente MT, la tan- 


gente trigonométrique de l'angle MT P est égale à ee 


- Cela étant, lorsque PM devient un maximum P’'M, la 


tangente 1 M devant T'M'; et étant alors parallèle à l’axe 
des abscisses, elle fait un angle nul avec cet axe ; et comme 
la tangente d’un angle nul est égale à zéro, on peut, d’après 
ce qui précède, poser dans ce cas : 


On démontrerait, de la même manière, que lorsque PM, 
fig. 13, devient un minimum, la tangente tn éonométrique 


devantégalement nulle dans cecas, is, 0! 
Pie 13 Donc ce coefficient différentiel ex- 
3 prime la condition de parallélisme, de 


la tangente en M, à l’axe des abscisses. 
64. — Nous allons maintenant dé- 
montrer que lorsque le coefficient diffé- 


2 


Mr U y : , ; , , 
rentiel Te est de même signe que l'ordonnée y d’un 


point considéré de la courbe, cette courbe tourne sa con- 
vexité vers l’axe des abscisses en ce point, et lorsqu'il est 
de signe contraire à l’ordonnée, la courbe tourne sa con- 
cavité vers le même axe ; dans le 1° cas il y a un mini- 
mum et dans le second un maximum, conformément à 
l'art. 50. 

Pourcela, considérons d’abord le cas où la courbe tourne 
sa convexité vers l’axe des abscisses, fig. 14. 

Soient, fig. 14, Nes PE PEER NP 
mes M'P'— el 
M M'S une sécante passant par les 
points MM’; MN et M'N'des pa- 
rallèles à l’axe des abscisses. 

Nous avons M'R—M'P—MP— 
f(x+h)—fx. 

Donc, d'après la formule de Tay- 


DR 7 77 x 


lor, art. 4r,ona ns SU 
ee y ad. 
ie dx Le dx2/7:2 
Or, les triangles semblables MSN, MM'R, nous donnent 
MR:MN::MR:SN,ouh:2h::M'R:SN, 


PA DAETE 
d'où ee _ donc SN — 2 M'R; et en mettantà la place 
de M'R sa valeur trouvée ci-dessus, on a 
SNS 2 . h4> dr 5e + etc: 


Dansutre-coté MP VE T Fu. et en retran- 
chant NP" ou PM ou y ouf x, ï restera M'N, donc en rem- 
plaçant dans la formule de Taylor hpar2h.,ona 

; dy d'y 4 h?° 
Pense ETS A dx. 4e 
et en retranchant de cette valeur de M'N celle de SN, il 
reste M'S, donc. 


HV. d’y4h? dy d’y h° 
RENTE A l Dre at SE h 00 
nie dx É de rp ue dx “de 1.2 
Baden dy NET 
or d’x1.2 dx? 1.2 Fees Feet 


etc.  S +etc., (93). 


Si nous considérons maintenant le cas où la Courbe, 
fig. 15, tourne sa concavité vers l’axe des abscisses, on 
voit que pour avoir M'S, contrairement à ce qui vient 
d’avoir lieu, c’est de la valeur de SN qu'il faudra retran- 
cher celle 1e M'N, on aura ainsi : 


d° 
MIS ae _ h? + etc. (94). 
Pis 15 4 S1nous comparons les premiers 
Y 8 D. M” termes des développements (93)et 
Y 


(94), nous voyons que l’un est pré- 
cédé du signe + et l’autre du signe 


à 


valeur telle que ces termes sur- 
à X passent respectivement la somme 
RO 2 PP? detousceux qui les suivent, art. 54. 
Donc ces premiers termes peuvent décider du signe des 
développements, et comme h’ est toujours positif, c’est le 


d’ 
signe de TE =. dans chaque développement, qui décidera 
du signe du développement. | | 


—., Or, on peut donner à h une : 


NE CRT 


En ne considérant les équations (93) et (94) que par rap- 
port aux signes, on peut donc poser 


2 +7 d2 F S 
M'S—+ You = — + M'S, dans le 1° cas ; | 


4 
7 M"S, dansle cas. |(95). 
dx’ À 

Cela étant, si l’on regarde l’ordonnée y comme une 

quantité positive, étant située au-dessus de l'axe des abs- 
cisses, et s1 l'on convient de regarder les autres parties 
de lignes comme étant de même signe ou de signe con- 
traire à y, selon que par rapport à la courbe, elles tombent 
du même côté que y ou du côté opposé ; on remarquera 

d Ke A 
que, dans la figure 14, la droite M"S tombant du même 
côté que y, sera aussi positive ; donc la première des équa- 
tions (95) nous montre que quand la courbe tourne sa 


2 


F?, - dy Fes 
convexité vers l'axe des abscisses +? est positif. Dans la 


dx? 
figure 15, au contraire, la droite M" S est située du côté de 


la courbe opposé à y ; y étant positif, M"S est donc néga- 

tif; donc la seconde des équations (95) nous montre 

que quand la courbe tourne sa concavité vers l'axe des 
2 


d Lars 
abscisses, Te est négatif. 


Ce qu’il fallait démontrer. 

65: — Dans la démonstration précédente, nous avons 
supposé le cas particulier où la cour- 
beestsituée au-dessus de l’axe de abs- 
cisses, mais si elle s’étendait au-des- 
sous de l'axe, comme dans la fig: 16, 


dy 
on trouverait encore que <>" est du 


dx? 
même signe que y quand la courbe 


tourne sa convexité vers l'axe des abscisses et est de signe 
contraire lorsque c’est sa concavité que la courbe tourne” 


vers le même axe. 


En effet, d'après ce que nous venons de voir, à l'art. 


F précédent, MN ou ES est positif et de même signe que y, 
6 


dx? 


PEN ANT TS OUEN SNA 
» Li 


PPT ET TT 


NT) Ole 


la courbetournant en M sa convexité vers l’axe des abscis- 


ses. Mais les droites MN et M'N' tombant du même côté, 
par rapport à la tangente TT", doivent avoir le même signe; 
du reste M'P' ou y’ est négatif, et tombe, par rapport à la 


courbe, du côté apposé à celui de M'N'; donc,pour ces rai- 


? d? . L LL L2 “ ie 

sons, M'N'ou es est positif et de signe contraire à y’ qui 
X 

est négatif ; et, en effet, en M’, la courbe tourne sa conca- 
vité vers l'axe des abscisses ; ce serait sa convexité qu'elle 

| Ps dés : 
tournerait si M'N'ou — était de même signe que y. 

X 


pa 


Donc, la règle énoncée, art. 64, est générale. 
Remarque I. — La courbe tournant sa convexité ou sa 
concavité vers l’axe des abscisses, suivant que l’ordonnée 
est parvenue à sOn Minimum ou à SON Maximum, ON COM- 
2 y 


prend pourquoi es est positif dans le premier cas, art. 59, . 


dx 
et négatif dans le second. 


Remarque TI. — On dit encore qu'il peut y avoir un 
maximum ou un minimum lorsque ne — © ; et la condi- . 


tion nécessaire pour qu'il y ait un maximum où un MINI 
mum dans le sens des abscisses au lieu des ordonnées 


comme précédemment, est qu’on ait . SP 
X 


En effet, soit DE — fx l'équation de la courbe MN, fig.17, = 
Si nous donnons à x une nes 
Fig 17 + M valeur oP,en résolvant l'équation, on. 
déterminera la valeur de l'ordonnée MP. 
À Si l’on résout ensuite l'équation par 
rapport à x,etqu'onentirex=+wy;en 
faisant dans cette équation y —=oP! ou 
MP (valeur précédente de y), on en tirera x—P'M ouoP. 
Dans ce dernier cas, y sera considéré comme abscisse et 
x comme |’ ordonnée: ; et il est évident qu'on construira la 4 
même courbe, du Oien qu'on porte les APEOIES Ÿ sur. 
l'axe oY, et ee ordonnées x sur l’axe oX. 
On HoGt donc ainsi chercher le maximum oule He 1 
de la fonction x de y. A cet effet, de l'équation PRORRISEE de 


L 


ONCE RAS EVi7 
, \: 


ICE A NEC 


RE 177. ON 


rt 2 


ANT IT EAST 


» 


LA 


LS 


tion proposée, nous aurons 0— 


Mr! 
+ 
+ 


on tirera semblablement à ce que nous avons démontré, 


r 


dx? : ; 
art. 50, ds égal à une certaine valeur M, que, nous sup- 


dx 
poserons également nul. Cela étant, l'équation de 
dy nr de Y 
nous donnant — —,onvoitquequandM 0, nee 
dax M te 0 
Or, nous savons, par analogie à ce qui a été démontré 
art. 59, que pour qu'il y ait un maximum ou un minimum 


dans le sens des abscisses (au lieu desordonnées), c'estque 


dx dv 

= — 0, mais dans ce cas nie œ ; donc la condition né- 

dy | Re 

cessaire pour quil y ait un maximum ou un minimum dans 
… dy 


lesens des abscisses est que Ho 


Exemple. — Par exemple, soit l'équation yi— ax — b. 


On en tire 2 y dy —a dx, d'où — Nas . Si l’on égale à zéro, 
| dx - 2Y 
art. 59, le coefficient différentiel = on en déduit en 


d'où y — +; donc la courbe ne peut avoir un maximum 


_ dans le sens des ordonnées qu’à une distance infinie de 


l'axe des x. 
: Voyons maintenant si elle a une limite (c'est-à-dire un 
maximum et un minimum) dans le sens des abscisses. 


-A cet effet, comme nous venons de voir, supposons + 


dy 
infini ce qui donne ROUE — © d’où y — 0. Dans ce cas, 
DENT 2 dy _aà dre 
la valeur de de Car Ca 5 on tire de 
2Y di 22. Pas 
joue sy donc ne — d. rap EN = dy: dy 


2 


Cette valeur de _. étant positive, la valeur de y — 0, 


 correpond à un minimum de x, art. 59. 


Pour déterminer ce minimum, faisons y—0 dans l'équa- 
ED 
ax—b, d'où x RU est 


leminimum cherché; ilest représenté par AM lat 18. 


Remarque TITI. — Nous avons vu, art. 51, formule 82° 


Fié18 et art. 63, que - représentait la tangente 

7 trigonométrique de l'angle que fait, avec 
l'axe des abscisses, une tangente menée au 
A point dont les coordonnées sont x et y. 


Dans le cas que nous venons de voir 


2 — >, donc la tangente MT, au point de la courbe où 
+ 


y—0 et x—, fait avec l’axe des x un angle dont la tan- 
à 


gente trigonométrique est égale à l'infim, donc cet angle 
est droit, et la tangente MT, à la courbe, est perpendicu- 
laire à l’axe des x. | 


POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 


66. — On appelle ainsi, d'une façon générale, les points 
où une courbe éprouve des changements dans son cours. 

Si l'on parvient à reconnaître les endroits où ces points - 
existent, on pourra suivre la courbe dans son développe-. 
ment. Par la théorie des maxima et des minima, nous avons 
déjà pu déterminer les limites d’une courbedans le sens des 
abscisses et dans celui des ordonnées; par la reconnaissance 
des points singuliers, nous parviendrons à connaître da for- 
me de la courbe. 

Le calcul différentiel, qui permet d'arriver à ces résultats, 
est donc d'une grandè utilité pour trouver la forme d'une 
courbe dont l'équation est donnée. 

Par la théorie des maxima et mini- 
ma, nous pouvons déterminer les 
limites, des courbes représentées fig. 
19 et 20, dans le sens des abscisses et 
des ordonnées. | 

Ces limites peuvent être respecti- 


sans que pour cela ces courbes doi- 
vent se ressembler,comme on le voit. 
I] faut donc déterminer aussiles points 
singuliers pour arriver à connaître la‘ « 


vement égales dans les deux courbes, . 


forme d’une courbe. Parmi les points singuliers, on distin- 
gue les points d’inflexion et les points de rebroussement, 
les maxima et minima. 

On appelle point d’inflexion, un point où la courbe de 
concave devient convexe, ou de convexe devient concave. 
Aïnsi, dans la fig. 19, il y à un point d'inflexion en E et un 
autre en F ; en partant de gauche à droite, en E, la courbe 
de concave vers l’axe des abscisses, elle devient convexe ; 
en F, de convexe versl'axe, elle devient concave. 

On appelle point de rebroussement, un point où la courbe 
suspend tout d’un coup son cours ; ainsi dans la fig. 19, 1l y 
a un point de rebroussement en C. 

Dans la fig. 20, il y a un point d'inflexionen E et un 
autre en G ; et un point de rebroussement en F et un autre 
en H ; on peut donc se faire une idée de la courbe repré- 
sentée par cette figure, par l'analyse suivante : 

En partant du point À, qui est une limite dans le sens 


. des abscisses, la courbe tourne d’abord sa concavité vers 


_ guliers. 


l’axe des abscisses, jusqu’en C, qui est une limite dans le 
sens des ordonnées, elle continue sa concavité jusqu’en E, 
où il existe un point d'inflexion qui de concave la fait deve- 
pir convexe ; arrivée en F, à l'extrémité de la partie con- 
vexe E F, elle susprend son cours au point de rebrousse- 
ment F ; au-delà duquel elle est encore convexe dans la 
partie FG, pour redevenir concave au point d'inflexion G, 


et arriver ainsi jusqu'au point B, qui est une limite dans le 


sens des abscisses ; enfin, à partir de ce point, la courbe 


_ reste concave vers l’axe des abscisses jusqu’en À, point de 


départ, en passant par le point de rebroussement H, et par 
le point D qui est une limite dans le sens des ordonnées. 

D'après ce qui précède, on'‘voit qu'on saurait se faire une 
idée d’une courbe, si à l’aide de son équation, on pouvait 
déterminer les points singuliers. Nous avons déjà appris à 
reconnaître les maxima et les minima, il nous reste à cher- 
cher comment on pourra déterminer les autres points sin- 
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DES POINTS D'INFLEXION. 


| 67. — Nous allons démontrer comment on peut recon- 
( naître s’il y a des points d’inflexion dans une courbe COnAES 
par son équation. 

Pour qu'il puisse y avoir un point d'inflexion dans une 

courbe, il faut tout d'abord qu on ait, pour une abscisse 

ay dy 
Ne Da bien LE — 

On s’assurera donc si l’une de ces conditionsestremplie, 

après quoi, on augmentera et on diminuera successivement 

d'une quantité h très-petite l’abscisse du point qui remplit 


> , pour ces 


déterminée x de ce point, 4 


la condition prescrite ; si alors la valeur de “E 


valeurs de x, est affectée de signes contraires, on pourra 
3 en conclure qu'il existe un point d'inflextion, au point x; 


2 x7 


d > 
Car, nOUS savons que quand — est positif, lacourbetourne : 
SE : dy 
-saconvexité vers l'axe des abscisses, tandis que lorsque ss 
pe L 


est négatif, la courbe tourne sa concavité vers le même 
axe : Or, C'est par ce changement de convexe en concave 
ou de concave en convexe, que la courbe manifeste son 
point d'inflexion. | ; 

La courbe À B ou M' M M’, fig. 
21, possède en M un point din- 
flexion. | 

En effet, menons en M. une tan- 
gente T T'à cette courbe; cette 
tangente coupe la courbe, mais elle 
n'a qu'un point de commun avec elle, c'estcommeunetan- 
gente commune aux deux parties MA, M B de la courbe. 
Prenons P P'=— P P'—h, et menons les ordonnées. 

Si nous considérons les diverses ordonnées comprises 
entre M'P'et MP, nous voyons que le prolongement M'N' 
de l’ordonnée, depuis la tangente jusqu à la courbe, vaen 
diminuant jusqu'au point M où il s'anéantit. ; 

Si maintenant nous considérons les ordonnées suivantes, 
le prolongement NM" de l’ordonnée, depuis la tangente : 
jusqu'à la courbe, tombera au-dessous de la tangente, et. 
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CURE 


— 87 os 


par suite changera de signe de sorte que si M'N'est positif, 
M'N' est négatif. Telle est la condition que nous allons 
exprimer par une équation. 

On a évidemment M'N'— M'P'— N'P', or MP — fx, 
donc M'P'=— f(x + h), ainsi on a : 

M'N'=f(x +h)— N'P', (06). 

Cherchons la valeur analytique de N'P’. Nous avons 

N'P'— MP + N'O, et comme MP — y, on a : 
N'P'— y + NO, (97). 
Cherchons également la valeur de N'O. Pour cela, par 


- la trigonométrie, nous savons que dans le triangle rectan- 


Es Ut nat is 


drons 


gle N'MO, on a : 

N'O— MO % tang N'MO. 
_ Or, nous avons vu, art. 51, éq. 82bis, que la tangente 
trigonométrique d’un angle, soitde N'MO, formé par la tan- 


_ gente en M, à une courbe, avec une parallèle à l'axe des 


abscisses, avait pour expression —— 


: y | 
Remplaçant donc tang. N'MO par 4% et MO par h, nous 


aurons NO—h. se 
D x cette valeur dans l’ At (97),nous aurons 
N'P'=— Y #2 h ne 


Mettant cette valeur dans l'équation (96), nous obtien- 
MN= (+) y — Th, (98). 

_ Calculons de même la valeur de MN", nous avons : 
MEN" —= NP MP" = NP — f(x). 
N'P'— MP — MO'=y— MO —y—NO=y— Th, 
donc, M'N"— y — h— f(x—h);et comme M'N'est en- 


dessous de la tangente, c’est-à-dire de sighe contraire à 
M'N',on a: dv 
— M'N'= y — a. h — Ra d'où 


ANT = — Y + ae h + f(x—h) = f(x—h) —7y + ca (99). 


‘Ou aurait pu se dispenser de calculer de nouveau MN", 


en déduisant sa valeur de celle de M'N'. En effet, si nous 


faisons reculer l’ordonnée parallèlement à elle-même, M'N' 
deviendra N'M' lorsque h se changera en — h; il suffit 
donc de faire h — — h dans l'équation (98), et nous ob- 
tiendrons comme ci-dessus, (éq. 99) : 
M'N'= fsb) — y + SE b 
Maintenantremplaçons lesexpressions f(x +h)etf| (x—h), 
par leurs développements, art. 41, nous aurons au lieu de 


l'éq. (98) : 
| RMS / dy d’y h ? d3% h 3 
el cat dx rte F2 du: f23 


+etc. 3e e h; 


et en faisant h — — h, dans le développement de f (x+h), 


nous ne au lieu de l'équation (99) : 
dy dy h? :“d5v ;h3 dy 

ANT 550: SSP PE | S atc. a h. 
RE de AK 24.2 do Re 


En A les termes semblables, ces équation me 


viennent. ; ; 
MN =Ÿ raie) is + etc. (100). 
dx? 1.2 dx 1.213 
M'N" —Ÿ ee nt ne. + etc. (101). 


Jet 2 OR 


Cela étant, pour qu’il y ait inflexion en M, il faut néces- | 


sairement que lorsqu'on donnera à h une valeurtrés-petite, 
les lignes M'N' et M'N'" tombent l’une au-dessus et l’autre 
au-dessous de la tangente TT", ce quifaitque M'N'et MN" 
soient de signes contraires. Or cela n’est possible que lors- 


que le premier terme en Le des séries (100) et (101) est 
1e 


nul ; Car si ce terme n'était pas nul, on pourrait, art. 54, 


2 vr 


donner à h une valeur assez petite pour que le terme == . 


d x? 


h? | 
—— surpassât la somme algébrique de tous les autres ter- 
ne 


mes qui suivent, dans chaque série. Dans ce cas, le signe 


de ce terme serait donc celui du résultat de toute la suite, 
et comme Ce terme est lé même dans le deux développe- 
ments, il en résulterait que M'N'et M'N" auraient lemême 
signe, et que par suite, M'N'et M'N" ne seraient pas situés 


de part et d'autre de la tangente, etiln’y aurait pas inflex- 
ion. Donc pour qu'il y ait inflexion, c’est-à-dire que M'N 
et M'N" soient de signes contraires, il faut que l’on ait 
d'abord : . d‘y h° SR NE 
TR ES R as o ou plutôt ave O. 
car h° est toujours positif. 
Remarque I. — S'il arrivait que la même valeur de x 


d 
qui fait évanouir =— “ , fit aussi bre il faudrait pour 


dx’? 


d4 
qu'il püt y dx à fi 
nul. Dans ce cas, si “3, était aussi nul, il faudrait encore 
que LT fut également nul ; et ainsi de suite ; de façon que 


dax° 


pa 


le dernier coefficient différentiel qui serait nul, soit d’ ordre 


pair. 
Remarque ZI. — Nous venons de démontrer que pour 
: ; : ee “ i ; d? Y 
qu'il puisse y avoir un point d’inflexion, il faut que R 
X 


\ . : C . PS d? T . 
Oo, en Ce point, ce qui veut dire, en général, que Lo doit 


dx 
changer de signe au point d'inflexion,ce qui s'accorde avec 
‘4: Y 
ce que nous avons dità l’art. 64; mas peut aussi chan- 
ger de signe en passant par l'infini. Par exemple, soit 
div -pe 
| dx? x—a 
Si l’on substitue successivement à x les valeurs 
d? v b? b° 


DE un Ho ne 
x—a—h, on trouve 4 PT TU Ne 


d? È b? D: 
ts D 
; d?° Ÿ b? b? 
X — a + h, id. de a hace he 


Le RP RC TO d) 
h, peut être très petit, par conséquen ee 
de signe en passant par l'infini ; et l’on voit, dans le pré- 


, 0 d° 
sent exemple,que c’est le dénominateur de la valeur de Er 


: 


C 
2 


NE tie à 2 le EUR pv nn 
AUDE 


- bte D D RL A Sr 


, Ml, air SR Ir: 
à LE L 


ANS SIL Are Ge 
' PT 
à 


qui fait changer de signe au coefficient différentiel après 

le point d’inflexion. | 
Concluons donc que, si la valeur de x, qui est la même 

dans les développements (100) et (101), était telle que 


füt infini, ces deux développements le seraient aussi, et 
alors, on ne pourrait rien conclure de la. démonstra- 
tion exposée à l’art. 67, qui repose sur la possibilité de 
ces développements ; mais alors on doit faire usage de ce 


que nous venons d'exposer à la présente remarque, en ob- 


2 


servant que  pout changer de signe en passant par l'in- 


dx 
fini ; si donc à T abscisse x = a, par san on obtient 
d2 Vr : s 
Free ©, On fera, successivement,x hetx= <a+h, 
= 


et si l’on obtient pour deux valeurs de signes contrai- 


res, le pointcorrespondant à l’abscisse x — 
d'inflexion. 
68. — Application. 
1°. — Chercher s’il y a un point d’inflexion dans la cour- 
be représentée ns l be | 
- (102. 


Rien nous aurons : 


d2 ÿ D 
dx = d. DE 2 (x—a} 
X—12(x—a); 
es 
ed: [12 (x-a) |: 


dx 


er qu'il puisse y avoir un point d’inflexion, il faut. 


donc, art. 67, qu'il existe une valeur de x qui énd nulle 


la valeur du terme > Ÿ . Or, x étant une quantité variable, 


déterminons l une ce ses valeurs par la condition qu’on ait 


12 (X—a)—0, —a, Valeur qui peut être l’abscisse d’ 2 
point d’ inflexion. 


Pour nous assurer de l'existence de ce point, augmen- 
tons d’abord l’abscisse x, du point M, fig. 22, d’une petite 


quantité h, et substituons donc a+h à x, nous trouverons 


: 


Ah 
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que pour le point M, dont l abscisse est a+h,on a 5 — 
s'eu 


12 (a+ h—a)— 12h. Diminuons ensuite l’abscisse x de h, 
et substituons donc a—h à x, nous trouverons que pour le 


point M ar (ah PS Sie 


d2y 
12h. Ces deux valeurs de signes contraires de î à, nous 
x 


montrent qu'il y a un point d’inflexion en M, art. 67. 
 Remarquons que l'hypothèse de A 


dv 
fait évanouir le terme _ ; Or, NOUS AVONS 


vu, art. 63, que l'expression == Qi SI- 
< 


pa 


M FE gnifie que la tangente en M, est paral- 


lèle à l'axe des abscisses ; donc la tangente au + d'in- 


flexion, dans la présente hypothèse, devrait être paral- 
lèle à l'axe desabscisses. : 
2°, — Il nest pas toujours possible d'égaler à zéro la 


di y 
| valeur de Ta etalors, si ce terme ne peut pas être égalé 


à l'infini, il n'y aura évidemment, d’après l’art. 67, pas de 
point d’ inflexion. 
Soit, parexemple, l'équation suivante, y — b + ax’ , qui 


#4 _est celle d'une parabole, (géom. analytique),et cherchonssi 
… la courbe possède des points d’inflexion. 


Différentions, nous aurons : 

- : à d r ( 

dy:==2 ax dx, d'où Re ax; 

d? Y É Ë | L 
02-00 2a dx x 20 

_dx? : d’ Y 

_ On voit qu'on ne peut égalér à zéro la valeur za, de => 

FO dx 

qui ne renferme aucune indéterminée ; on ne peut pas non 

Elie” égalerà l'infini, doncla parabole n’a pas de pointd'in- 


flexion, cequenous savions déjà par la géométrie analytique. 


T 


2 
La valeur 2a de ee qui ne varie pas de signe, nous 
x 


ne seulement, art. 64, que la parabole représentée 


- par l'équation en question, tourne continuellement sa con- 


vexité vers l'axe des abscisses. 3 
3°: Soit l'équation y3 — x‘ ; d'où y — Vx: : 


mn 92 _— 


D’après l’art. 14, pour différentier, nous ferons 
et nous aurons : 


dy 5 xs tou s6 dx ; d'où D — +. 
3 dx 3 


x2/3 33 dx : Ax— 


LE 

Ï 
ENT ENV 
Uo |Un 

4 

+ #4 

C4 

4 

| 
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Si l’on cherchait à déterminer x, comme nous l’avons. 


d'y 


dit,en égalant à zéro la valeur de— Sr 


,on aurait À. + se 
ee 48 ee 


I 

0, ou plus simplement = 7 — 0, équation à à laquelle on Fe 
Ve si 

peutsatisfaire qu'en faisant 3 = 
Vx 


qui ne conduirait à rien, car en supposant que cela montre 


I 


== 0; FOUR ETES 


COQ 


la possibilité de l'existence d’un point d'inflexion situé à. 


une distance infinie de l’axe des ordonnées, nous ne pour- 
rions pas nous assurer de l’existence de ce point en aug- 
mentant puis en diminuant d’une petite quantité la valeur 
de x qui serait infinie. 
Mais remarquons que nous avons la faculté d’égaler à 
ira 


axe 
o. Cette valeur nous montre me peut ÿ 


l'infini la valeur de 


I 
—— —= 29, d’ 
3— 
V x 
avoir un point d'inflexion sur l'axe des PL ar 


pour nous assurer que ce ROSE existe, nous {substituerons 


successivement à x les valeurs 2 o—h, c'est- 
es Xe Reese 
a-dire x — X— — h, et pour qu'il y ait es Le 

| X 
devra nous donner, dans ces deux cas, des résultats de 
signes contraires. 3 


Nous aurons donc, en observant que V—h est une quan- 
tité négative : 
re à EE EAST 
Œxt "SUR 
| Vh ; 
valeurs de signes contraires, donc il y a inflexion au point 


art. 67, et ainsi nous aurons 


t-FOS 


LÀ 
ke 
ER : 
A LIE 
AUS 


— 03 Ce 


où l’abscisse est zéro,etcomme l'équation proposée donne 
X—0, y—0, l’inflexion a lieu à l’origine 0, fig. 23. 
45. — Soit la courbe MAN représentée 


Fig 23 fig. 24, qui a pour équation : 
(—b} = x. 
| On en tire nee Vx5 , d'où y—b + 
44 et Vire D HN 
dy —+ 3 x dx me 3. que dx ; Fee Fu x; 
2 2: dx 2 
d2 VE — q. (3 2e sud = SAS 3xur21qdx 
dx’ 252 
US lee ne eee na te PE 
HR ER Ed .2 2V% 


- En faisant so E 


es 


ce qui,comme de V ner st : 


— œ, d’où 


LES RÉAL ; ce dy 
nenousconduirait à rien ; maison peut faire rt 
X 


À 


X — 0 ; il peut donc y avoir un point d’inflexion sur l'axe 


des ordonnées. Pour vérifier si ce point existe réellement, 


faisons d’abord x — 0-+h —h, et substituons cette valeur 


dans celle de es , NOUS aurons. 


yaris oh 
dx? 22 de 
faisons ensuite x — 0 — h — — h, et substituons, la valeur 


de ÊY devient +=, à. ——, valeur imaginaire. 
dx? HAVE 
La valeur de y est également imaginaire, pour toute abs- 
cisse négative de x, car pour —h, par exemple, on a : 
VD V"br. 
Ceci nous apprend que la courbe n'existe pas pour des 
abscisses négatives. Pour x—o, on a y—b — OA, fig. 24. 


| d’ Le - 
Concluons donc que, quoique ©_7 soit infini pour x—0, 
ANR | | dx? 
il n y a point d’inflexion,car on n'obtient pas deux valeurs 
2 


+ d 
réelles de signes contraires pour _— , en augmentant puis 
x?Z 


en diminuant x—o de la petite quantité h, art. 67. 


D'après ce que nous allons démontrer à l’art. suivant, 
on pourra reconnaître que ce coefficient différentiel appar- 


tient à une classe de points que l’on a appelés ET de 


rebroussentient. 
DES POINTS DE REBROUSSEMENT. 


do. — On appelle points de rebroussement, le point où 


une courbe s'arrête dans son Cours pour revenir Sur ses pas: 
2 6 Fos Le rebroussement est dit de la pre- 
mière espèce, lorsque les deux bran- 
ches se tournent leurs convexités, 
comme dans la fig. 24, (AM et AN, ou 


espèce, quand les concavités sont 


A'M'et A’N'); il est dit de laseconde | 


concentriques, comme dans la fig. 25; (BP et BO, ou BP: 


et BO). 


70.—Comment peut-on reconnaître um point de robot | 
sement ? Remarquons d’abord que la courbe s'arrête ainsi, 


au point de rebroussement, parce qu’au delà de ce point 
À ou À’, B ou B’, les valeurs que l’on donnerait à l'abscisse « 
en déterminerait d'imaginaires pour l’ordonnée, ce qui 


suppose donc que la valeur de Le 


Y , (que l'on doit égaler 


à o ou à l'infini pour déterminer l’abscisse), TERRES Que 


radical. 


Maintenant, si, avant que la courbe suspende son cours, … 


NE 


2 Y 
dx? | 
l'autre d’un signe contraire, on reconnaîtra qu'il y a deux 


branches de courbe réunis au point À ou À’, fig. 24, l'une 
convexe vers l'axe des abscisses et l’autre concave, art. 64; 

et par suite qu'il y a en ce point, À ou À’, un point de re-… 
broussement de la première espèce. Au contraire, si les” 


dy 
deux valeurs que donne : 
dx 


branches qui se réunissent en B ou B', fig. 25, ne peuvent. 
être que concentriques, toutes deux concaves ou toutes ” 
deux convexes, selon le signe, et, par conséquent, le Te-. 


broussement en ce Cas, sera de la sSConde espèce. 


donne deux valeurs, l’une du signe de l’ordonnée y et. 


sont de même signe, les deux. 
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71. — Exemples. 
1°. Soitlacourbereprésentée par eos (V—xX} —X ; 
examinons si elle possède des points de rebroussement. 
Cette équation donne 
HV x, d'où y—x + xt Vx, (103). 
On voit que lorsqu'on fait x négatif dans cette équation, 
y devient imaginaire, d'où l’on peut conclure que la cour- 
be s'arrête à l’origine où x—o et y—o ; valeurs qui satis- 
font à l'équation. Mais cela ne prouve pas encore qu'il y 
ait à l'origine un point de rebroussement ; caril pourrait 
n’exister en ce point qu'unarc de courbe, toujours concave 
du même côté, comme cela a lieu au sommet de l’hyper- 
| _bole. Donc, pour reconnaître si la valeur de x—o corres- 
…_ pond à un point de rebroussement, il faut voir ce que 
| devient, près de l’origine, le coefficient différentiel du 
second ordre. Pour cela, on déduira de l'équation la valeur 


LEA 
’ 


… h,et si l’on obtient deux valeurs de signes contraires, (h 
étant une petite quantité), on aura, d'aprés ce que nous 
venons de voir à l’article précédent, un point de rebrous- 
sement de la première espèce. C’est ce qui a lieu. 
En effet, de l'équation y — x — + Vx°, on tire y — x + 


état ca 


RO ON 
ee 


2 Da d'ouùdy—0x + Ë Frs Ê Ah he donc one 
K. 2 2 dx 
4 He et = I de XP SE OX — see dy re AX: 
% 2 > 2 2-2 
s 
PTT TE Se CT 
ER A 
; Dans cette valeur, faisons X —0 + h— h, on aura 
2 — 
| dx? 2 2 


Ces deux valeurs de signe contraire indiquent deux 
branches, l’une qui tourne sa convexité vers l’axe des 
. abscisses et l’autre qui tourne sa concavité vers le même 

axe ; donc on a un point de rebrousement de la première 

espèce. 
2°, — Soit l'équation (y — b} — (x — a} , de laquelle 
on tire 


ob 


ÿ—b=<EV(x a}, d'où y =bE vx 2)72408) 

En examinant cette équation, nous voyons que la plus 
petite valeur que l’on puisse donner à x, est x—a, laquelle 
donne y—b. En effet, pour toute autre valeur de x, moin- 
dre que # y est imaginaire ; car si l’on fait x = a — h, on 
—b+V=hB=b+hV—Hh, 


valeur ns AS La courbe suspend donc son cours au $ 


point A, fig. 24, dont les coordonnées sont a et b. 

Ron en passant que l'équation de la courbe 
M A N, fig. 24,est, art..68, 4°, (y—b} —x3; et celle de 
la courbe M'A’ N’, même fus, est (y—b} — É —a)3 .). 


Revenons à la courbe M'A’ N' que nous venons de con- … 


sidérer. Pour connaître de quelle manière s'étendent ses 
branches au-delà du point À’, nous substituerons à x la 


2 7 


valeur a + h, dans celle de ne 


Cherchons donc d’abord cette dernière valeur. 
OA: 
Y—b+# V(x—a} , d'où y—b+ (x—a)3". 


(sa) . 
ae + D 


dy 
dx? 


dx ES HORS EAN 


à. (+2 (x—a)1h) : dx À (ka) d (x—a): 


: nn 
(Ra) US 
Et en tant xpara+h,ona 

ÉViS es CAMP 


dx 4 Va+h—a 4Vh : 
Nous obtenons donc deux valeurs de signes contraires ; 
et en vertu des art. 64 et 70, nous reconnaissons que la 


valeur positive indique la branche A’M',convexe vers l'axe 


des abscisses, et la valeur négative indique la branche A'N'- 
concave vers le même axe; donc nous avons en A’un. 


point de rebroussement de la première espèce. 
3°. — L'équation y — 


de 2 (x—a)—"d (RATE S(x—a)# dx, donc Te ne 


ax? + bx2 Vx, (qui correspond à. 


la courbe représentée par MON, fig. 26, dont les deux ; 


NOT 


branches tournent leur convexité vers 
l'axe des x), donne un point de rebrous- 
sement de la seconde espèce. 
En effet, si dans cette équation on fait 
—O; mais X négatif, 
donné y imaginaire ; donc la courbe sus- 
pend son cours à l’origine. 
Pour savoir comment vont ses branches, nous devons 
d'y 
der ; 
Pour cela, écrivons d’abord l'équation comme ceci: y — 
ax? bVxs —ax:+b x°°,etl’ona: Ge 22% 0x D 


d’abord chercher la valeur de 


à Éntrtat ti 1e SE UE Ne NC be à 


LT PR re 


2 Ro IOx— 2 ax dx Sp x32dx; donc thon + px 37: 


mir sd 


Si, dans cette valeur de -—, on donne à x une valeur 


- eux 

_ positive érès petite représentée par h, on aura 
HR PNR bvh. 
dx? 22 


Le second terme 3 ; 


4 2 dx 2 

É d: Y —q É ax + bx 3/ ) dx = (2 adx + 3,2 bxvr tax: 
“@ dax? » 2 

L RENE b x. 

té 22 2e 

4 La 


Sas 
S b V h du second membre sera 
2 


moindre que le premier terme 2a puisque h est très petit ; 

| : | 

donc les deux valeurs de seront du même signe que 

* 

_  2a,c'est-à-dire positives, et par conséquent, de l’origine, 
_partiront deux branches convexes vers l'axe des x, donc 

il y a un point de rebroussement de seconde espèce à l'ori- 

gine, art. 64 et 70. 


DES POINTS MULTIPLES. 


. 72. — On appelle ainsi les points où plusieurs branches 

de courbe se réunissent. Les points de rebroussement ap- 
partiennent donc à la classe des points multiples. 

Un point multiple est double lorsqu'il est à l'intersection 

- 7 


+ 48 
£ 


: 7° 


- de deux branches ; il est triple s’il est à l'intersection de 


trois branches ; ainsi de suite. 

RE 73. — On reconnait qu’il peut Y avoir un point multiple, 

lorsque l'équation de la courbe ayant été délivrée de ses 
dy "0 


radicaux, on en obtient, en différentiant, re 
O 


Ainsi, soit le point double A, formé par les deux bran- 
ches de courbe AM, AN, fig. 27. Menons, à ces branciee, 
les deux tangentes AT, AT. 
équation 
627  Gela oHEbe délivrée des radicaux. Ladif- 

férentielle de cette équation mise sous la 
forme P dx+0Q dy — o ne renfermera au- 
cun radical, car la différentiation d'une 
x fonction rationnelle n’en introduit point 


dans cette fonction différentiée ; par conséquent P et Q 


seront des quantités rationnelles. d P 
Cela étant, l'équation P dx+O dy —0o donne D — 5: 
Be . 
Or, nous savons par l’art. 51, que la valeur = représente. 


la tangente trigonométrique de l'angle formé par la tan- 
gente à la courbe avec l'axe des abscisses ; et comme 


au point À, la courbe a deux tangentes, Se doit avoir deux 
valeurs Donc, 5 doit se déterminer de manière que cette 
condition soit remplie ; et elle le serait si à renfermait un 
radical, mais cela est impossible puisque nous avons vu 
que = était rationnel. Il faut donc, pour éviter cette con- 
tradiction, que 2 se présente sous la forme = symbole de 


l’indétermination, c'est-à-dire qu'alors = soit susceptible 
de plusieurs valeurs. Q 

Soient, en effet, « et «’ les deux valeurs de la tangente 
trigonométrique de la courbe au point multiple, c’est-à- 
dire donc la tangente trigonométrique des angles TAx, 


! d 4 
T'Ax, fig. 5 de- 


Fe: 


radicaux, on ait 


Dent AUE £ Ven 


. vront donc satisfaire à l'équation P + Q . —0;-tirée de 
x 


- l'équation P dx+Q dy — 0. On aura donc, en remplaçant 


È respectivement par « et « : 
“ P+Ox—o, Pa 0 
Et, en retranchant ces équations l’une del’autre,on aura 
O (a—x) — 0. 


Or, le facteur (4—1"), étant composé de deux quantités 
inégales, ne peut être nul ; donc(Q—0, ce qui réduit l’équa- 
tion P+Q «x — 0 à P—0. Ces valeurs de P et de ©, rédui- 


sent l'équation dy P,dy  o 


dé #0. dx 0. 
Donc, pour qu'il puisse y avoir un point multiple, il faut 
dy 


de de l'équation de la courbe, délivrée de ses 


dy=::0 
dx 0 

Nous disons délivrée de ces radicaux, car si l’on diffé- 
rentiait sans les avoir préliminairement fait disparaître, il 
se pourrait qu'une AAARen comportant des points mul- 


qu'en tirant 


tiples ne donnât pas =. — —. Ainsi, par exemple, l’équa- 


tion (103) art. 71, est ie ce cas : elle à un point double 


… à l'origine, et cependant, si l’on fait x — o, l'équation 


d à ’ La ! KA Si 
CRE = x" qu'on a obtenue en différentiant, se réduit à 


dx: : 


Nous ferons observer égalément que quoique la condi- 
dy 


148 O F À à à : : 
ire soit nécessaire pour qu'il puisse y avoir un 
s 34 O & 


point multiple, comme nous l'avons démontré, il n’en ré- 


… soit exclusive aux points multiples. 


- sulte pas qu’elle soit une condition suffisante, car la dé- 


monstration précédente ne nous dit pas que cette propriété 


dy 


0 
Donc, tout ce que l’on doit conclure, c'est que Re 


… indique seulement qu’il peut y avoir une point multiple. 


Pour savoir nan si Ce point est olsieul DUREE on 
doit discuter la courbe aux environs de ce point. 

De là la règle suivante : : 
Règle. — Pour reconnaitre $ il existe des ia ee 
liples dans une courbe déterminée par une équation, que. 
nous représenterons par u, par exemple, on doit en déduire 
par la différentiation, P dx+ Q dy— 0, et l’on examinera 
si les mêmes valeurs de x et de y satisfont à la fois à la pro- 


- posée u et aux équations P—0, Q=—=0 ; si cela est, ce sera un 


indice que ces valeurs de x et de y peuvent appartenir à un. 
point multiple ; et en discutant la courbe aux environs de 
ce point on verra s’il est réellement multiple. 


DES POINTS CONJUGUÉS. 


74. — On a donné le nom de point isolé ou point conju 
gué à un point entièrement détaché de la courbe à laquelle 
il se rapporte et dont les coordonnées sont les deux seules 
coordonnées réelles qui se trouvent dans la partie où les 
coordonnées de la courbe sont imaginaires. < 

75. — On reconnait qu’une courbe représentée, pars. 
exemple, par l'équation y—fx, peut avoir un point conju- 
gué, quand en développant, par la formule dé Taylor, 
art. 41, l'équation y —f(x+h), on obtient pour le dévelop 
pement une valeur imaginaire quand on y fait x égale à 
une valeur déterminée a ; ou, plus simplement, quand l’un 
dy &y | 
dx ? dx? 
ment, est imaginaire quand on y fait x—a. 


Remarquons que c’est dans le développement <Aecties * 
de f (x+h) qu'on doit remplacer x par a. Autrement dit,… 
il faut faire x — à + h dans l'équation primitive y = res 
et pour ie développement, par la formule de Re on 
doit avoir une ne imaginaire. $ 
ed; correspond V-H: dec sont les COOr- à 
2 
À 


des coefficients différentiels — More du développe- : 


at 


données du point conjugué s’il Séiste, 
On s’assurera ensuite si ce point conjugué existe rés 

ment, en augmentant et en diminuant successivement 

l'abscisse a d'une quantité h plus petite que a, et si, dans. 


—  IO0OI — 


les deux cas, y devient imaginaire, c'est que, réellement, 
le point a, b, est un point conjugué. 
Pour démontrer ce que nOUS venons de dire, représen- 


è 


| conjugué. 
… Soient a et b les coordonnées de ce point ; puisqu' il est 
: isolé il faut évidemment, qu'au moins, dans ses environs, 
d pie coordonnées soient imaginaires ; par conséquent si 
_nous supposons que l’abscisse a s’'augmente d’une petite 
| quantité h, l’ordonnée correspondante, représentée par 
 f(a+h), devra être imaginaire. Or le série de Taylor, art. 
. 41, nous donne, en général, 
" 2 2 
D, or dy 
ne. dx dx? 1.2  dx3 1.2.3 
# - nous faisons x—a, l’ordonnée correspondante sera b, 
… par suite nous changerons dans la série y en b ; et si nous 


+ etc. 


+ représentons par _ ee etc., ce que deviennent les 
coefficients différentiels D, _ + etc., dans cette hypo- 


4 | thèse, nous aurons : 
| 2 dy\ dy\b?-;/dy\ hr 
D = + (ne) re eus 210. 


Et cette série de f (a+h) 1. avoir une valeur : imag1- 


à ë 2y 


+ etc. 


, etc., soit imaginaire, c’est-à-dire 
dx? 


_ coefficients différentiels ; (en effet, nous savons que les 
quantités DH Etc. Son réelIoS). Donc, si la courbe a 
un point conjugué, la condition que nous venons dénoncer 


“nous avons énoncée, ci-dessus, a été démontrée néces- 
aire, mais pas Hisante. Pour vérifier que ce point existe 
‘réellement, on augmentera et l’on diminuera successive- 


ee OP ere 


ment l’abscisse d’une quantité h plus petite que cette 
abscisse et si, dans les deux cas, y devient i imaginaire, C est 
que le point et réellement un point conjugé. : OR 
Par exemple, si l'on a l'équation y — + (x+ b) vx, qui 
représente la courbe LMN, fig. 28, et si l'on veut savoir 
si elle a un point conjugé, nous la dif. 
férentierons et nous aurons dy =  È | 


d [(x+b) vx] = + d (Vx5+b Ge Rs 
d (x? px” Eee 42 xx += bar , 


dx + À x AXE Las) = ne 


SEL Le, 


à Lie I I \ 3 A 1 
Ne he = OX — x + DE = OX dons LEO 
Ë vx +b>; SA) 2 Vx ; D. 
d T TER : DE. 
dx \2 2 Vx a D: 


hp On a ÿ—=0.. 

dy. 
La valeur de x ——b rend imaginaire la valeur de 
ci-dessus. Donc, il est à PA que le point A, fie. “38 
—= — b'et y —=0jestun point 
conjugué. Pour nous en assurer, augmentons et diminuons 4 
successivement l’abscisse — D din quantité plus petite 4 
que b, et nous trouverons que, dans les deux cas, y En 


ima gin aire. 


S1 dans l'équation primitive, on fait x 


Lx 


En | à à de SAR AXE 


b'— une dantite re — b”. La to Dréchtetell ET 
tenue en augmentant —b de b', est comme on voit imagie ; 
naire. Si l’on diminue — b de A onaura EN 
= ELCbEb)HbN pee (bp) 5e É en ri. ; 
sant — b—b— Ua +40 


2 


conjugué, et la manière de s'assurer si ce point existe 
réellement. : 

En nous appuyant sur cette condition, l’un des coeffi- 
cients différentiels imaginaire, nous allons démontrer que 


quand on sait obtenir . = =, il peut y avoir un point con- 


jugué, c'est-à-dire que c’est là une condition nécessaire, De 


sorteque les points conjugués, comme les points multiples, 


art. 73, font présumer leur existence en rendant o nn 
K 0 


En effet, l'équation y—f x étantdifférentiée et pouvant se 


mettre sous la forme P dx + © dy — 0, on en déduit P + 
dy 


— 0 ; différentiant de nouveau, on obtient 


* dx dy de y 
ap+a(0®)—0 ou art. DURE TO Se _ GEAR Er 
et en divisant par dx, on aura 

d P pdY, 40 de 


de de dde 
Remarquons que le terme quiest affecté de nee ? possède 
O comme coefficient. 
En différentiant de nouveau, et en divisant par dx, ona 
d=R dy do d:ÿy:.40 dd 00%: 
dx dm lt dxdx dxdx | dx dx — 


et l’on voit que Q est encore le coefficiant de d'a ;etainsi 


de suite, de telle sorte que quand on sera arrivé au coeffi- 
cient de l’ordre n, nous aurons une expression de la forme 
d° 
| Or LR=o, (165), 
se dv 
en représentant par K tous les termes autres que Q -—. 
æ dx° 


Cela étant, pour qu'il puisse y avoir un point conjugué 
il faut, avons-nous vu, qu’il y ait au moins l’un des coeffi- 
cients différentiels pui devienne imaginaire pour une va- 
leur de x, et qui par conséquent contienne un radical ; 


NES à 
représentons ce coefficients par ; > , il s'ensuit donc que 
x 


la fonction de x que représente cette expression a plus 


Ne RE PE ET NT TT CNRS AT PT OR ENNN Pos. OT ES TU 0 
CCR. “ nt Lide Sr d 


d’une valeur ; par suite Q doit égaler zéro, car de l'équa- 


tion (105) on tire ae | | STE 

d'y dx°: PENSE * Ga 

et comme - a plusieurs valeurs il faut que Q—0, aimsi 
que K. + de TE 

Mais si O—o, l'équation P+0Q = — 0, donné. P=u et £ 

| LE ne y P < 
comme de l’équation P+Q = — 0, ontire = 2 onda 

dy dx dx (@) 


O RE AU 
= — —; ce qu’il faillait démontrer. 
PRO PAS er 
Donc _ — — indique qu’il peut Y avoir un point con- 
KA O 
jugué, c’est une condition nécessaire. 


COURBES OSCULATRICES. 


Far Soient y =œxet y FX, 108 équations de deux 
courbes MB, MC, qui se rencontrent, fig. 29, au pe Me 


& X 4 
PM — y’ ; les coordonnées du point 
M, devant satisfaire à la fois auxdeux 
As On aura : | > 


x' et Pr d'où + x'=Fx AS 


Fi 0. 2) (91 M” 


DR RTS Si “maintenant QE Pet S accroît ; 
d’une quantité P P' ou h; à l’abscisse 
OP'ou x'+h, correspondra l’ordonnée y" ou M'P pour la 


courbe M B et M" P' pour la courbe MC ; et, en THERE À 
X +h au lieu de x',dans les équations y—+ x’ et y'— Fx!, = 
on aura y ou M'P'—=c+(x.+h) et M" P = Fixe h), à 

d’où, d’après la formule deT aylor, art. 41,0n aura : 


MP (rh) ext he CYR 
dx’ EN ae. 
M'P— F(b}eF x hp h? ‘+ ete. 
dx CR AT 


Et en observant que y'—+ x'— F x, on a: 


M'P= &(x'4+h)= 0%" + “ee h'+ der à etc. (ro6} | ;. 


HR ee Re + etc. to ee. 


M'P=F (x'+h)— 


ARE 


— 105 — 


Le 


ARENA 


S1tous lestermes correspondants de ces développements 
sont identiquement les mêmes, M"P'— M'P' égalera zéro, 
et les points M'et M" se confondront, ainsi que les points 
en M. Les termes, étant identiquement les mêmes dans 
les deux développements, les points M’ et M" sont quel- 
conques ; donc les courbes se confondront. 


F a./ 


sn. 


* 


, COMME nous 


l'avons vu, n'auront de commun que le point M ; si, outre 


LS +) dx ed ;ox 
Px—vx,ona SEPRRE Ta ———, ces courbes se rapprochent. 


davantage ; et encore plus si, outre ces équations, on a 


1 d'Ex + d'ax Le : ee 
- aussi Re —; et ainsi de suite ; car il est évident 
di X ds : | 


- que la différence de MP" à M'P'sera d'autant moindre, 
quil y aura un plus grand nombre de termes égaux dans 
leurs développements. Re 


! 
Donc les équations = =, -, CiC,, SON 
dx’ dx’ 


… les équations de condition pour que les courbes MB, MC, 
…. se rapprochent, et plus elles sont nombreuses, plus le rap- 
“ prochementest grand.Ceséquations de condition peuvent 
…. servir à déterminer un nombre égal de constantes a, b, c, 
… etc., de l'équation y — Fx. Et si l’on substitue alors la 
ù valeur de ces constantes, dans l'équation y — Fx, l’équa- 
…. tion, qui résultera de cette substitution, représentera une 
…_ courbe quise rapprochera de la cour 
"À rapprochera d'autant plus qu'on aura déterminé un plus 
: grand nombre de constantes de l'équation y — Fx, en 
… prenant un plus grand nombre d'équations de condition, 
c'est-à-dire en faisant égaux chacun à chacun, un plus 
grand nombre de termes correspondants des deux déve- 
_ loppements. 
= La courbe que représente l'équation Gbtenue en substi- 
— tuant dans l’éq. y—F x les valeurs des constantes tirées 
— des équations de condition, est ce qu'on appelle une oscu- 
— latrice à la courbe réprésentée par l’'équati 
…_ Elle est dite osculatrice du premier ordre, si on a sub- 
_ Stitué les valeurs de deux constantes ; ee est dite du 
_ deuxiéme ordre si c’est trois constantes qu'on à éliminé de 


jy” 


Le L406 


l'équation y—F x, au moyens de trois équations de condi- 


tions ; et ainsi de suite. 


78. — Remarquons que nous avons supposé que, sans 


changer la nature de la courbe représentée par l'équation 
y— F x, on pouvait donner des valeurs arbitraires aux 
constantes a, b, c, etc., qui entrent dans cette équation. 
En effet, soit, par exemple, l'équation y?’ = m x + n x? 
qui est celle d’une ellipse. Quelles que soient les valeurs 
que l’on donne aux constantes m et n, {ant qu’elles ne font 
pas changer de signes et qu’elles ne rendent pas nulles les 
constantes, l'équation conservera toujours la même forme 
et par conséquent représentera toujours une elhpse. 
Donc, on peut regarder comme arbitraires les constantes 


a, b,c, etc., de l'équation y — F x, qui entrent dans les 


équations | 
: , di É Ko x CS 
Px AI EE As 7 ne L etc 


-G 


et en prenant autant de ces équations qu'il y a de constan- 


tes, on déterminera ces constantes parla condition que ces 
équations soient satisfaites. | 
Par exemple, si l'équation y—Fx ne contient que trois 
constantes a, b, c, on posera | sTIRARE 
Pond d.Fx' de K° 5 dy dre … d'pX CRE 
a 0x AXE ATEEE dx eee 


On tirera, de ces équations, les valeurs de a, de bet de 


4 


F4? 


dv : sr NU 
c, en fonction de x’, de y’, de 2 etc. ; on les substituera 


dans l'équation y—Fx. Alors, elle jouira de cette propriété | 
que, lorsqu'on y mettra x'+h à la place de x, l'équation 
(107), qu'on obtiendra à l’aide de la formule de Taylor, 


aura les trois premiers termes de son second membre res- 


pectivement égaux aux trois premiers termes du second : 


membre de l'équation (106). En effet, nous avons vu qu’on 
déterminait les constantes en supposant que ces termes 


soient égaux deux à deux dans les deux développements. 
Ce que nous disons d'une équation qui ne renferme que 
trois constantes, peut s'appliquer à une qui en contien- … 


drait un plus grand membre. 


LS 


+ ei 


un» 107 rss 


79.— Comme application de ce qui précède cherchons, 
par exemple, l’ ni a la courbe y — x dans le cas 
où l'équation y eprésente celle d'une ligne droite. 

Cette équation sa x sera donc remplacée par celle-ci, 
qui est celle d'une ligne droite (géom. analytique) : 

y — ax + b (108). 
Les équations de condition nécessaires pour l'élimina- 


tion des constantes a et b seront © x'—HE 
axe dix (ax D} radx 
D dec e A ris ne (109). 


Et comme + x' représente l’ one y’ du point M de 
la courbe dont l' équation est x, point dont les coor- 
données sont x’, y', nous pouvons lacet o x: par ÿ, et 
les équations (109) deviendront 


dv 
Y ax + D, Da; 
nnaté a, on obtiendra à 
! av: es ÿ. ! 
Pete X' + b; d'où b — Vérin 


Substituant les valeurs dea et deb, ci-dessus,dans l’équa- 
tion, (tenant lieu de y — F x), de la ligne droite, donc dans 
y—ax + b,on obtiendra 


dy d d 
ne _. HU =. =) y, doùy—y = 


RE +) (110). 


Comme nous n'avons dü éliminer que deux constantes, 
cette équation (110) représente une sonne ue premier 
ordre à la cour x (art. 77). 

On reconnaît dans cette Ne pour Cette re 
à lacourbe y— x, l'équation d'une tan- 
gente MT, art. 51, au point M, dontles 
coordonnées sont x’ et y. 

80. — Résumons donc la théorie pré- 
# ? cédente en disant que si les courbes re- 
—%.x et y—Fxavaient seu- 
lement un point commun, en représentant par x'et y'les 
coordonnées de ce point, on aurait l'équation de condition 


Fig, 30 


1 mt JO —- 


@ x'—Fx', mais qu'en déterminant deux constantes de: l'é- 
dE EEE 


» = 4 L 2 ? = ! RE 
quation y—Fx, parles condition Fx'—+x'et A a 


les courbes commenceraient à se rapprocher. 
Représentons par y—fx ce que devient y—Fx après 


qu’on y a substitué les valeurs de ces deux constantes, la 


courbe y—fx sera une osculatrice du premier ordre à la 
courbe y—+ x; et si, toujours en vertu des valeurs arbi- 
traires qu'on peut donner aux constantes, on élimine trois 
des constantes de l’équation y—Fx,au moyen des équa- 


tions suivantes: 
Ps sAEx Er. ox dir Ie 
22 ! CASE 


SR SEE 
dx! dx! ? dx” dx’? (EI); 


?X 


et qu on représente par 4x ce que devient Fx, après cette. 


substitution, cette courbe représentée par y = Ÿx sera une 


osculatrice du second ordre à la courbe représentée par. 


l'équation y—+x, dont elle approchera encore plus, et 
ainsi de suite ; de sorte que pour une osculatrice du nimes 
ordre, nous aurons les équations | 


dFx  dox d’Fx d’ox! n Fx 


dx’ se dx’ ) dx’? FER dx’? 274088 dx" 
d'ox 
bas (112) 
Remarque. — On peut donc conclure qu’à une même 


courbe y —ex,il peut y avoir autantd’osculatrices différentes 
LE 4 r . . pr é 
qu'il y a de constantes à déterminer moins une dans] équa- 


ton générale y — Fx qui représente la courbe osculatrice, 
laquelle peut se réduire à une droite ; et que plus on aura 


déterminé de constantes, plus les osculatrices successives E 


se rapprocheront de la courbe, y —+x, à laquelle on mène 
ces osculatrices. 


Le degré ou l’ordre d’une osculatrice est marqué par le 


nombre de constantes déterminées diminué d’une unité; 


par exemple, pour deux constantes déterminées, on aura 


une osculatrice du premier degré ou ordre ; pour trois CON- 


Stantes,une osculatrice dudeuxième degré etainsi desuite. 


Q . » A 
ô1. — De deux osculatrices qu’on a obtenues, comme 


nous l'avons indiqué, en faisant varier les constantes d'une 


ad 
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même équation, celle de ces osculatrices qui est d’un ordre 


inférieur ne peut pas passer entre l’autre et la courbe à 


laquelle on a mené ces osculatrices. 

En effet, tout d'abord cela se conçoit puisque nous avons 
vu que plus on déterminait de constantes, donc plus le 
degré ou l’ordre de l’osculatrice était élevé, plus celle-ci se 
rapprochait de la courbe. 

Mais nous pouvons le démontrer « encore de la manière 


suivante : 


Par exemple, soient MB et MC, fig. 20, 
et son osculatrice du second ordre y — 4x; nous devons 
donc démontrer que l’osculatrice du premier ordre y —f 
ne peut passer entre les courbes MB et MC. 

Pour celà, en mettant. x'+ h à la place de x, dans les 
trois équations précédentes, nous trouverons, d’après la 
formule de Taylor, art. 4r et art. 77; éq. 106 : 
d.px., d’oxh?  d'ox 


y ouMPous(x Det 


Le dx’ dx r2-.dx: 
nn ; 

1 Dr dx d’ox'h2  d30x 
M'P h) — PA EN UT pe DEAR TE 
h 3 ou à (+ Fe Po Axe SE dx’? dre 
e etc. 

ie d.fx d’fx'h2  daifx'h3 


f — h:+ 2 | 
& Tera dx” 5 x ee ae dx: 2.3 Es 


La courbe y —4 x, étant une osculatrice du second 
ordre à y— + x, il faut qu’on ait d’après ce que nous venons 
de voir : dux  dox. dx. d’ox. 

YX—6X, dx dx’ dx* dx” 

De même, y = fx étant une osculatrice du premier ordre 
à Y—YX, On à aussi dfx' , dx! 

fx 0x; RS du 


_ilrésulte de à qu'on à : 


RAR Xe fo er enn re 
EN PRE Nat 
mais seulement d. ox _d’4x 
sr due 


Pour simplifier, faisons 


— JI10 — 


de 


ex + Eh Sion LU 


TUE 
et les trois développements précédents PAUrEOnEe s'écrire 


ainsi : 5 d 2 x! hs: 


M'P'ouc(x"+h)=K+Vh?:+ +'étcs 
+ 2.3 
MMP' out (LENS A Vhe + UPS 
SAS RE dre 7 
d’ fx’ h? dfx h: 
< = Re RS Rs EE et 
(RER) = RE + es os 1 10 


et en remarquant que tous les eye à te de celui qui 
est affecté de h5, ont h5 pour facteur commun, puisque 
pour. h+#, on a ht—h x h5 ,h5 —h° X hs: ,etc., on peut. 


re etc. M}. 


Et en faisant des réductions analogues dans les autres 
équations, on aura pour les trois développements : 
0 (x+h)=K + Vk + Mb, 
LU (K'+h) = K Se Vhe + Nb, 


f(x+h)=K + - ee h2 <*Phss 


Les courbes y — fx et y — Lx étant des osculatrices; 
l'une du premier ordre et l’autre du second ordre, V est 


nécessairement différent de la quantité correspondante 


1 d’fx 
5 gx » Car autrement, on aurait, vu la valeur de K et les 


égalités qui précèdent, les trois premiers termes du déve- 
loppement de f (x +h) respectivement égaux à ceux cor- 
respondants de d (x'+h),et par suite les deux ROUES 


seraient du second ordre. Donc V diffère de — She . 
On ne peut donc faire que les deux ue suivantes : 
sur V : Vends VE fx’ 
2: dx 2 dx':" 
Dans le premier cas, soitz l'excès de Lee sur V,onaura 
Vi ro 


22 AXE 


%. Dans le second cas, au contraire, on aura V—7Z — 


4 st 
À Être ÿC 'est-à-dire que Zsera négatif. Doncona - Rs 


ce 3 ee D OX E 
…_ V+7,Zétant positif ou négatif. 3... 

ee En “Ente cette ae es de Hans celle de f 
#4 (x: se h), on aura pour le troisième développement qui 
:. précède : f(x + h)=K + (V +z)h? +Ph3. 

Et, en remarquant que h° est un facteur commun aux 
Lu A truc deco développements ci-dessus, 
EL nous aurons, en mettant h’en évidence : 

à o(x +h)=K +(V + Mh)h?, 

de D (x! +h)=K +(V+Nh) h2. 

4 f(x +h=K+(V+Z+Phh; 


 Z étant positif ou négatif. 
 Or,enfaisanth suffisamment petit, il est possible de 
— faire en sorte que la quantité Z, indépendante de h, soit 


— zéro, quand h devient très-petit. Alors, si Z est positif, 
f(x +h) surpassera o (x'+h) et L (x'+h) ; dans ce cas, on 
a donc f(x'+h)ou M"P’, fig. 20, plus grand que M'P’, et 
#: que M'P’, ce qui fait voir que la courbe y—fx, représentée 
& par MM "ne peut passer entre les deux autres représentées 
+ par MM" ou MC et MM' ou MB. 

vi Si, au contraire, Z est négatif, on a f(x'+h) ou MP’, 

= Mindre que o (x +h) ou M'P'et que d (x'+h) ou M'P'; 
… car Ph tend également vers zéro. La courbe MM" étant 
alors celle qui s'approche le plus de l’axe des x, ne peut 
… être comprise entre les deux autres. 

2e 82. — Remarque I. — On voit pourquoi, art. 79, la ligne 
És: _ droite MT, qui avons-nous vu, est une osculatrice du pre- 
 mier “ordre à à la courbe y—x, est tangente à cette courbe. 

À En effet, d’ après ce que nous venons d'exposer, entre cette 
_ droite MTet lacourbe, on ne peut faire passer aucune autre 
LA » droite, ce qui est la probrièté de la tangente. Nous disons 
… qu'on ne peut faire passer aucune autre osculatrice entre 
“la droite MT et la courbe, en faisant varier les constantes 
4 . de l'équation de la ligne droite, art. 79, Car pour que cela 


Le Er Rent | DEEE EEE 


ue te 
6 Le 
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fut possible, il faudrait que la nouvelle osculatrice soit d’un 
ordre supérieur au premier, c’est-à-dire qu'il faudrait qu'il 
y ait plus de deux constantes dans l'équation de la ligne 
droite, art. 79, ce qui n’est pas. 

Remarque II. — On dit que la tangente a un contact 
du premier ordre avec la courbe. 5 

En général, une osculatrice d’un ordre n a un contact 
de même OrdEe avec la courbe à laquelle elle est oscula- 
trice ; ainsi, par exomple, quand ona entre deux courbes 
les équations  dex Ex! de ex” d’ Fx 

PR EX, Qu dx ? xt de 

on peut détérminer trois constantes, c’est-à-dire uné 
osculatrice du second ordre, donc les courbes ont un con- 
tact du second ordre. Le contact serait du troisième ordre 


. .d30x 
Si, Outre ces équations, on avait encore celle-ci: Ÿ ee 
dis Fx' 2 dx 3 
Hu? et ainsi de suite. | | 

83. — L'équation du cercle qui est 


BY + (x) =, 
renfermant trois constantes, cette courbe (circonférence) 
pourra devenir une osculatrice du second ordre a une 

Fi 94 courbe quelconque MN, fig. 31, dont on 
se z a l'équation. Ce cercle, qu'on appelle M 
N° 3 cerclé osculateur, a donc un contact du M 
A second ordre avec la courbe MN; le rayon 
_de ce cercle s'appelle rayon de courbure 
de la courbe MN. 4 
Nous allons chercher une formule qui nous donne leu 


rayon, (dit rayon de courbure à une courbe MN), de ce 4 
cercle, en fonction des coefficients différentiels S et À d 


de la courbe quelconque MN ; de sorte que pour obtenirle… 
rayon, du cercle osculateur à une courbe donnée par son 
équation, ou le rayon de courbure à cette courbe, il suffira. 
de déduire de cette équation les valeurs des coefficients” 


différentiels Se Y qu’ on substituera dans la formule 


PAPE GE Re 


que nous allons chercher, et le résultat donnera la valeur 
- durayon de courbure. 
Le. Soient x’ et y’ les coordonnées du point M de la circon- 
… férence du cercle donné par l'équation ci-dessus. Ces 
—… coordonnées satisfaisant à l'équation du cercle, on a 
Er nation suivante (tenant lieu de l'équation générale 
É D Fx): 
3 G—8) +R) = Y, (13) 
| _de laquelle on peut tirer la valeur de y', laquelle rempla- 
D Cora Fx', (car on a y—Fx pour la courbe osculatrice) dans 
4 les ES de contact qui sont, d’après ce qui précède : 
NOR UE x dy d'ox vd Ex ed 
pa. PE dé dr” de. dre dx. 
2 Si nous adoptons en même temps x et y pour les coor- 
# is de la courbe y — + x, au point de contact, pour 
” la différentier de celles de la courbe osculatrice y — FX, 
les équations précédentes deviendront, (x et : coordon- 
_ née du point de contact-M pour la Cbtepe KEY, 
celles du même point, mais pour la courbe féere cs) = X): 
Re ru Grue dy 
: eur dx dx’ ne RÉ 
Il nous foudra donc mettre dans ces équations, les va- 


A, à 


"{ L 
‘ 


_ leurs de y', de _ et der Lé , Valeurs qu’ontirera de l’équa- 


| 5e (113) et de ses deux différentielles successives. 
; - Cherchons d’abord ces deux différentielles successives. 
. On a pour la différentielle première : 
différentielle de [ (y'—8}2 + (x'—4)° = Y’]— 

 (26—) d. (y'—$) + 2(x'—4) d.(x'—o) = d. Y’ ou con- 
. Stante — 0]; divisant par 2, et observant que d (y'—$) et 
dx — à) égalent dy’ et dx! on aura (y —Ë) dy’ + (x —0.) 
L . dx'— 0, eten Ha par dx, il viendra enfin 


PL 20 


4 GDS Ex —e—0 (115) 
_ Pourla sais entielle seconde, on aura (art. 9 et art. 19): 


ul pa tese]-[(o-n+ aa 


TA NS REA 


te à . 7} EST dx" 
dr dx . Ce à dre os Tax —} 


dy 2 
| 8 De DA à 10 |; 
donc la différentielle ne est : 
(y pee 1 _ +10 (6) 
… Or, substituer dans les équations (114), les valeurs de Y 


dE _ et de se , données par les équations (113), (115) et 
(116), n’est autre chose qu'éliminer ces quantités entre les 
équations (113),(114), (115)et (116), ce qui revient à effacer 
les accents dans les équations (113),(115) et(116), puisque . 
les équations (114) donnent y—=y" ds et Éd 
dx 7 dx MERE 
et que quand y—y', on à x—x'. 
Supprimant donc les accents, on aura 
G—ÉY + (a) = Y? (x17), 
GB) +xe—o(u8), 
d’ ; dy 
GE Fa Ra 00e 
De cette dernière équation, on tire 


dy \ 
dy*\ d'y (+5 re Na 
en le u rar (120). 


r 


ee OT d? d'y 
dx | 
SR cette valeur dans l'équation (118), on obtient . 
N° : dy? 
I —————— 
Tax a dy +X—4—0, d "ad a 
dy d< —0, d'où x—4— dy 121) 
d x? dx? 


En mettant ces valeurs de y—8 et de x» dans l’ équa- 


tion (117), on aura 
dy? | dy? | dy? 


CARS ETE LE ET dE er 


CE. LEE. 
dat, dax? 


—— ITS =, 


d’où, en ajoutant les numérateurs après avoir mis le fac- 


DVARP LES, 
teur commun | 1 + de) © évidence, on aura 
< 


Gran) (tar), ea) 
Ve oh V2 ct en ti- 


es FEES ? d’y\ 
3 HE | dx? 


_rant la racine carrée, on obtiendra 


PÉTER ne 
VE) ut) 
RE VU Se ie Ve (E22) 


no s 
Ex? dx? 
Le double signe est relatif à la position de la courbe. 


L L1 #: Fr d À 
S1 celle-ci tourne sa convexité, vers l’axe des x, alors 
>< 
étant positif, (art. 64), pour que Ÿ se détermine positive- 
ment, on devra prendre le signe positif et nous écrirons : 
2 \ 3/2 
oo 
Y Le (123) 
A (123), 
d’y 5 
ox: 
Si, au contraire, la courbe tourne sa concavité vers l'axe 


des abscisses, alors = étant négatif, (art. 64), pour que 


Y reste positif, nous prendrons le signe négatif et nous 
aurons : dy: \5? 
c TE 


dx? dy 


_ car la courbe tournant sa concavité vers l'axe de x, Te 


tient lieu d’une quantité négative, qui, substituée dans la 
valeur de Y, rendra celle-ci positive. 
La Mie (122), ou les formules (123) et (124), qu'il 


 S’agissait de trouver, donnent la valeur du rayon de cour- 


bure Y. Quand on aura l'équation de la courbe quelconque 


—  II6 — 


MN, on en déduira les coefficients différentiels ci Je 


on les substituera dans l’une des équations (123) et (124) 


selon le signe de a , et l’on obtiendra aïnsi la valeur 
+ io, 


(longueur) du rayon de courbure. 
Par exemple, cherchons le rayon de courbure de FE, pa- 
Fig 32 rabole MON, fig. 32, dont l'équation 
WROSEX = DLY, à 
En différentiant, on obtient 


Res dy LR OY 
. _2xdx— | d'où, d’o dre 
4X tŒ Re d'a Care dx ds 
m ? dx? \dx/ m m m 
La valeur de — étant positive, (comme cela doit être. 4 | 
) "24 


puisque la courbe tourne sa convexité vers l’axe de x), 
nous prendrons la formule (123) et nous y substituerons la 
valeur des deux coefficients différentiels ci-dessus, nous 


aurons ainsi pour ; Re de courbure : “à 
; x2\3/2 3f2 *, 32 /m? 3/2 $ 
ne  . ke î 4x2) | 
Fat PAR À SENS 3 
HA NS 2 ‘PRESS 
Fer s " ECS = 4 
m m AERE TA È ; 
3/m ? 3/2 m ? 312. 28 CT 3/2 
VV) VHS 
m° ) \ 4 m6\ 4 17: HSM 
2 me 2 se 2 à 
m im 5 ER Les. 
m2 3/2 :.1pa2 3/2 2 3f8 171 
Bx( xt) Xm 4 x(txt) È +x? “SR 
4 / El Le À 2 Re 
m3X 2 Fe m° - KE m’'{ (L25)> A. 


4 T2 
telle est la valeur du rayon Lee courbure à la parabole re-. | 
présentée par l'équation x es È 

Or, dans la théorie des CHUTES on trouve que la nor- Fi 


1/2 J  T 
x) ; et en 
comparant cette valeur à la formule (125), nous voyons que 2 


male à la parabole a pour expression 


Ut Are ie pi FE d'in ut EE DT Po SERRE 


le rayon de courbure de la parabole est égal au cube de la 


normale, divisé par le carré du demi-paramètre — . 
2 


4 É Ê ee. 
1 & m 2 1/27 13 2 7e _. 

En fee] (+ «+ LE DRM 
4 2 m° 
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84. — Le cercle osculateur peut servir à mesurer la 


courbure d’une courbe en un point M, fig. 31. En effet, 

remarquons d’abord que le rayon de courbure en un point 

quelconque M, de la courbe MN, ou le rayon du cercle 

osculateur, peut être regardé comme le rayon d’un arc de 

la courbe MN, mais d'un arc très-petit passant au point 

M. Si donc en ce point M, on décrit, avec le rayon de 

courbure, un arc ML, très-petit, du cercle osculateur, cet 

… arc pourra être considéré comme l'arc même de la courbe, 

« dont il s’écarte très-peu ; or, plus l’arc ML, du cercle, a 

de courbure, plus son rayon est petit ; d'où il résulte que 

. par le décroissement du rayon de courbure, ou par son 

_ accroissement, on pourra connaître si la courbe MN, 

- … augmente où diminue de courbure ; car en ce point M, le 

—. rayon de courbure peut-être considéré comme commun 
au cercle osculateur et à la courbe MN. 

> Par exemple, si nous considérons l'équation (125), qui 

donne le rayon de courbure de la parabole, on voit qu’au 

sommet o de la courbe, (origine des coordonnées),où x— 


CRETE , 
(4 1] 
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tre) 
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… fig.32,onalerayon de courbure YŸ-— = 

2 LETTRES | It? m° 

3 m° ms 1 Po 

: m3 m ; 
% D Mais lorsque x s'accroît 
Nm m° One DL Se 

D ee 

D 2,  : ee 
successivement, soit positivement, soit négativement, x’ 


U 
4 EAN 


étant toujours positif,le numéateur de la formule(:125) aug- 
… mente également successivement, et par suite le rayon de 
— courbure Ÿ, d'où la courbure de la parabole diminue suc- 


me TIO. = 


cessivement au fur et à mesure qu’on s’écarte dusommet 0: 
d ; 
85. — Nous avons vu, art. 51 et 63, que _ exprime la 


2 


58 2 tangente trigonométrique de l'angle 


que la tangente MT en M, à la courbe 
MN, fait avec l’axe des x, fig. 33. 
Or, la normale à une courbe MN, 
€ s«{5,/3)  enun point M dont les coordonnées 
2 seraient x' et y’, aurait pour expres- 
sion, d'après l’art. 52 : | 
PORT RATES 
DR dy 
Si cette normale est assujettie à passer par un autre point M 
dont les coordonnées seraient set 6, ces coordonnées de- 


vraient satisfaire à l'équation ci-dessus, de sorte qu'on aura: 

a 2 dx’ ; = S 

B—y = (as) RSS 

dy 15 

Et en remarquant que dans le cas présent, les coordon- 
nées du point M sont x et y, on a: | 


{ 


(Xx— x"). 


à dx 
ee 
ou en multipliant les deux membres par —1, on 4 
< 
FPT ete 


pour l'équation de la normale à la courbe MN, au point M à 25 


cette normale passant par un point dont les coordonnées … 
seraient « et &. | LEE 


On tire de cette équation 
é 


_ Cette équation de la normale étant la même que l’équa- M 
tion (118) du rayon de courbure dans laquelle « et 8 sont M 
les coordonnées du centre du cercle osculateur, on voit « 
a due le rayon de ce cercle, ou le rayon de M 


À 


BST re 
dx + 


1j — : ù 
F ia 34. # Courbure au point M, estnormal à la courbe 

MN en ce point M. | 55e 
nee re 86.— Si, maintenant, par tous le points 


Ne d'une courbe MM'M', etc., fig. 34, On 
1 mène des rayons de courbure MC, MC, 


M"C",etc., les points C,C', C”, etc., ou centres des cercles 
oscu lateurs, que nous déterminerons ainsi, seront soumis 
à une certaine loi, qui est implicitement contenue dans 
Péquation de la courbe MM'M". etc, puisque cette courbe 
étant donnée, la position de ces points en résulte. Etant 
soumis à une loi, ces points, nous pouvons donner le nom 
de courbe à leur système; sans pouvoir encore nous pro- 
noncer sur la nature de cette courbe. : 

On lui a donné le nom de développée de la courbe 
MM'M", etc. 

Celle-ci, considérée relativement à a la développée, a été 
appelée la développante. 

87.— 91 l'on passe d'un point à l’autre de la développée, 
non-seulement x et y varient, x ety points de la courbe 
_ (développante) où aboutissent les rayons de courbure, 

mais encore «, £ et Y varient en même temps; car set Ê 

._ sont, en général, les coordonnées des centres du cercle 
-osculateur, c'est-à-dire du centre de chaque cercle oscula- 
teur, et comme la développée est formée par le système 
de ces centres, il en résulte que « et 5 sont les coordonnées 
de ladéveloppée; coordonnées qui doivent varier évidem- 
ment d’un point de la courbe à l’autre. Il en est de même 
de Y, qui est le rayon du cercle osculateur, et qui repré- 
sente alors la distance d’un point quelconque («, 6) de la 
. développée à un point M ou (x,y) de la développante d'où 
est parti Y. 

Par conséquent, en différentiant l'équation (118) par 
rapport à toutes les lettres(considérées comme variables), 
et en divisant par dx, nous obtiendrons, art. 9 : 


Lt 5) ru RE (y — + dx — à | SRE 0 


se 

se FN dy __dydÿ HD CRARS 
T0 DT dde dde oder) 

d. SRE ne CE ACL 

be YF) dx ? x dx dx Ê dx} 
Retranchant l'équation (119) de celle-ci, il reste 

PRE qu LR 
dx dx dx , 


PONPC E EN -PRES UT Ce Es EE , à à gd: 25 ‘a 
A PLANS née © bis A EE S as De Et D 
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— 120 — 
d © 
| d'a OVER à 
| üre— "22 7, d'où eee j 
É d'oùl'on Med er pe dé 
| dx | “4 
À I dy I dx daidx ::dy 
Er Ts : don — 2 
à ag dx nat, jo OR ES 
J dx dx > d Ë 
| et par conséquent, art. 17 ; — d g re 3 
Si l’on substitue cette valeur de T dansl’équation (1 18), ; 
À pi 
on obtiendra / \ F 
GB) A +140 
D œ a 
5 #60 (5) 
ou y—Ê= Go) = (COS 
Cela étant, nous avons vu, art. 85, que LUE 4 
ax 
ee ss était la même que celle du rayon dé 


courbure ne passait par le point de la courbe MN dont 


db. 
da ? 


valeur trouvée ci-dessus, ce sera toujours Pétition du 
même rayon, et l’on se comme à à l'équation (126) : 


| PES (x 2). (127). en 

Mais l'équation (126) ee. aussi celle d’une tangente 
menée au point de la développée, dont les coordonnées … 
sont «et B ; car observons, qu’en genéral, «et f étant les 
coordonnées d’un point auelconde de la développée, 


Ë les coordonnées sont x et y. En remplaçant © par— — 


l'équation de celle-ci sera $ — fx ; donc A représente, art: 


51 et 63 , la tangente trigonométrique de l'angle que ne 


à la im en ce méme point. 


SET Ÿ 7 TUE) 


Remarque.— Dans le cours de la démonstration qui pré- 
cède nous avons différentier l'équation (118) par rapport à 
toutes les lettres. Et, en effet, on ne peut pas différentier 
autrement l'équation (117) soit (y—f$)° + (x—4):—V?, et 
ses dérivées successives (1r8), etc. Cependant il semble 
quenousayons agi autrement, lorsque de l'équation (113), 
nous avons déduit les équations (115) et (116). Mais obser- 
vons que, Comme nous avions deux constantes arbitraires 
4 et 5, dans l'équation (113), nous les avons déterminées 
par la condition que les fonctions représentées par les pre- 
miers membres des équations (115) et (116) fussent nulles; 
autrement nous n'aurions pu conclure de ce que l’équa- 
tion (113) a lieu, que les équations (115) et (116) doivent 
aussi avoir lieu. 

88. — La différentielle (voir art. 3) d’un arc S de courbe, 

en un point M dont les coordonnées sont x et y, est égale à 
la racine carrée de la somme des différentielles des carrés 
de ces coordonnées, de sorte qu'on a 

d. S — V dx’ + dy? 

En effet, supposons qu'une abscisseOP — x, fig.35,s’ac- 
croisse de PP'—h ; menons la parallèle 

Ÿ g39 M MQ à l'axe des x, nous aurons, par la pro- 


Pr priété du carré de l’hypothénuse ; corde 

ÿ MM! = VMO: +M'Q: — Vh +M'O’; 
/ or, M'O—M'P — OP —f(x+h)—fx— 
or PX (art. 41, formule 55) = h+ _—. he LÉ 


etc. Substituant cette valeur dans l'expression de MM, et 
représentant par À, par B, etc., les coefficients de h3, de 
h+, etc., on aura 


—\/nr+ Pih+ahBhs+ete. 


PORN AUTRE RTE TT. 
ou r\n" +T)+An+ Bh+ + etc., 


! | d 2 
ne ESS RE Bet etc. 
h dx? Sbis 


PU SVT 


DEA UD CID dir. ÿ DA PL OR Te FN PRE 3 


Dans le cas de la limite, la corde se confond avec l'arc 
que nous représentons par S, de sorte que nous aurous 


re, dy? 
ax  V'Tqx: 


d'où, en multipliant par dx, 
AS — Vdx:+ dy’, (128). | 

Remarque I.— À la théorie des infiniment petits, nous 
verrons encore ce qu'on entend par différentielle d'un arc. 

Remarque IT. — Pour un arc de la développée, dont 
les coordonnées, avons-nous vu, sont « et $, nous aurons 
pour la différentielle d’un arc de cette courbe 

d S=—Vda + dB®, (129). Ë 
89. — Le rayon de courbure Y varie par les mémes « 


différences que la développée, s’est-à-dire que si le rayon. 


de courbure Y augmente, l'arc S de la développeé nd 
d'autant. 

Pour démontrer cette nt fre par 
rapport à toutes les lettres, l'équation (117), nous aurons : 

2 (ÿ—$) d(y—$) + 2 (x—a) d(x—4) = 2 YAY, | 

ou (y—$) (dy—dÊ)+(x—4) (dx—da) = YdY. 

L'équation (118) nous donne 

(ÿ—8) dy + (x—2) dx = 0. 
Retranchant cette équation de la précédente, il reste 
—(y—$) dé 0) de MY eo 

Si dans cette équation (130) et dans l'équation (117), 
nous substituons la valeur de y—$, donnée par l'équation “4 
(126), nous aurons : 


—Ÿ (X — a) d8 94 Yvon (4 
aa va ve Pa) Mme à 


Mettant (x—+) en AL commun, et tirant la racine 
carrée de la Te, ces Te deviennent : 24 


a T de Fe ou— su) TE TE = var 


et / (say (Ÿ (ter ou (x— EE 0 3 
, Co r”È 


Æ 
à] 


E 


Divisant la première de ces équations par la seconde, 
on obtient 
TE dg? = : af? At 

œ du? 
—Vdf? + da’. 

Or, nous avons vu, (art. 88, remarque IT), qu'en appelant 
S un arc de la développée, on avait 

dS=Vd8+ do, 

En comparant cette équation à la précédente, nous en 
déduirons 

dY —=—dSou d Y + dS — o où d. (Y + S)— 0. 

Et comme toute fonction dont la différentielle est nulle 
est constante, art. 6, 5°, nous aurons donc 

Y+S — constante ; 
et par suite si le rayon de courbure Ÿ augmente, il faut que 
l'arc S diminue d'autant ; ce qu'il fallait démontrer. 

90. — Nous avons vu, art. 87, que les rayons de cour- 
bure sont tangents à la transformée aux points où ils y 
aboutissent. 

Nous allons démontrer que /a différence de deux rayons 
de courbure est ègale à l'arc qu’ils comprennent entre eux. 

Soient fig. 36, une courbe MM'C et satransformée OO'B; 

et MO — Y, le rayon de courbure 2. 
Fig 36. c gente à l'arc de transformée OB—S ; 
; M'O'=Y" le rayon de courbure Een 
à l'arc O'B—=S"; nous avons donc pour 
le rayon de courbure MO, d’après l’art. 
, précédent : 
<p Y+S — constante, 
7°. ou MO+arc OB — constante, (131). 
De même, le rayon de courbure M'O' donne 
Y'+S'— constante 
ou M'O' + arc O'B — constante, (132). 

Les seconds membres des équations (131) et (132) repré- 

sentant une même constante, puisqu'il s’agit de la même 


—_(d82+ dut:) Vds +de — 


Courbe, nous tirerons de ces équations : 


M'O' + arc O'B — MO + arc OB, 
et par suite, 


4 + p 


— 124 — 


M'O'— MO — arc O B — arc O'B— arc 00’, 
ce qu’il fallait démontrer. ; 
Remarque. — Il résulte de ce que nous venons de. 4 
démontrer que si l’on applique sur la développée OB 
fig. 36, un fil qui, se terminant tangentiellement, soit fixé 1 


au point M de la développante MC, au fur et à mesure 
qu'on développera la partie de ce fil appliquée sur la cour- 
be, en le laissant constamment tendu en la partie droite, 
son extrémitè M décrira dans ce mouvement la dévelop- 
pant MC; car, en supposant que dans son mouvement, le 
fil développé, droit, soit arrivé dans une position O’M, il se = 
sera accru de OÙ), et par conséquent égalera en longueur 

le rayon de cour bure qui passe par le point O! ; donc l’ex- 
trémité M’ de ce fil sera sur la développante. 

91. — D'après ce qui précède, voici de quelle manière on 
peut trouver l'équation de la développée à une courbe don- 
née par son équation. I] faut : 1°, tirer de l’équation donnée. 
de la courbe de laquelle on cherche l'équation de la déve- | 
loppée, les valeurs de y et des coefficients différentiels 
dy. y rot | | 
dx” dx?’ | 

2°, Substituer ces valeurs dans les équations (Gi 18)et(t19), 
ce qui donnera deux nouvelles équations, qui ne seront 
plus que des fonctions de x ; à <#4 

3° Eliminer x entre ces éqha tone | | 

On arrivera ainsi à une équation entre xetf, laquelle sera 
celle de la développée. 428 

92.— Exemple. — Soit à ChArÇUEE : développée de la 
parabole, dont l’équation est x : On’en tirez | 


7 2 


Se \ 
= ; et en différentiant éeea x? 10 VON obtient 


Substituants ces valeurs de y de 


successivement ; Et 
2X dx —mdy, d'où.22 Ge : 
d'y {2x : RAT $ 
DES ae : 
ES d’y «130 


et de = ‘dans lé 
dx *2>> 


équations (118) et (119), ces LEE deviennent 


SAT EE Tan 
ee ne M ? +10, (134) 


Retranchant l'équation (133) de l'équation (134) multi- 
pliée par x, on obtiendra 


X° Fat e) X Ne 
Al 8 Rs DE LEE 


m | m Fm: 
“ou, enreduisant, | L: 
| MR CA (I99) 
D'autre part, l' nt (134) multipliée par m’ donne 


se 2m? 


Be 


Lente = 0: 


. ou, en réduisant, 


2 


Be = 
É ee à 2Mm+4x?+m’—0,ou2Xx2—2mÉ+4x? +m°—0; 


OU6xX —2mf$ +m— 0, d'où 
DCE EX 
Cle DE ETSS Er, 
ar à D mn Uo0): 
Et en éliminant x entre les équations (135)et (136), on 


aura pour l'équation de la développée, après la suite d’'o- 


€ 
Æ 


il suit : L 2 
ant 3 X° —, d'où 3 x° =mp—=-, tx=+ Te D : 


' m m° —m’ ne 
Av Dé Le ou +? (ee) ne ni 


pérations suivante : 
_ del'é HANnon(rss), on obtient m° « + 4x3 — 0, d'ou x3 —— 


mm? © 
7, donc X —= Se 


Edo l'équation (36) on Fe de même la valeur de x,comme 


En nine ee deux valeurs de x, on PURE 


En ue les deux Fe au carré, on a : 


m É ne mia: . 
se À DE 2e T=—— FR ES 
2 

en | élevant au cube, on obtient 


TOOREST PONOER RPS AS 
KA 


SR ET20 


m 5 m\s mia’ en I 
ne — * en divisant par m5, On à — 


re 2 10e 2 
SPnR em es bHont 
8 ec =" 3; et en multipliant par 27 on obtien 
Mm\#727 
Heure 56%, (137) 


Telle est l'équation de la développée à la parabole MAN 
dont l'équation est x°— m y ét qui est représentée, fig. 37, 
avec l’origine en À. ë 

À cette origine À, On à x = 0 et par 
suite les équations (135) et (136) don- 


Y 
N° : 
nent : f—vets" 


Le point B, obtenu en Do Abe 


ASE — appartient donc à la développée. En 


donnant ensuite des valeurs positives ou négatives à x, 
on voit par l'équation (136) que, (x’ étant toujours positif), 
5 augmente positivement à mesure que ces valeurs s'ac-… 
croissent. Et l'équation (135) qui dornea= — = mon- 
tre que x augmente également positivement et négative: 
ment selon que x est négatif ou positif. Il résulte de là que 
la développée se compose des branches B M'et B N' l ori- | 
gine des coordonnées étant en A. + 

Si nous voulons avoir l'équation de la développée, avec F 
l’origine en B; nous aurons pour nouvelle ordonnée Le de 
la développée en fonction de l’ancienne 6 : “à 


F=p—AB=6-, | 
car de Lt Seure de la nee il faudra sus-. 
traire AB ou _ et alors l'équation (137) de la développée, Ë 
rapportée aux coordonnées « et f, devient 

33 = “7m de, (138). 


Faisons pour abréger, re M — Nn, NOUS aurons 
I 


85—na, (139). 


ES 12 Ÿ a 


Remarque. — On peut facilement prouver que les bran- 
ches BM' et BN' de ia développée se tournent leur con- 
vexité. En effet, d’aprés l’art. 64, nous devons voir de 
quel re la valeur du coefficient différentiel du second 

ce. 


ordre 


à tirée de l'équation (139). Différentions donc 
° 3 
cette équation qui peut se mettre sous la forme suivante 


en extrayant la racine cubique : 
Lane 
B—Vna?, ou, art. 14, ff —n'#3 as ; 
nous aurons successivement : 


! 
2 | 2 
ae CHE à QUO e M ET À à 
da 3 
d25 ‘a Re 2 
nat. n23 2-43 da: da = —— 
da: se 33 0 
, PAR SST 2 = I Dore Be 
D TE Per CP PNR ER A = 
Vas dis a 4 


2 cy a+ 


d Re Fe 
cette valeur de es étant négative pour « positif comme 


7 


pour « négatif («+ étant toujours positif), il en résulte 


1 


d’après l’art. 64 précité que chaque branche tourne sa con- 
cavité vers l’axe des abscisses, et par conséquent se tour- 
nent leurs convexités. 

93. — Une osculatrice peut être 

Fig, 38. 4 Située de deux manières différentes à 

ff — y l'égard de la courbe avec laquelle elle 

L est en contact; ainsi: 1°) elle peut 

avoir ses deux branches toutes deux 

| au-dessus de la courbe, comme dans 

in 59 M la figure 38, outoutes deux au-dessous, 

PRESS comme dans la fig. 39 ; alors l’oscula- 

# tricene fait que toucher la courbe ; 

2°) l’osculatrice peut avoir une bran- 

che au-dessus de la courbe et l’autre 

au-dessous, comme dans la fig. 40 ; 

Æ#. dans ce cas, l’osculatrice coupera la 
courbe au point M. 

Le cercle osculateur appartient à 


état! : 
; 


ras 


NEA LT. la deuxième catégorie, c’est-à-dire 
à qu'il coupe la courbe. En effet, soient | 
pour une même abscisse x+h, Ÿ l'or 
# donnée de la courbe y— x, Y'l’Or-M 
x donnéedel’osculatrice y—EFx. | 
ER RARE ETES On a donc, art, 41. k 
V=— —? x+Ah+B h’ +Ch: {D h4 etc. (140) | 
NE R(x+h)} FxtA'h}P h: +C'h3 + D'h4 +etc. 

Or, puisque le cercle est une osculatrice du second ordre 
(art. 77), les trois premiers termes de ces développements, | 
seront les mêmes ; donc la différence des ordonnées, qui 
correspondent à Lois sera 

(C—C'}h3 +etc., (r4r). "4 

Supposons maintenant que l'ibaciess devienne x—h;il 1 
faudra changer hen—h dans la différence dés ordonnées,. 4 
qui deviendra 

—(C—C") h3 +etc., (142). 

Et, comme le premier terme des suites (14r)et es peut . 
surpasser la somme de tous les autres termes en prenant h« 
assez petit, art. 54, il en résulte que la différence des ordon=« 
nées changera de signe, lorsque l’abscisse, au lieu d'être 
X+h, sera x—h ; ainsi, en prenant, fig. 41, P P'=P Ph 
si la différence des ordonnées correspondantes à x-+h est 
une quantité positive, c’est-à-dire si l’ordonnée P'M'de lan 
courbe M'"MM' surpasse l'ordonnée P'N' de l'oscula=" 
trice N° M N’, l'ordonnée P'" N' de l’osculatrice surpas= 
sera l'ordonnée P' M" de la courbe, puisque ces dernières. 
ordonnées correspondent à x—h et que leur différence, 
doit changer de signe. De là, on doit conclure que l'oscu= 
latrice est d’un côté au- essus) de la courbe et de l’autre 
côté au-dessous, et par suite la coupe. L 

94. — Ce que nous venons de dire du cercle, qui est une 
osculatrice du second ordre, peut s'appliquer à toute osCu= 
latrice d'ordre pair, en emplôs ant un raisonnement sort 
blable à celui qui précède. 4 

95. — Si l'osculatrice était d'un ordre: impair, elle tou- 
cherait seulement la courbe, au lieu de la couper. Cela esl a 
évident d'après ce qui précède. 


M u 


CN 
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art 
7 


Te 
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Par exemple, soit de l’ordre impair trois, alors il y aura 
quatre termes égaux dans les suites (141) et (142), par 
suite l’'exposant de h serait quatre c’est-à-dire d'ordre pair 
et par conséquent la puissance paire de h, ici h#,serait tou- 
jours positive et la différence des ordonnées serait donc de 
même signe dans les deux cas de x+h et de x—h. 


APPLICATION DE LA FORMULE DE TAYLOR AU DÉVE- 
LOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 
QUI REÇOIVENT DES ACCROISSEMENTIS. 


06. — Lorsque dans une fonctions u, de deux variables 
indépendantes x et y, soit u— f(x, y), on change x en 
x+h,et yen y+K, le théorème de Taylor, art. 41, peut 


_ nous donner le développement de cette fonction. 


En effet, si l’on substitue à x, d’abord la valeur x+h, on 
aura d’après le théorème de Taylor : 
du dvhi dub? 
f(x+h, y) =u + RE RTE os ne + etc., (143). 
h étant en évidence dans ce développement, y ne peut 
du d‘u diu 


| dx’ dx’ ’ dx: ” 
Changeant donc y en y+kK dans ces fonctions, nous rem- 


être contenu que dans les fonctions U, — etc. 


_placerons, dans l’équation (143), toujours d’après le théo- 


Sr 
à 
L 
“. A Le 
S 
4e 
re 
j 


rème de Taylor, u par 
du d'uRk® du K; 


OL 

du Farc ALP 2 “ina 
Km du fe du du 

du dx dx K°  d:.dx K:3 

Ex _. et 
dx | dy is OV 2 AE Set 
du, 

dx’ d'u d'u 44 d'u 

d'u dx? K dx: K° trie Rs Re 
dx? dy ASE FT dé 2 3 é 
etc. ete: etc. etc: 


et formant autant de lignes qu'il y a de termes dans l’équa- 


tion (143), nous obtiendrons 


9 


—— 130 — 


du d’u K? 
Re ru 
Dore SD 

du 


du dx \ (144). 
tata Ke + ete. | 


f(x+h, oc =UÙ + — 


+véte 


97. —Si l’on faisait les substitutionsdans l'ordre inverse, 


on trouverait d’abord en changeant y en y + K; 
du d’uK: d:uK3: 
r = ane” € 
f(x, y+K)=u+ es + dr re die 
et en remplaçant ensuite, dans chaque terme, x née x-+h, 
ou parviendrait au développement suivant : 


du DAT hr 
LOTK, x+h)=u+ h + qe Dee 
au. 
du * dy | : 
d'u Kk Lee 
dy’ is 
etc. 


L'ordre dans lequel on fait les substitutions étant ar- 
bitraire, puisque devant remplacer partout x parx+h et y 
par y+k, ces opérationsne peuvent influer l’une sur l'autre; 


il résulte donc de là que les deux développements (144) et 


(145) doivent être identiques, et que, par suite, les termes 


affectés des mêmes produits de h et de K ont les mêmes | 
valeurs. Soient donc, par exemple, les deux termes affectés 
du produits h K, comme ces deux termes ont même valeur, 
puisque les deux développements sont IGeREUER nous . 


pouvons poser du du 
Le DE AS 
dy : de. 


Le premier terme veut dire, commes nous voyons, 


qu'on doit prendre le conene différentiel de u par rap- r 


port à x, puis le coefficient différentiel de ce premier 


M du ra $ se 
coefficient -— par rapport à y; en d'autres termes on doit 


dx 
prendre le coefficient différentiel de u, d’abord par rapport 
à x, puis par rapport à y, ce quon obtient est donc un 
coefficient différentiel de second ordre, et l’on peut poser, 


du 
“&_ d'u 
dy dr dy 

De même le second terme" —°© ". 
Re | dard 
On a donc encore l'égalité 

d’u d'u 

dx dy dy dx’ 


ce qui nous montre que pour prendre la différentielle se- 
conde du produit de deux variables, soit u—f (X,y), l’ordre 
des différentiations est arbitraire ; c’est-à-dire qu'on peut 
prendre la différentielle seconde de la fonction u, d’abord 
par rapport : à x puis à y ; ou bien d’abord par rapport à y 
puis à x. 

Remarque. - On prouverait la même chose pour les 
coefficients différentiels des ordres supérieurs au second, 


. en égalant entreeux,comme précédemment, les coefficients 


 différentiels des autres termes, pris deux à deux correspon- 


dants ; et, en effet, puisque les deux développements, (44) 
et (145), avons-nous vu, sont identiques. 


TRANSFORMATION DES COORDONNÉES sn 
RECTANGULAIRES EN COORDONNÉES POLAIRES. 


98. — Soit une courbe LMN, fig, 42, de laquelle on a 

déterminé la position d’un point 
Mg 42. _Y M à l'aide des coordonnées 
de rectangulaires OP—x et MP—y. 
Ce point sera également dé- 
{2 N X terminé si l’on donne l'angle 
S MON et le rayon vecteur O M. 
Mais comme on mesure généralement les angles par les 
arcs qu'ils interceptent, nous remplacerons l’angle M O N . 


à OUT EN PS RON Vo RC ON. D POSE NP CC OS NU EP TR RS PS #5 Le 
3 fi ; ns Sù L'URL TU 


par l'arc o m, décrit avec un rayon pris pour umté; alors 
en représentant par t cet arc o m, et par u le rayon vecteur 
OM, nous pourrons substituer le système des coordonnées 
DUR t et u à celui des coordonnées rectangulaires 
ReL MP Y: | 

99. — Remarquons que l’origine des abscisses polaires 
o m peut être placée ailleurs qu’en o ; car le point M serait 
également déterminé, si en prenant un point o' pour ori- 
gine, on donnait l’arc o'm et le rayon vecteur O M. 

Dans ce cas, nous pourrions représenter om part, et 
alors toutes les abscisses polaires comptées à partir de 
l'origine o différeraient des abscisses comptées de l'origine 
0’, d'une quantité constante o 0’; et il y aurait entrelles la 
relation : t—t —00!. 

Mais, au moyen de cette relation, comme on peut tou- 
jours changer l’origine de la manière qui convient le mieux 
à la nature du problème, nous supposerons, dans cé qui 
va suivre, et pour plus de simplicité, que l’origine est en o. 

100.— Soit, par exemple, F (x, y)—=0, l'équation dans 
laquelle nous voulons changer les coordonnées rectangu- 
y en coordonnées polaires 
o m—tet OM — u. Cherchons les relations qui existent 
entre ces coordonnées; nous avons, d'après la trigonomé- 
trie rectiligne : 


OP=OM cos MO P,: MP =OMSmNRess 

ou X=—U COS LV —USin to 

Et il suffit de substituer ces valeurs de x et de y dans 
l'équation représentée par F (x, y) — 0, pour avoir l’équa- 
tion rapportée aux coordonnées polaires t et u. 

101. — Lorsque l’origine O des coordonnées rectangu- 
laires x et y n'est pas au centre C de la courbe, comme 

dans la figure 43, soient x!, y', les 
Fig 45 coordonnées O P, M P, comptées 
à partir de l'origine O; et a, b, les « 
coordonnées O R et R C du centre - 
? x Cdela courbe; soient encore x et 
y les coordonnées CQ et MQ rap- 
portées au centre C pris pour origine, on aura 


nds er th Dion à À À: 


CO=OP—OR, MQ—=MP—CR, 
ou x - à, Y—=Y —b, 
valeurs qu'il faudra Sibsttuer dans les orales précé- 
dentes, pour que la courbe soit rapportée à son centre C 
pris pour origine. 


TRANSFORMATION DES COORDONNÉES POLAIRES EN 
COORDONNÉES RECTANGULAIRES, ET DÉTERMINA- 
TION DE L'EXPRESSION DIFFÉRENTIELLE DE L’ARC 
-DANS UNE COURBE POLAIRE. 
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—_ jo2. — Soit l'équation représentée par F (t, u) —0o,en 

… coordonnées polaires, et supposons qu'on veuille passer de 

—. ces coordonnéespolaires à des coordonnées rectangulaires. 

— D'abord, on voit, d'après la fig. 42, qu'on peutremplacer 
_ uparsa Salou tirée ‘de l'équation, (carré de l’hypothénuse) : 

| CNE OPESETP:NT 


D où tt V2, (dou u--V x Fe. 2 y, (147) 

…_ Ensuite, pour avoir la valeur de t, en fonction de x, y, 

… divisons, l’une par l’autre, les équations (146), nous aurons 
y simt 


À 4 COS 
_ De cette équation, on tire 


—tang t. (Trigonométrie). 


Ha tag? 


“ c'est-à-dire que t est égal à l'arc dont la tangente égale ?_. 


) 


Ces valeurs de t et de u étant substituées dans l'équation 
_ représentée par F(t, u) —0o,on obtiendra l'équation cher- 
- chée, en x et en y, savoir : 


EF arc (tang = = F) V x? + y: |= — 0,(148). 
103. — Comme on le voit, l'équation précédente contient 


la transcendante arc | tang — |, on peut faire disparaître 
De ? 


4 


cette transcendante, mais alors l’équation renfermera des 
- différentielles. 

—_ À cet effet, on devra différentier l’équation représentée 
par la formule (148) ; ou plutôt on emploiera le moyen sui- 
…_ vant pour arriver au même but. 


HE Ne Dnsr | 


Représentons encore par F (t, u) —o l'équation qu'il 
faut transformer en une fonction de coordonnées rectan- 
gulaires x et y. Nous avons vu, à l'art. précédent, que la 
valeur de u pouvait s'exprimer en x et en y, sans trancen- 
dante, mais qu’il n’en était pas de même de t ; il nous fau: 
dra donc d’abord chercher à éliminer t entre l’équation F 
(t, u) — o et la différentielle de cette équation que nous 
pouvons représenter par F (t, u, dt, du) = o. En agissant =" 
ainsi, nous introduirons les diflérentielles dt et du dans le 
résultat de l'élimination ; mais ensuite nous pourrons ex- 
primer ces différentielles en fonctiondes variables x, y, dx 
et dy ; de sorte que l'équation finale sera rapportée aux 
coordonnées rectangulaires x et y. En effet les équations 
(145) donnent re . in be . (149). 


Divisant ces équations l’une par l’autre, on obtient 
sin t ro R u ZT 
FLE ou tang te Es - 
cost LAS UE RES 7 

En différentiant cette dernière équation, on a 


ot éien, de out à din à dd de 2 


d. tang t — de (art. Fee 
X KE A0 
dt NEA 
Mais art. 32, d.tang t. ere 3 


Donc, l'équation précédente devient 
dt ce I __ xdy—ydx 


cos ’t Cos't : x: 
Or, la prenuère des équations (149) donne 
NE NET dé 
Cost", d'où = — ; 
ur COS TUIXE 
PAL 


donc en mettant cette valeur de dans l'équation pré- 
cédente, elle devient & | 
LU? x dy — y dx 

X? ge 
et par conséquent 

x dy — y dx 

te DEC) à 
Et en remplaçant dans cette équation u:par sa valeur 
x? + y ‘trouvée précédemment, on aura Ki 


OS2T 


, d’où u2dt— x dy — Y dx ; 


Er 


I1£OPIS 
GS ) 


Pour obtenir la différentielle deu,remarquons que l’équa- 
tion {147) donne 


DV ETe, 
et en Lihérétant, On aura, art. 14, 
D ce Gta y) —- 
I 
x? 112 T (| + = 
Rs) +) GE Y") 
I I x dx + ydy 
D Me... donc 
Tr Are 
PRE yri 


Nous avons donc les valeurs de u, de dt et de a en 
fonction des variables x, y, dx et dy. Il suffira donc de 
substituer ces valeurs dans l'équation obtenue par l’élimi- 
nation de t, pour obtenir une équation qui ne contiendra 


plus que x, y, dx et dy, et qui, par suite, sera rapportée 


aux coordonnées rectangulaires. 

104. Nous avons vu, art. 88, que la différentielle d'un 
arc ÿ, rapporté à da ide rectangulaires, avait 
pour expression 

de cn) 

Si nous voulons avoir l'expression de cette différentielle 
en coordonnées polaires, nous devons substituer dans l'é- 
quation précédente les valeurs de dx et de dy exprimées 
en fonction des coordonnées polaires t et u. Pour cela, en 
différentiant les équations (146) nous avons, d’abord, art. 0, 


. pour la première 


dx = (u X d. cos. t) +(du-X cost); 
Or, art. 31, d. cos t — —dt sin t, 
donc ARE AE. tE du: cost: 
De la seconde, on tire ; art. 0, 
dy = u. d. sint + d.u.sint ; 
or, art. 30, d. sin t — dt. cost, 


donc Hu dy. 1 dt. cost: du. sin t. 
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Elevant maintenant au carré ces expressions de dx et de 
dy, nous aurons : 
dx?—u’(dt}):sin?t— 2u. dt. sin t. du. cos t + du? cos” t, 
et dy’—u? dt’ cos’t+2u.dt.cost. du. sint + du?sin’t; 
donc dx’ +dy’—u’dt’(sin?t-+cos’t)+du?’(cos2t+sin’t), 
et comme sin°t + cos’t — 1, (Trigonomètrie), on a 

dx’? + dy’ — u’ dt’ + dw. | 

Substituant cette valeur de dx? + dy’, dans l'équation 
(151), on aura enfin pour la differentielle de l’arc en fonc- 
tion des coordonnées polaires : 


d'S= Vu dt ut, (se) 


£ en p . 
dé 7 x F 
the: small. À ot sl in. nb , D De 


gi LS ? 
ARS RER 


SOUS-TANGENTES, SOUS-NORMALES, - 
NORMALES ET TANGENTES AUX COURBES RAPPORTÉES. 
A DES COORDONNÉES POLAÏRES. 


105. — Dans les courbes à coordonnées rectangulaires, 
on appelle sous-tangente la ligne Pt, fig. 44, Comprise 
Pig 44 entre le pied P de l'ordonnée du 

L. point de tangence M, etle point 
t où une perpendiculaire Ot à = 
cette ordonnée, venant de l’ori- 
gine O, réncontré la tangente | 
MT. F2 1 CPI 
us Dans les courbes polaires, en 
| observant la même définition, . 
7 comme l'ordonnée n’est plus 

PM, mais bien le rayon vecteur 
O M, la sous-tangente sera donc la perpendiculaire O T, 
à l’ordonnée O M, comprise depuis le point O (pied de la =« 
perpendiculaire O M) jusqu'à larencontre T delatangente. 

Comme on le voit la sous-tangente aura une position 
différente selon que l’on aura une courbe représentée en 
coordonnées rectangulaires, ou une courbe polaire, c'est- 2 
dire représentée en coordonnées polaires. ë 

Dans le prémier cas, la sous- tangente est toujours : 
comptée sur l’axe des abScisses OX ; tandis que dans le £ 4 
second cas (courbe polaire) où l’axe des abscisses n'existe … 
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pas, Ja SOUS- tan gente varie de position à eine point de 
_ Ja courbe. 

à 106. — Nous avons donné, art. 47, l expression analy- 
… tique de la longueur dela sous tangente aux courbes repré- 
5 en coordonnées rectangulaires. Nous allons cher- 
… cher maintenant cette expression analytique pour la lon- 

. gueur de la sous-tangente aux courbes polaires. 
À cet effet, soient, fig. 45, O M et OM’ deux rayons 
D: vecteurs ; du point M, merons la per-. 


pendiculaire M P sur le rayon vec- 
teur O M'et à cette De PÉMOEUAIrS, 


menons la parallèle O T, 
Les triangles semblables O T M'et 
P M M'nous donnent la proportion 


ne OMSOF:SEMEPM, 
É “ OS LOTES= er ; 


Et, comme le triangle rectangle PM'M donne PM'— 


MM: MM':—PM:, l'égalité précédente devient; 
h. OT— Sa ee » (153): 
Le ee VIMMeÆ=pPM 
“ Supposons maintenant que le rayon vecteur OM se rap- 
es infiniment du rayon vecteur OM, la sécante M'M 
4 tend à devenir tangente à la courbe M'Met elle la devient 
à là limite du rapprochement c’est-à-dire quand les deux 
| rayons se confondent. La perpendiculaire OT à OM de- 
. vient perpendiculaire à OM à la limite, quand OM' se con- 
fond avec OM ; par suite, d’après la définition précédente, 
Rart. 105, à cette limite, la droite OT perpendiculaire au 
rayon vecteur OM et Re à la tan gente MT, est deve- 
 puela sous-tangente ; donc, à la limite où les rayons vec- 
teurs OM'et OM se confondent OT devient la sous-tan- 
“gente. Pour avoir l'équation de celle-ci, il faut donc voir 
d abord ce que deviennent,dans le cas 4e la limite, les élé- 
_ ments composant le tord membre de l'équation (153). 
_ Quand on connaîtra les valeurs de ces éléments ou lignes 
3 pour le cas de la limite, il suffira de substituer ces valeurs 


15 


es 138 Le 


dans PA (153) pour avoir celle de la sous-tangente, 

Or, à la limite : 

1° OM! devient égal à OM, que, conformément à ce qui : 
précède, art. 08, nous représenterons par u ; 

2° la droite P M se confond avec l’arc M N. car P N de-. 
vient d'autant plus petit que le rayon vecteur O M'se rap 
proche davantage de O M, et à la limite P M et MN se 
confondent, c'est-à-dire que P M a pour limite M N. 

3° la corde M M' a pour limite l’arc M M, car à la limite 
ces deux lignes se confondent. 

D'après cela, on voit qu’il suffit donc d’avoir pour je cas 
de la limite, fs expressions des arcs M'Met MN. 

Or, art. 88, l'expression de M'M, à la limite, est la dis 
ChboIle de l’arc de courbe M’'M, ont deb k art. 194 à. 
en coordonnées polaires, on a : 

MM Vu dit du, À 

En ce qui concerne l'expression de MN, remarquons 1 
que les secteurs semblables O R R'et OM N, donnent la « 
proportion : ‘à 


ee a è PAT Es À RER 
sis RS tra cnt dos À à gén ji ed DR dé NES ou De dd 


O:-REER'RE EE O NPENSS 

ou, en prenant l'unité pour rayon de l'arc R R!. 
I, R Ru: MN, dou MN=rmeRR 5e 
Cette valeur de M N, dans le cas de la limite, se ramène 
au dt : car art. 98, RR' out, à la limite, devient la difté- “4 
rentielle dt, (art. 3,)et u est le rayon vecteur OM: 
Substituant. donc ces valeurs de M'M et de M N dans M 
l'équation (153), nous aurons ALAE Es 
sous-tangente OT ——— = ae 

V (Vu’dt: du: ) — (udt}_ 

u? dt UOTE va 

Ne eee 
Vu’ dt’+du°—u’dt:  vdw. 4 
Lelle est l'expression de la longueur : Ÿ SOUS- -tangente É 
aux courbes polaires, c'est-à- die aux : courbes MS 6 
en coordonnées polaires. 1:20 
107. — Voyons maintenant quelle est l'expression. dés ia | 3 
sous-normale aux courbes polaires. +. 
Pour cela, reprenons la fig. #4) et soit SM la normale | e 


fa 


perpendiculaire à la tangente MT et limitée à la sous-tan- 
gente O T prolongée, laquelle sous-tangente, avons-nous 
vu, art. 105, est perpendiculaire au rayon vecteur O M. 
| On a donc un triangle rectangle S M T, dans lequel on 
…— ala perpendiculaire M O abaissée du soumet de l'angle 
… droit sur l'hypothénuse ; donc, O M est une moyenne pro- 
—. portionnelle entre la sous-tangente O T et la sous-normale 
OS, donc nous avons | 
: OT:OM::0OM :sous-normale, 
—… ou, en remplaçant OT par sa valeur ci-dessus, équation 
—._ (154), et le rayon et O M par u, art. 98, nous aurons 


| I08.— L'expression de & longueur de la normale aux 
courbes polaires s’obtiendra en remarquant que dans le 
triangle rectangle MOS, fig. 44, on a 


+ u ? 
10 —— ; ü :: u : sous-normale, 
Ÿ x du 

donc la longueur de la sous-normale égale 

Au dt 

; dns 
É Et en effectuant les opérations indiquées, nous obtien- 
+ drons U 2? du A ). 
D - sous-n — 
à Ous-normale = = — 55 
i 


"4 
“edéte  , 


1 


+. MS ou normale — V MO: + OS, 

Us . et en remplaçant MO par sa valeur u, et OS a sa valeur 
_ üu ÉVRENE 

en nous aurons 

A dt eut: 

: normale =) 4 T 45 (156). 

2 ni De même la longueur MT de la tangente s'obtient 


en remarquant que dans le triangle rectangle MOT, on a 
M T ou longueur tangente —V MO2+OT*, 


Poele (EU 


$ et en remplaçant M O par sa valeur u, et O T par sa valeur 
La u+dt? 
- trouvée, art 106, on aura : tangente — 4/u° + RES 
U 


DT ANS 
>; 


1 
. 


) ATEN u2dt? 
A b+ Sr V: er GA 57): 


% … 110. — L'expression analytique du secteur dans les cour- 
2 bes polaires, c’est-à-dire de l'aire comprise entre deux 


UNE D - 


PT Don 0 On EN ML ce MP OUT I Pr OU Na NA EU TD CORNE 
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rayons vecteurs MO et OM'et l'arc MM, île Jen s ’obtient | 
en remarquant d’abord que le triangle O M’ M donne 
aire triangle O M'M — STE 

Or, dans le cas de la limite, où O M'se rapproche de 
O M et tend à se confondre avec O M, l'aire du triangle 
O M'M devient calle d'un secteur élémentaire, c'est-à-dire 
d’un secteur dans lequel l’angle ou l’arc estinfiniment petit; 4 
la corde M M'se confond avec l'arc M M'; la POpoNqetss É 
laire P M peut être remplacée par l'arc M N, et devient … 
égal à u dt, art. 106 ; et O M' se confondant avec O M est 
égal à u. Snbsttians donc ces valeurs dans |’ égalité ci- des. -# 


sus, NOUS aurons 
u Xu dt FE ts 
= - (x 58). 


aire du secteur élémentaire — 

Remarque. — On peut exprimer le . élémentaire | 
en fonction des coordondées rectangulaires, en substituant K 
dans l'équation (158), les valeurs de u et de dten fonction . 
des coordonnées rectangulaires, valeurs données ee les 4 


équations (147) et (r5obis), nous aurons ainsi : | 5e R 
aire du secteur élémentaire — + y2)| : one % À 
X? 2e : 


I RS rnb ae 
Ed), (159). 


COURBES TRANSCENDANTES. 


111. — On appelle courbes transcendantes, cts dont R 
les équations contiennent des quantités transcondantes | 
comme des sinus, des logarithmes, etc., et des coefficients € 
différentiels, et en général, les courbes dont on ne peut 
exprimer (és équations par un nombre fini de termes | 
algébriques. 14 

Nous allons, ci-après, examiner quelques- unes dec ce S 
courbes parmi les plus remarquables. AE 


SPIRALE D'ARCHIMÈDE OÙ DE CONON. 


112. — La génération de cette courbe se fait de es ma- 
nière suivante : re 


Le rayon À B, fig. 46, 


Fi, #6. A décrivant une révolution 
Re TN autour du point A, un point 
& M se mouvant, d’un mou- 
/ a ; vement uniforme, le long 


(4 ea get ose de la'drôite À B se trans- 
k Noa porte du centre À au point 
Se B après une révolution en- 
lui tière de la droite A B; 
celle-ci continuant à se mouvoir, après une seconde révo- 
lution, le point M se trouvera en B', en observant que 
BB’ — A B ; et ainsi de suite. 
Dans ce mouvement, la courbe que décrit le point mo- 
bile est appelée la spirale d’Archimède. | 
Cherchons l'expression analytique de cette courbe. 
À ceteftet, soient À B — a, arc BN—=t, AM —u. 
D'après la définition précédente, une distance quelcon- 
que À M, parcourue par le point M, à un instant donné, 
est à la longueur À B, comme l'arc B N, correspondant à 
la distance À M, est à la circonférence BCDB, révolution 
entière correspondant à la distance A B parcourue par le 
point M après cette révolution. On a donc 
AM:ANouAB ::arc NB: circonf. BCDB, 
ou, en remplaçant ces termes par leurs valeurs, 


5 DES SO A EE Le ° 
noi 2! 
u— ———,(160),. 
Foie à 2% 


Comme on le voit, la courbe n'a pas ses coordonnées 
rectangulaires. 

Quand AB a décrit une révolution entière, l’arc NB 
équivaut à la circonférence dont le rayon est a, donc alors 
NB out —27a, ce qui réduit l'équation précédente à : 

27 à 
= — à. 
2T 

Lorsque le point M continue à se mouvoir uniformé- 
ment, le rayon AB décrivant une seconde révolution autour 


du centre À, le point mobile M arrivera en B’ au bout de 


PU A RS Ve Ce LS late I D et De CRT ER MO ITU NS 


cette seconde révolution ; alors t sera égal à 4 x a, c'est-à- 54 
dire à deux fois la ae BCDB, ce qui donnera 
FMI 


+, 


Et ainsi de suite. 22 
SPIRALE LOGARITHMIQUE. L 
113. — On entend par spirale logarithmique une courbe 
polaire dans laquelle l'angle À M T, fig. 47, formé par le 
rayon vecteur À M avec la tangente 
Fig, 47 pce M T à la courbe, est constant. ©" "4 
APT ne en représentant para 
la tangente trigonométrique de l angle 
A MT, nous aurons 
à tang. AMT—= 34: “4 
vo Or, quand A T sera perpendiculaire. ; À 
) à À M, le triangle M A T sera rectangle 4 
en À, et À T sera la sous-tangente, (art. 105). On aura 
donc dans le triangle rectangle M A T, (Higonomemes 


ATE=-A Mere AMT | 
I OU rayon ? 


d'où tang AMT—=AXT-: 
+ TS AM #4 
Remplaçant,danscette expression, le rayon vecteur AM par “4 


u’dt 
u, comme précédemment; et la sous- -tangente AT par © Fr Rs à 
rt 106), nous aurons : E 4 


tang AMT ou ras AE He ce 


Aa | 
d'où a du > u done de dt, (161). 4 
du TE . ER 

Mais, art. 28, — —d.log u, doncl’ équation (161)devient #4 
u a: 'Iog ent ‘À 


Et en intégrant, c'est-à- dire en remplaçant les différen- 4 
tielles par les quantités dont elles sont les différentielles, … 
et en ajoutant au second membre une constante, comme É. 
on peut le faire d’après le 5° de l’art. 6, ainsi que nous le. 
verrons dans le calcul intégral, nous obbendrons 

a. log u—t + constante, (162), : 


Telle est l'équation de la spirale logarithmique, le loga: 
rithme étant exprimé ici dans le système Népérien, art. 28. 

Soit e la base du système Népérien. Si l’on regarde a 
comme le logarithme de e dans un certain système de 
tables, et en représentant par L les logarithmes dans ce 
système, nous aurons : 


dre (168) 
Or, nous savons par l’Algèbre, que si l’on a l’équation 
PRES 


x est le logarithme de y dans le système dont la base est a. 

Donc, en représentant par e la base du système Népé- 

rien, nous aurons évidemment dans ce système : 
Dee su 
Et en prenant les logarithmes dans le système indiqué 
ci-dessus par L, nous aurons aussi 
Lu E (ere 
Et comme le logarithme d’une quantité élevée à une 
‘certaine puissance est égal au logarithme de cette quantité 
multiplié par l’exposant de cette puissance, nous aurons 
BE PU Poe Tre ln u, (164): 
maintenant, dans l'équation (162), remplaçons a par sa 
_ valeur Hoinee par l'équation (163), nous obtiendrons : 
4 Le. log u — t + constante, 
ou, d’ après l'équation (164), 
Lu = t + constante, (165). 
Telle est l'équation de la spirale logarithmique dans un 
certain système de logarithmes représenté par L. 
pi — Soit, fig. 48, une spirale logarithmique A m 
mm’. 

Décrivons une circonférence BCD ayant À pour centre, 
“et divisons-la en parties égales n n’,n'n"',n”n", etc. ; par 
“les points de division menons les rayons A n, À n',etc., 
“prolongés jusqu'à la spirale en m, m'’,m”, etc. 

… Si les divisions m m', m'm’,m” m", etc., sont prises 
assez petites, on peut les considérer comme des droites et 
même comme des tangentes à la spirale. 

Alors les triangles À m m', À mm”, A m” m",etc., sont 


SPIRALE HYPERBOLIQUE ET SPIRAL ÆS COMPRISES DA S 


ne CEE 


semblables, car ils sont Équ'angies de : 
que les angles au centre m À m', M Am, 
etc., sont égaux comme intercoptant des 1 
ira et les anglesm m'A,m'm 'A0S 
etc., sont également égaux, VADrES la 
propriété de la spirale, les petits arcs 

mm, mm", pouvant être, aVOns-NOUSM 
vu, considérer comme des tangentes à *: 


courbe. 
Ces triangles semblables donnent donc cette suite de 
proportions : à 


Am A nm 7 AMAR 
Aime Ame ANS ARTE 
ét. ei etc. ets ‘4 

ce ft nous moñtre que les ordonnées polaires, À m, À m', ; 
A m”, etc., sont en progression géométrique. A ETS 
De là, on conclut que : T'ES 
Pour construire la spirale D par points, ni, 
faut décrire une circonférence BCD ayant pour centre le 
centre À que l’on veut donner à la spirale ; puis on divisen 
la circonférence en parties égales ; on mène des rayons 
aux points de division . sur ces rayons on prend des lon- 
gueurs À m, À m', À m',etc., telles qu’elles soienten pro= 
gression géométrique, 6 ’est-à- ne de façon à ce qu'on ait: 
Am:Am:: Am :Am': Am Ame 
les points m, m', m’, etc. | appartiendront à une spi 
logarithmique. Ex : 


L'ÉQUATION u—at'. 1 Ne 


115. — La spirale hyperbolique est une courbe polai 
dont la propriété est d’avoir une sous-tangente constante 
Si nous représentons cette constante par a, comme 
l'équation de la sous-tangente dans les courbes polair | 


u’ dt 
est, art. 106, du ” NOUS aurons l'équation : 
+ u‘dt SUER | 
= — 4, LORS dE 
du used a 


ANSE TES TTE 


[OT 


ER : 


Nous avons pris la constante a négative, pour pouvoir 
intégrer facilement la dernière équation. 

Intégrons donc cette équation, c'est-à dire remplaçons, 
dans chaque membre, les quantités différentielles par les 
quantités dont elles sont les différentielles, (comme nous 
le verrons plus loin au calcul intégral). 


du 
Pour cela, le premier membre ns est, art. 11, la dif- 


férentielle de la RU Fe “CAL d= — — RNA _ 


; 2 
_uxo — du du u”? u 


Fe A qe D Por Res nous remplacerons ce 


premier membre par - 

Le second membre intégré donne =t + une constante 
quelconque C qui n’a pas de différentiel, (art. 6, 4° et 5 °). 
En effet la différentielle de =t + C 2e = dt. Donc le se- 


cond membre sera remplacé par ue + C ou = + C. 


PAT de du : 
Après Dn. léquation — —— —, deviendra 
ue? a 


Et 
donc Ra à + C. 
Et, en remplaçant la quantité indéterminée C par une 
autre quantité D OR AU A 


à 0. 
Here a 
Sinous prenons maintenant to de manière que 
l’abscisse t+C' soit égale à une nouvelle abscisse t, art. 09, 
l'équation précédente deviendra 


I t $ a 
OI DIITOL UE: 
u ne P t 


Remarque 7.—Cetteéquation montre que dans la courbe, 
a A 
lorsque t — 0, u—— — c ; d’où l’on peut conclure que le 
() 


rayon vecteur u, qui correspond au point où l’abscisse t 
devient nulle, est une asymptote à la courbe, (asymptote, 
voir géom. analytique). 10 


PRET 
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} a ’ " 
Remarque TT. — L'équation u — nous montre éga- 


lement que le rayon vecteur u est en raison inverse de 


l'abscisse t ; c'est-à-dire que quand t diminue u augmente 
et quand t distonLe u diminue. 
_ Remarque III. — Si nous faisons successivement t — 


27, t—4n, t—67+, etc., nous aurons pour u Cette suite 


AFiAEEA 
de valeurs ; —,--,, etc., et comme2 x représenteune 
2T 


47 607 
circonférence ou une révolution, les suites, qui précèdent 
nous apprennent qu'au bout de deux révolutions où u — 


Dan io sea le rayon vecteur est deux fois plus petit ou 


din ot 
la moitié de ce qu’il était après une révolution , autrement 


dit, il est'réduit de moitié ; de même, on voit qu'après 


trois révolutions il est réduit au tiers ; et ainsi de suite. 
116. — L'équation de la spirale hyperbolique u = _ 
al. Th ebttellous He de la spirale de Conon, art re, 


27 
sont des cas particuliers de l’équation u = a t?. En effet, si 


: 
nous faisons dans cette dernière n—1eta— —; Cest- “20 


ou” 


CS I DE 
dire si nous donnons ces valeurs 1 et> 2e an etaa,nous ob- 


t r PS S 
tenons pour ce cas Ales u——t— — , équation 
2T 27 7% | 
de la spirale de Conon. Si nous faisons seulement n —=—1 
LÉ a de. 
dans u — at", nous obtenonsu—at-!— a Wen 


qui est l'équation de la spirale hyperbolique. Parmi les : 
spirales déterminées par l'équation u — at”, on distingue 


la spirale parabolique, dont on obtient l'équation en faisant 
n — 2 dans l'équation u— at», 


LOGARITHMIQUE. 


\ 


117. — On entend par logarithmique une courbe, à 0 


coordonnées rectangulaires, dans laquelle l'abscisse est le 


logarithme de l’ Reese ; de sorte qu’on a pour l'équation. 4 


de cette courbe : "102 °Y. 


donc dv 


Or, nous avons déjà rappelé, art. 113, que quand on a 
y—a*, x est le logarithme de y dans le système dont la 
base est a. Pour cette base l'équation ci-dessus de la courbe 
peut donc se mettre sous la forme : 


we | ÿ — 9*, 
Et par la différentiation, comme à l’art. 26, nous aurons 
A QC | A 
Ou —— — àa* X le log. Népérien de a. 
dx dx ë P 


En représentant donc par log. a, le logarithme de a dans 
le système Népérien, on aura donc encore pour l'équation 


de Fa courbe : dy 
nt l00 2 
dx 5 
- X—0, nous trou- 
verons 
a nn 
gg 4’ loga—1Xxlog a — log a— constante, 


ù Car la différentielle de o est o. 


Donc la différentielle de y, dans le cas où x—0, esto; 


… par conséquent, (art. 6, 5°), y est une constante , mais 
… cette constante est encore indéterminée. 


+4 
5 


Pour la déterminer, reprenons la première équation x 
+ y, et faisons x—o, nous aurons 0o—log y, donc, d’après 
« la théorie des logarithmes, y — 1. 

Concluons donc que quand x —0, y = 1. 

S1 l’on donne ensuite des valeurs Croiiantes et positives 


4 à x, l'équation x — log y, montre que quand x augmente 


… positivement, y ira toujours en croissant, Car quand un 
… logarithme croît positivement le nombre es il corres- 
pond croit également ; de même l'équation y — a* montre 
assez cet accroissement. : 

Mais si l’on donne à x une valeur négative — n, on 


As I ° U ° 
“trouvera y —a *——; et l'on voit que l'ordonnée y di- 
a 


…minue d'autant plus que le dénominateur a° augmente, 
…cest-à-dire que l’abscisse négative —n augmente négative- 


ment; ce qui revient àdire que l’ordonnée y diminue d’au- 
“tant plus qu'on s'éloigne de l'origine dans le sens des 


ARR NL RES D 
TT D 
à — 


dre le PRES de l'axe des x qu'à Lots | 


abscisses négatives, et qu'enfin la He ne po at 


l'équation y =— deviendrait y — 


quand l’abscisse négative est devenue infinie. PA. 
On peut donc conclure que le prolongement del’ axe Le 
Hs est une asy mmpEors à la courbe. 


MP=—a,MP— ie Pre 
donc M P x M P’ = KE 


dela De étant différentiée En 


dx= 


Rd A LE : | ydx % 
d'où l’on tire ou, comme a*=— Arr: 
dy  loga ï vdx : ds 
Or, art. 47, le PER rs ou EE 
CYELOÏIDE. 2700 


120. — Soit un cercle À MB, fig. 50, roulant 
droite CD. Danscemouyement, ep | 
pris sur la circonférence de ce cercle,d 
une courbe M'MO qu'on appelle cyclo 
cette courbe est Le lieu de tous les] 
. par où passe le point M. 

Il est SEE que dans le mou 


sivement s appliquer sur la droite À O, jusqu'à ce qu | 


à Son tour s’y applique en O ; par suite 1 arc de M se 
à la droite A O. + 


—— 149 7 


pure des coordonnées. Abaissons les perpendiculaires 

$ M Pet ME, ee sur la ns C D ou OX, et 

_sur le diamètre , MP = y, diamètre 

AB —2 a, ME — - arc MA — 7, He aurons ; 

OP — OA — PA, ou x — arc MA — ME, 

où Ex 7 NY, (166) 

: 4 I1 nous faut une équation ne renfermant que les incon- 
» nues x et y et leurs différentielles. 

: _ Cherchons donc d’abord à éliminer l’arc z. Pour cela, 

. différentions l'équation (eo nous aurons, (art, 15) : 

“+ ; RS ee d v. (167). 

Pour avoir la valeur le dz en fonction de v, STE 

pau ‘entre V et Z NOUS avons la rélation 

ES Have SU 

En la différentiant, art. 30, Rte nous trouverons 


dv — dz <©7, d'où Fee Ÿ, (168). 


n.: ns dans la dernière équation la valeur de cos z 

| par celle quenous déduirons de cette équation (trigonom.): 
M2 -CON CL A2), 

NUE COS’, 2542: HoMCOS2== Va y; ; 

_ donc l'équation (168) devient À 


CR ur E 
MA ” 
Q A" 


+ £ ae dr —= RON à 
% 2 ; Vaz= VE? 
4 Substituons cette ne dans l équation (167), 1l viendra 
adv 
AR >, dv, (r60). 
Var-v: 


Bu faut encore, maintenant que Z est éliminée, exprimer 

ven fonction 4e y. À cet effet, observons que, par la pro- 
riété du carré de l’hypothénuse, nous avons dans le cercle 

| B M, cétant le centre: | 

…_ Ec—VMce =ME:,oua—y—Va’—v:. 

> Béton cette équation au carré et reduisons,nous aurons 

"4 - 2 ay " His d. V OUV dev 2 aÿ = a? 


i Sdonm-Vray SOC 
w Différentions, nous obtiendrons | 


réa LA LR ee, Lo < 4 Lis 


2ady_—2yd: 
A(2aÿ-—7 1) = (za ne aûy=2ydÿ) 
2(2ay—y°)" 2V 2ay y 
GDS G7 Res 
Vzay—y: | FPE 


NE SES 
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dv—d V DANSE) 2 —d(2ay—Y 2 js NS 6 ay y! De 


Les équations (170) et (172) transe l'équation | 


169) en Foie FT : 1 
) dx — a(a—y)dy, : Va? 2av 2aÿ + y? __ En aTEs à 
, Vzay—Yy!  V2ay—y? 
a (AS _ (na | a(a—y)dy 


Vzayy"){atzayry V 2ay— “VER De 
a (a—y) dy 


Viay_y")(a-y) Vzay-y* Mere = 1 


Der) doncax ee St (08 
V2ay—y? V2 re 
Telle est l'équation de la Aus L 


sous la forme | . 
z — l'arc dont le sinus est v — arc (sin pire n a de 
remplaçons v par sa valeur donnée par lé “nee ( | 


nous aurons 
z — arc (sin — Vzay-—y°); 


cette Saeur et celle de v étant supstituées dans l équatic 
(166), nous avons 


mi )- as re ca 


correspond au rayon a, pars art. 120, nous avons 
sin ? Z + COS?7— a}. 


rayon, sera obtenu re la probe 


br EVX . 
f 2. Me 


ANS V2 AVENIR sinus cherché, | 
d'où le sinus de Le z, l'unité étant prise pour ob) 
Vzay—y | es. 

“ Las | SE ES 


. is 


En effet, la proportion précédente exprime cette pro- 
priété que pour un même arc, les sinus sont entr’eux 
comme les rayons correspondants. Remplaçons donc dans 
l'équation (173), la valeur de sin z correspondant au rayon 
a par cell ces correspondante au rayon 1,ouV2ay—y? par 

V2ay—) 


—, et nous aurons pour la formule de la cycloïde 
en on de l'arc et en considérant l'unité pour rayon : 
(174). 


+ ac sin ee es EE V2aÿye-V". 
a 
122. — Discutons l'équation (173). 
Nous remarquons d'abord que y ne peut être négatif ni 
plus grand que 2a. En effet, si nous supposons y négatif, 
faisons donc y— — y’ dans l'équation (173), LeRpressIon 


tre (sin — == Vzay y: ) devientarc(sin—\2ayv'?) valeur 


imaginaire ; donc y ne peut être négatif. 

Il ne peut être plus grand que 2a, car si nous faisons 
y —2a + 9, l'expression arc (sin — devient arc 
(sin—V4a? + 2aû-(2a 0) ouarc(sin--V 4a° + 2a0-4a° -4ad-0? 
Ou arc (sin —V—2 a —°}), valeur également imaginaire. 

Donc, si à une distance EF — 2a de l’axe des x, on mène 


une droite CD parallèle à la droite AB, fig. 51, la courbe 
sera comprise entre ces deux 


Fig.S1. parallèles. 


La plus grande valeur que 
4 puisse atteindre y est 2a, 
Ft comme nous l’avons démon- 

Le 4 


tré. On le constate encore 


en considérant la figure 5r. 

En effet, si l’on fait rouler le cercle générateur de Gen 
H, le point M, qui était d’abord en G, s'élèvera successi- 
vement jusqu'à ce qu'il arrive en E, à l'extrémité du dia- 
mètre EF, alors l’abscisse G F sera égale à ETF, c’est-à- 
dire à la demi-circonférence du cercle générateur. L'équa- 


- tion (173) sert à confirmer ce résultat, car, si dans cette 


équation, On fait y— 2a,ontrouvex—arc(sin=V4a *—4a°)— 
V4a?—4a? — arc (sin — 0). Or, nous savons que l’arc dont 


… 152 -— 


le sinus est nul, doit être de o degré, de 180° degrés, de 2. 
fois 180° degrés, de 3 fois 180° degrés, etc : ou o, ou FIE, 
ou 2 FILE, ou 3 FIE, etc., et dans le cas présent, ‘on voit 
que cet arc est FTE. 

Le point M étant parvenu en E, ayant décrit l'arc GE, 
si le cercle continue à rouler, vers le mème sens, le point 
M décrira le second arc EH, semblable au premier. 60 

Le cercle continuant toujours à se mouvoir, le point M 

| Fig 52. _ engendreraunesui- 

ae VEN ai ae 7 2 te indéfinie d’arcs . 

A FZ de cycloïde, fig. Re 1 

RAS ACB,BDB'; BD 
B",..….. etc., le cercle se mouvant vers la droite. Cons ne. 


peut aussi rouler vers la gauche, on aura également la 4 
d’arcs AC'A', A’C'A",... etc. L'ensemble’ de tous ces arcs,” 


dans le sens - plus général, constitue la cycloïde. 
123. — Nous avons vu, art. 50, que la 

Fi5. 95. longueur de lanormale à une courbe = 

fx, au point M dont les coordonnées sont. 4 

ver y’, est rie par la formule | 


normale — Nr +1 et d’une façon 


dy2 2 
= dre 

Cette équation est générale. Pour l'appliquer au cas par 2 
ticulier de la cycloïde, il faut tirer dé l'équation de celle- di, 1 


(équation 172), la valeur du coefficient differentiel a GE, +3 
x 


là substituer dans l'équation générale ci- -dessus. On aura 
donc d’abord, par l'équation (172) :. 


dy vzay—y" 4 dy ay vise 
HU ET dx 0e #4 
Substituant cette dernière valeur dans l'équation gén “10 
rale ci-dessus, nous aurons PO l'équation de la normale 


à la cycloïde : 


7 L 2° 


ste 153 FR 


124. — Si nous voulons construire cette valeur, dans le 
— triangle rectangle inscrit BMA, fig. 53, abaissons la per- 
—. pendiculaire ME sur l’hypothénuse, nous avons, par la 
4 géométrie élémentaire : | 

D AE: MA ::MA:AB, ou y : MA: : MA: 22; 

_ donc la corde MA — V2ay, 

- ce qui est la normale (éq. 175). 

._ Mais, puisque le triangle inscrit BMA est rectangle en 
— M, la corde BM est perpendiculaire sur la normale MA à 
. la cycloïde, au point M ; et comme la tangente à la cycloïde 
- en ce point, est également perpendiculaire à la normale, 

— ilenrésulte que la corde BM prolongée est tangente à la 
4 _cycloïde au point M. 

On voit donc qu'on pourrait construire la tangente, à la 
 cycloïde, au point M, en décrivant le demi-cercle généra- 
Fa teur BMA, cercle passant par le point M et tangent à 
l'axe des x, puis en prolongeant la corde B M. Mais pour 
ne pas Gevbi construire de cercle générateur à chaque 
_ point de la courbe, il suffirait de construire le cercle 
…— générateur à la plus grande ordonnée BA de la cycloïde, 
4 fig. 54, et, par le point donné M, 
de mener la perpendiculaire MD 
sur B À, puis tracer la corde BC. 

La parallèle MT à cette corde 

sera la tangènte cherchée ; car, 

| d’après ce qui précède, cette cordé 

BC, perpendiculaire à à AC, se confondrait avec la tangente 

MT: à la cycloïde, si on ouh le cercle vers la gauche, 

- jusqu'àceque le point C, glissant sur ladroite MD, vienne 

É*  Coïncider avec le point M. 

” 125. — Cherchons antonant l'expression du rayon de 

| courbure ? à la cycloïde, 

Nous savons, art. 83, que l'expression Pltrale du rayon 

| de courbure est + dy" an | 

É 4 ER Ÿ Vox Ca 
d? y 
dx? 


sÙ, 


54 À ne. Rae 


= 154 — 


Donc, pour avoir l'expression durayon de tee dans À 
le cas particulier de la cycloïde, il faudra déduire, A lé 


Y , que 


quation de cette courbe, les valeurs de œ et de e 
dx dx? 


l'on substituera dans l’équation générale ci-dessus, et dans 

laquelle nous avons adopté le signe négatif, parce que nous 

savons que la courbe tourne sa concavité- vers l’axe se. x) 1 

art. 83, équation (124). 2 
L'équation (172) de la ee nous donne 


dy V2 
Dee he , (76). 
> dx Ÿ de 
Faisons 2 nous aUrTONS p— Van FORETIEES 
dx Y L ÿ* j Re 
2a | FCI 
ee Ho ale 


En différentiant cette dernière expression, art. 14 et Il, à 
nous obtiendrons 


/ 1/2 1/21 OÙ —1/2 fe so 


». 
44 


\ 2 \Y ; 5 
| LE te se ro y.d2a — 2a. a 4 
e : sas AN 4 
és DRE 
Y 
za dy SE RANCE TT RENE 
RE A à AY: RS 
A 
VE ES SVEESOSS 
» y Re RE 
dp a LIN POSTERS 
donc RTE RS | 4 
dy y V2ay-=v* 4 7°0 
Multipliant cette équation par, l'équation 176), nous | À 
auTONS ; SENS ; 
u ” dp ÿ. dy à a LORS V 2aÿ y ë 
dy dx | te V 2ay—y® Y 


OU Art 17; éd, 20, 
Der oud.():4r— à : 
y | 


dx o dx 2 
ou A3 y 
| Ars ei cp 


À Substituant donc ces valeurs de - et der =» (éq. 176 


cb 177), dans l'équation générale du rayon de courbure, 
_ nous aurons pour le rayon de courbure de la cycloïde. 


1 | 6 ee =) en a 


—— — —— 


sa ; - 
4 | de es More 
D Ga _ Ga (a (Gaÿe  (apt 
D, a. eat a Er dite “ 
Ro — . CE Re EPS ee 
D PP NT TE VS 
DD 23: Va’ a Va _ 232 Va 232 av? | 
Ru." = — 93/2 —— — — = NRA ITA 232 ar/2 
M 2 55 Foy: 
a LES ES dé y 
5] E_- = as a y? |ennous rappelant (algèbre) que a-"— 


À 2 Vzay (178). 

Cette expression du ue de courbure de la cycloïde 
D MN a NU 

Kiet Leu de la normale, (équation 175) ou. 
normale —V2ay, 


1° la fe: 55, est double de la normale MR. 


lon de la développée à la cycloïde. 
Nous avons vu, art.83, équations (120) 
_ et (121), qu'entre les coordonnées et f 
de la développée à une courbe, on a les 


A? 


| relations 
dy ° dy°\dy 
D ne 
É < d’y À de d’y PENSE 
Re dx* dx? 


nous montrent que le rayon de courbure MM de la cy- 


126.— Cherchons maintenant l’équa- 


104 


re 428 els 


RES 3 DE y ; 2a : 2a 
TRS ARR ERP ed 
FPT a CU 
| y’ y’ | six TR 
Li+ ii: : au Vzay—y" J 
rx CI 4 y FE Que de ; " ES 
Ses Le | —# 
Lo NE 
ÊESS V4 | js Y_Vzay— 28ÿr0 Ye | 2aÿ—Y"; 
y? y? a 
donc de foros on tire Y=—=— 6; | 
et de x—a—-2V2ay—y? on tire x—4—2V2ay. ya: 


pen PSE te CARE te MR TU mx td FAUNE a Dons due 


“ou da V2 af—f7: TL SES 


se 156 Eu 


= et de d°Y tirées de l'équation de la cycloide (équations ù 
X X° & 


(176) et (177), et nous aurons 
LS OL re 


et en pee dans cette dernière équation y par — he 
on aura 


Substituant ces Nalone de y et de x in l'équation COR 
de la cycloïde, art. 120, on obtiendra LASER 


d.(a—2y—2a FR RAS BACH 


a 
où du-zd(2af pepe = 
| V—2af— CE 
ou da—2| das er (2888; FE 
San 
ou du— less ge *C Ra Far 
—2 
Taha VE Zag st 


ou d & V—2a8— 874 2ad8+28d8—3d8, e k ‘ 
où d à V—2a8 87 + 2adf +840, 
ou da V—2ai f7 + (2a+$) do; (r70)200 TETE 
Telle est l'équation de la développée à la cycloïde cop ’ 
sentée par l'équation (172), dont le diamètre du. cercle 


+. Mu de Te an td de M OS RE" DC ANR NE 3 
. p. “ : È è . 


HR NT En 


générateur est 2a et l’origine des coordonnées en 0, fig.50. 

127. — Si l’on veut avoir l'équation de cette développée 
en fonction de l'arc, le tout étant comme à la fig. 50, 
Fig.56. , prenons, fig. 56, AO —AP—ME — (art. 

Pete 120) V2ay Ve 

D'où O00=-OP +2ME=x+ 2V2ay—y? —« 
2 d'après ce qui précède. 

Prenons OM'— she ee 6, égale- 
ment valeur trouvée ci-dessus. 

Donc le point M, ayant pour coordon- 


Fi Q? 19° 


. nées les valeurs de et de $, trouvées ci-dessus, appartient 
à la transformée. 


Mais, nous avons vu, art. 120, que OP + AP ou x + 


Vzay—y? — l'arc MA ; donc la valeur de « trouvée ci-des- 
sus peut se mettre fous la forme 
&«— arc MA + Vz2ay—y" — arc MA + ME. (x80). 

Prolongeons BA et prenons AL—BA—2a, et sur AL 
décrivons la demi-circonférence AM'L ; cette demi-circon- 
férence passera par le point M’, à cause des cordes égales 
MA et M'A prises sur deux circonférence de même dia- 
mètre. Ces cordes sont égales comme hypothénuses de 


triangles rectangles égaux. On a donc arc MA — arc M'A 


SEME = M'E. 
Substituant ces valeurs dans l’équation (180), on aura 
a— arc M'A + M'E’. 
Or, M'E' est une moyenne proportionnelle (géométrie 


:2 élémentaire) entre les deux segments AE’ et E L du dia- 
_ mètre ou entre B et 2 a—8. 


On a donc M'E'—V B(2a—6) —V 2a 8; ; et en met- 


tant cette valeur dans l'équation précédente, on trouvera 


a — arc M'A + V 2afñi—f.(r18r). 
Telle est la relation qui existe entre les coordonnées 


: 4 O0 = et OM'—$ d'un point M' de la développée ; telle 
— est donc l'équation de la développée en fonction de l'arc, 


— l’origine étant en o. 


. Si nous voulons avoir cette équation avec l’origine trans- 


- portée de O en O, fig. 56, prolongeons l’ordonnée B'D — 


art. 121; donc la développée d’une FE est une autre 


—  I58 — 


BA —2a, d’une quantité DO’ égale également à 2a,et par 
le FU O' menons la parallèle O'D' àOD ; soient O’Q0'—= K 
, O'M'—Ÿ, les coordonnées du Roue M', avec l’origine 
“ O’ ; nous avons pour l’abscisse 4', O” 9—0D—00, 1 
L 

ou Dee = circonférence génératrice — O0, 4 
ou dd —=TA— 4. | 


Pour l’ordonnée f”, nous avons | 
M'Q' — O'D — Q M, ou f"— za — f. 
On tire de ces squations | 
2 be moe A CUBES en ; 

Ces valeurs transforment |’  . (181) en 
na—0x—arc M'A ÉV 2a(2a 289 (24 COR NI de 
V4a?—2af"— 4a° +4af—f$" — arc M'A + VzaB=p? 
OÙ ra — a ANT a IL + Vrai 8e =ra— 
arcM'L+Vz2aff", 
et par suite ; |: JÉES 
é—ra—rat+arc M'L—V2af—$87 — arc ME 
PeADe Nr ti8e) | 

Telle est l'équation de la développée en fonction des 
coordonnées à et $" et de l’arc ML, c’est-à-dire avec l'ori- 
gine en O'. re 

Remarque. — Cette équation est celle d'une cycloïde, 5 


are | 
128. — On peut encore démon dela manière ane 4 
que la développée OM'O', fig. 56, est une cycloïde. En | 

effet, nous avons 
arc LM’ + arc M'A == Circonf.— Ta, 


donc arc LM'— 7 a — arc MA. 
D'un autre côté, 
arc M'A — arc AM — OA, (art. r20 et 127). | 
Substituant cette valeur dans l équation précaderie et : 
remarquant que r a—OD, en admettant que DB'soit au mi- 


lieu de l’arc de cycloïde, (plus grande ordonnée), on aura 
arc LM = x a — OA = OD— OA — AD = LO', 


se 159 Es 


1? 


v 2 
F1 
& 
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Mais l'égalité arc LM'— LO', indiquela propriété de la 
cycloïde, art. 120; donc la développée OM'O' est une 
cycloïde. | 
Remarque.— On peut donc résumer ce que nousvenons 
d exposer en disant que la cycloïde OMB', fig. 56, (dont le 
cercle générateur AMB a pour diamètre BA), a pour déve- 
loppée une autre cycloïde OM'O'(dont le cercle générateur 
-AM'L a pour diamètre AL égal à BA). On voit aussi que OD 
est la ligne sur laquelle roule le cercle générateur de la cy- 
- cloïde, tandis que D'O'est celle sur laquelle roule le cercle 
générateur de la développée; on voit encore que le pointo, 
» où commence la cycloïde,est le point correspondant à l’or- 

… donnée la plus élevée (milieu d’un arc) de la développée ; 
7 on a donc, fig. 57, la série supérieure 


È F4.57 k 

- $ d’arcs, appartenant à la cycloïde et 
4 | la série inférieure à sa développée. 
2°. — Méthode des infiniment petits. 


120. — Nous avons étudié le calcul différentiel par la 

… méthode des limites ; nous allons examiner maintenant la 

È méthode des D cn petits. 

Fe: Lesnotions que nous avons de l'infini se réduisent à cette 
14, 

“s 

28 


proposition : Une quantité n’est pas infinie quand elle est 
“suscephble d'augmentation. Par conséquent, si l'on a l'ex- 
pression x + a, et que x devienne infini, il faut supprimer 
a, autrement ce serait supposer que x eut encore S'aug- 
| 4 D de a, ce qui est contre la définition ci-dessus. 
* 130. — Cette proposition étant fondamentale,nous allons 
_l démontrer d’une manière plus satisfaisante. Soit donc 
l'équation X+a — y... (183), 
a dans laquelle a est une quantité constante. Nous pou- 
“Yons au moyen d'une indéterminée m, représenter par ma 
#. rapport des variables y et x, ou, ce qui revient au même, 


5 | Ji = ma ou max — y (184). 


24 
d > 


2 È Substituant cette valeur dans l'équation (183), on a 
È X + a — max (185) ; 


En. 


de sorte que quand x deviendra infini, cette. fractior na 


divisant les deuxmembres del’équation (185) par a. ilvient | 
+ = m (186). ï- 


Lorsque x oo infini la fraction _ atteignant son . 


+3 


dernier degré de décroissement, se réduit évidemment à 
zéro ; alors l'équation (186) devient £ 


I 
— = M. 
a , 
Cette valeur étant substituée dans l'é “quete (85), on a $ 
x£a— . 
a 


ce qui montre que quand x est infini, x+a se réduit à x 5 
donc alors on peut supprimer a, Ge 129). 
131. — La quantité à, à l’ épara de laquelle x est infini, à 
est ce qu'on appelle un BR petit, par rapport à x. 1 
On dit aussi qu'un infiniment peht est une quantité. 
variable qui à zéro pour limite ; on peut le concevoir plus | 
petit que toute quantité donnée: 

132. — Comme nous ne considérons ici que les. rapports À 
des quantités, la démonstration de l’art. 130, a lieu lOrs« 
même que x a une valeur finie, c'est-à-dire lorsqu'on donne 4 
une valeur déterminée à x, pourvu seulement que a soi À 
infiniment petit par rapport à cette valeur de x. "+2 

Par la théorie des fractions nous pouvons encore rendre | 
sensible cette vérité. En effet, si 202 compare la quantité 4 


4 
LE 


finie a, per exemple, à la fraction = — il est certain que plus 


le dénominateur x augmentera, plus la fraction diminuera;. 


deviendra absolument nulle, et, comme telle, devra être | 
supprimée devant a qui alors sera infini à l'égard de 4 


car une quantité finie quelconque a peut être considérée 
comme infinie vis-à-vis d’une quantité infiniment petite 
ou Zéro, obtenue en divisant cette quantité a en un nombre 
infini de parties et en prenant l’une de ces parties comme 
terme de comparaison avec l’ensemble a de cette infinité 
de parties 
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133. — Quoique deux quantités soient infiniment petites 
il ne s'ensuit pas que leur rapport soit nul ; car 


a 
RSR Er 
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: . a ur 
puisqu'une fraction 5 ne change pas quand on divise ses 


deux termes par un même nombre, soit ce. 

On conçoit du reste que deux quantités infiniment peti- 
tes peuvent se contenir comme deux quantités très-gran- 
des ; ainsi, en réprésentant deux quantités infiniment 
petites par dy et par dx, art. 3, il résulte de ce qui précède 
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que leur rapport ne sera pas nul ; résultat conforme à 


celui que nous avons montré, art. 3 et 5, par la considéra- 
. tion des limites. Donc, deux quantités infiniment petites 
. comme deux quantitésinfinies peuvent avoir un rapport fini. 

134. — Quand une quantité x est infiniment petite par 
… rapport à une au finie a, que nous ferons d’abord 
égale à l'unité, le carré x’est infiniment petit par rapport 
" àx, car la proportion 
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— celui des moyens, nous prouve que x’est renfermé dans x 
autant de fois que x l’est dans l'unité, c’est-à-dire un 
… nombre infini de fois. 

— Or, si cela est vrai quand a est l'unité, il n'en est pas 
se ainsi quand a égal plusieurs fois l'unité ou est une 


- Eneffet si x est nent DEE par rapport à a, la pro- 
- portion | c'e arr ee Le le 

.quiest vraie, montre que x’ est oo petit par rapport 
Ma ax, (a étant une quantité finie) ; donc en divisant par a 
les deux termes du second rapport, onauraa:x::x: 


EE 4 I 
donc - > x1 sera infiniment petit par rapport à x . Mais 
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puisque — x’est infiniment petit par rapport à x, on peut 
Y + s a : 
“représenter - x° re donconaura =x? ——,d'oùx’— 
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_sera de même de x multiplié par une quantité finie b. En 


— un infiniment petit ; donc Six est infiniment petit, ; 


x° l’est aussi, et l'on a 4 
AR RSR 2 

On démontrerait de même, à l’aide de la proportion 
XF SR ET ENTRE PROC À 
que x’étant infiniment petit par rapport à x, le termexs (4 
doit être infiniment petit par rapport à x° ; etainsi de suite 
Pour cette raison, on a divisé les infiniment petits en 
différents ordres : ainsi, dans les exemples précédents, | 
x est un infiniment petit du premier ordre par rapport à ajÿ 
x? est un infiniment petit du second ordre par rapport à am 
et du premier ordre par rapport à x ; x est un infiniment 
petit du troisième ordre par rapport à a, du second ordre. 
par rapport à x, du premier ordre par TAHOE à x’; ainsi l 
de suite. 4 
135. — Six est infiniment petit par rapport à a, il en 


effet, x peut être considéré comme une fraction dont le F 
dénominateur serait infini, et ainsi peut être représenté 
C bc . 
par"; Or, que l'on ait © ou , ces quantités n’en sont, 
CO O9 Er ' 

pas moins nulles par rapport à a. = #4 
136. — Nous avons vu, art. 130, qu'on peut PDA 
une quantité finie qui est à ajouter à une quantité infinie. 
De même, on peut supprimer un infiniment petit du pre 


cet ne petit x est à ajouter à la quantité fr 
qu'il ne peut augmenter puisqu 1] est plus petit que toute 


infiniment ne di second ordre qui RS à ajouter à à : un 
infiniment petit du premier ordre ; ainsi de suite. “Tes 
Par exemple, si l’on a |’ expression 

a + by + cy’ + dy3 + eyt, nt 
et que y (ou by art, 135) soitun infiniment petit a e- 
mier ordre, Cy’en sera un du second, (art. 134et1 30 


dy en sera un du troisième et ey* du quatrième. On doit 
donc effacer ey+ parce que ce termene peut augmenter dy 3 


de même on doit effacer dy3 parce que ce terme ne peut 
augmenter le terme cy? ; et celui-ci doit être effacé à son 
tour parce qu'il ne peut augmenter by; enfin ce dernier 
disparaîtra également parce qu'il ne peut augmenter la 
quantité finie a ; il restera donc a. 

137. — Deux quantités infiniment petites du premier 
ordre x et y donnent pour produit un infiniment petit du 
second ordre. En effet, duproduitx X y,ontirelaproportion 

L:Y.:X:XY, 
le produit des extrêmes étant égal à celui des moyens. 
Cette proportion nous montre que puisque y est un infi- 
… niment petit du premier ordre par rapport à la quantité 
…_ finie 1, x y sera infiniment petit par rapport à x puisque 
- le second rapport est égal au premier dans toute propor- 
M. tion ; x y sera donc un infiniment petit du second ordre 
… par rapport à la quantité finie 1 et du premier ordre par 
Brapportà x. - 
…_ De même, on prouverait que le produit de trois infini- 
… ment petits du premier ordre donne un infiniment petit du 
… troisième ordre ; ainsi desuite. 
…. 138. — Le principe fondamental de l'emploi des infénis 
. ou des infiniment petits, en analyse, est de ne conserver, 
À dans une équation oùentrent des quantités dedivers ordres, 
… que les termes de l’ordre de grandeur le plus élevé, art. 
130 et art. 136. 
Le calcul infinitésimal n’est autre chose que l’applica- 
“tion systématique des infiniment petits. Mais,en géométrie 
“élémentaire, on en fait usage, soit Here soit indi- 
_ rectement, dans la méthode des limites. 
a ea exemple Re proportionnalité des circonférences de 


pas un polygone et ne se confondra jamais avec un poly- 
gone inscrit quelque grand que puisse être le nombre de 
Ses côtés; mais la différence entre les périmètres tend vers 


er 


Z6rO # mesure que le nombre des QUES du polygone aug- 
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faces ou entreles apothèmes. Cesdifférences sont donc des M 
infiniment petits ; si on les supprime en présence des quan-« 
tités finies, conformément au principe fondamental de la 
méthode infinitésimale, cela revient à opérer comme si 18 
cercle était un polygone régulier àcôtés infiniment petits. 

Le calcul infinitésimal ou analyse infinitésimale com- 
prend le calcul différentiel, démontré par la méthode des 
infiniment petits ; le calcul intégral, et s'applique du reste « 
par ses principes généraux à toutes les formes diverses de … 
l'analyse mathématique. 


THÉORIE DE LA DIFFÉRENTIATION D'APRÈS LA 
MÉTHODE DES INFINIMENT PETITS. 


139. une fonction de x, 
la bee x prenne un accroissement infiniment petit que 
nousreprésenterons par dx, de sorte quexdansf(x) devienne 
x + dxet la fonction f (x + dx), la différence du nouvel 
état au premier ou f (x + dx) — f xest ce qe on appt la 
différentielle de la fonction f x. #4 

Par exemple, soit à trouver la dites de ax, 
comme cette fonction devient a (x + dx) Où ax + ide “à 
en retranchant ax, on aura a dx pour la différentielle. 
Cherchée ; et que nous avons déjà trouvé, art. 6, D 
ÿh° 4, par à méthode des limites. | 

140. — Soit maintenant à trouver la différentielle da 
ax. Faisons dans cette expression x = x + -dx,-et nous 
aurons à (x + dx)5 ou à (x3+ 3x° dx + 3x ‘dx? + dx3). 
Ouaxi + 3ax° dx + 3 ax dx° + a dx:. Retranchons. 
de cette expression a x3 et il restera 14 

3ax dx +3 4x dx + Adx 7700 

Cela étant, a dx5 étant un infiniment petit du troisie ni 
ordre, (d'après ce que nous avons vu, art. 134 et 135, $ 
puisque dx est infiniment petit), adx3 ne peut donc augmen- 
ter 3ax dx’ et par conséquent nous pourrons l’effacer, art. 
136. De même 3ax dx’, qui est un infiniment petit du 
second ordre ne PERL ANÉMENEE 3ax° dx quiest un Li ; 
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dx? et 1l restera 3ax° dx pour la différentielle, comme on 
l'aurait trouvé aussi par la méthode des limites. 

141. — D'après le même principe, on différentiera toute 
autre fonction de x, en ayant soin de supprimer les infini- 
ment petits des ordres supérieurs, ce qui se ramène à ne 
conserver que le premier terme du développement, comme 


on le fait par la méthode des limites. 
Par exemple, pour trouver la différentielle de f x, au 

lieu d'écrire, comme à l’art. 7, équation (7tiers) : 
=" f(x +h)—fx 
ÿ ( Le — À +Bh + Ch’ +etc., 
D: 
4 équation qui, dans le cas de la limite où h — o, donne 
dt 
d = — dx — A dx 


… pour la différentielle, 
… on aurait, par la méthode des infiniment petits 
4 f(x + dx)—fx + Adx + B(dx): + C(dx)3 + etc,, 
(d’après la formule du binôme et où À, B, C, etc., repré- 
sentent des fonctions de x). 
Retranchant de cette équation la fonction primitive, 
art. 139, il reste 
A dx LL bdxe ME dx tete 
et en supprimant les infiniment petits des ordres supé- 
rieurs, dx étant infiniment petit, art. 140, il resterait seu- 
nent le terme À dx qui serait la différentielle cherchée, 
résultat conforme à celui obtenu ci-dessus par la méthode 
des limites. 
142. — La différentielle du produit de deux variables 
x et y s'obtient en supposant que quand x devient x+dx, 
» y devienne y + dy ; dx et dy étant des infiniment petits. 
» Le produit x X y sera donc alors 
(x + dx) (y + dy)ou x y + ydx + x dy + dx dy ; 
et en retranchant x y, art. 139, il reste 
à y dx + x dy + dx dy. 
_ Le dernier terme de ce résultat étant un infiniment petit 
“du second ordre, art. 137, peut être supprimé, et l’on a 
… enfin pour la différentielle de x xX_y : 


L'ART Ci SES 


DORE AMEN 


QE à Nes 


Là - 
la 


nn 


LRO RÉ Ma ES Een NEC A AE be RE 0, DORE ESS EE RS EE ARS RO EE mat 
“. 4 ‘ : F3 * r 2 


parles mêmes procédés que ceux que nous avons 1 employés 


net 217 dEe (termes en dx’, en dx5, er à 
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sorte naissance au calcul différentiel. Pour résoudre 
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y dx + xdy, 
résultat obtenu déjà par la méthode des limites. 4 
De cette différentielle, on déduira celle du produit d'un | 
plus grand nombre de variables et ensuite celle de x", 


dans la méthode des limites. 1 
143. — Pour obtenirla différentiellede a*, on cherchera ë 
d’abord le développement de a* tx, dxétantun infiniment 
petit, ce développement, analogue à à celui de a* +? > art. 
24, Sera 


On retranchera de ce développement a*, et 1l este 
as +4 —ax —A ax dx +a* (termes en dx°, en dx3, etc.) 
On supprimera ensuite tous les termes d'ordres supé- 
rieurs au premier, et il ne restera que le premier terme 
À a* dx qui sera la différentielle cherchée, comme celle 
obtenue par la méthode des limites, art. 24, éq. 31. ; 
De la différentielle de a* , on déduira, comme nous l': a 
vons fait par la méthode des limites, art. 28, a Gérena 4 
tielle de log x. TPE 
144. — Pour trouver la différentielle de sin X, On posera 
d'abord, d'après la trigonométrie, sin (x+dx) sin x A) 
sin x cos dx + sin dx cos x — sin x. 551 
L'arc dx étant infiniment petit, on a, (ironométre) É 


Cos dX OUCOS OR EF, ét Sin dx où SD à 
Ces. valeurs substituées dans ds cqustes précédente. à 
donnent “ 


comme avec la méthode des fee e 30. 14 
145. — Le problème des a nR NES a donné en quelqu ; 


problème par la méthode desinfiniment petits nous ve 
Fig,.58 rons de la manière suivante : RU 
Soient, fig. 58, MP et M'P' deux. a n- 

E'nées, de la courbe OMM, infiniment pr 0- 

ches: PP'est donc un infiniment petit. Soit 

F0 PPX ME une parallèle à l'axe e des x; la tanger te 


…… MT, au point M, peut être considérée comme le prolonge- 

…… ment de l'élément MM'de la courbe, parce que cet élément 

…. ou arc étant très-petit, peut- -être considéré comme étant 
- en ligne droite. 

Faisons OP = x ; MP — y ; PP’ — dx, l'accroissement 
infiniment petit de x ; et M'E — dy, l'accroissement infi- 
…. niment petit de y. 

_ Le triangle infiniment petit M' ME étant semblable au 
triangle MTP,ona 
1 ME : ME:: MP : TP, oudy: dx : Va DbE 
3 | donc la sous- tañgente ANNEE" D 
comme par la méthode des limites, art. 47. 
. La longueur de la normale, de la {angente et les équa- 
‘4 ions de ces lignes se trouveront ensuite comme dans les 
: - articles 50, 49, 51 et 52 de la méthode des limites. 
3 146. — Pour obtenir la différentielle d’un arc f(x, y), 
on considérera comme une ligne droite l'arc compris entre 
| jes coordonnées infiniment proches MP et M'P’, fig. 58, 
“ou coordonnées y et y+dy; alors en désignant par S l’arc 
tar jusqu’au point M, et pardS Re D 
É ppeut MM de cet arc, on aura, dans le triangle rectangle 
M'ME dont les côtés sont M'E—dy, ME—dxetMM'—-dS, 
par la Hs du carré de l’hypoténuse : 
4 AS = dx dy, 
ce qui est la différentielle de l'arc S, laquelle est SE même 
que pelle obtenue par la méthode des limites, art. 88. 


‘4 ra 
# — Méthode de Lagrange pour démontrer les 
- principes du calcul différentiel, indépendemment 


EC Doi. ou de toute quantité évanouissante. 


nur | 147. — Nous avons étudié la différentiation par la mé- 
ES des limites et par celle des infiniment petits. Nous 
allons maintenant démontrer le théorème de Taylor sans 
“faire usage de calcul différentiel, en employant seulement 
des procédés ei tiques pour trouver le développement 
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des différentes sortes de fonctions que l'algèbre peut nous « 
offrir. Une fois le théorème de Taylor connu, on peut en 
déduire avec facilité les principes de la différentiation. =. 
Ce théorème de Taylor, qui est aussi d’une si grande 
utilité, avons-nous vu, pour développer des fonctions en 
séries, peut s’obtenir donc de la manière suivante : 3 
Soit y—f(x+h). On conçoit parfaitement que si, dans 
cette fonction, on fait h—o, l'expression f(x+h) se réduira 
à fx ; et c'est ce qui aura lieu si, dans le développementde 4 
cette fonction, la partie qui contient h est un multiple de b. 4 
Représentons-la donc par Ph; nous aurons | 4 
Fe 1 De ie : 3 
P pouvant être une fonction de het pouvant aussi avoir. D 
. des termes indépendants de h. : 
Si, maintenant, nous représentons par p ce que dei 0 
P lorsqu'on fait ha 0; et par Oh la partie de P qui dépend … 
de h et qui s'évanouit quand h— 0, nous aurons encore 
P=p+Q h. 
En continuant ce raisonnement, nous obtiendrons cette | 
suite d'équations : 


fr 
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D ee ë + Oh, 
O = q + Rh, 
etc retc:eic. 2. #4 
Remplaçant, dans la première de ces équations, P par. sa. 
n ‘ , valeur tirée de la seconde, nous aurons 
4 ÿ {x + (p+Oh —f + ph + Oh. 


donnée par là troisième, il viendra … 
y—fx+ph+ qh‘+Rhs. ES 
En continuant ainsi, et en mettant f (&-+h) à la nie. d 4 
y, nous aurons, en général | 


x 
x 


| 


3 (s+h)= fx + ph + dh+rh5shs+ths ete. (187 
‘à 148. — L'expression f (x+h) représente, en général, la. 
É. fonction qui n’est pas encore réduite en séries. Si on veut 
à la réduire en séries en changeant xenx<+i,on obtiendra F 
4 le même résultat que si l’on changeait h en h+i 1. En 
é- effet, cette fonction ne pouvant renfermer x sans Hit cet jee 
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variable ne soit suivie immédiatement de h, puisque par- 
tout on remplace x par x + h, un terme honte. tel 
que A (x+h}", par exemple, a on aura changé x en 
x+1, deviendra À (X+1+h})", quantité qui est ta même 
… que À (x+h+1)" qui résulterait de la substitution de h+i 
— à la place de h, dans la fonction A(x+h}". 
Ce que nous venons de dire de ce terme devant s’appli- 
quer à tous les autres, il en résulte que, dans les deux 
hypothèses, le premier membre de l'équation (187) don- 
nera lieu à des résultats identiques ; donc le développe- 
ment fx + ph + qh? + etc., donnera le même résultat en 
y remplaçant x par x +1, ou h par h+i. 
149. — En substituant d’abord h+i à h dans fx + ph + 
qh? + etc., on aura 
LEE fx+p(h+1)+q(h+1)2 +r(h+1)5 +<etc.(r88) ; 
développant les termes en h de ces binômes, il viendra 
…._ _f(x+h +i)—=fx + ph... + qh° +2qh1...+ rh5 + 3rh°1 + 
D srhi Leic,, + pi + qi + etc..)...(189). 
Pour obtenir ensuite le résultat de la substitution de 


LL xàax +1, dans l'expression fx-+ ph + qh?+r h3+ etc., 
—. remarquons que dans cette série, tous les h étant en évi- 
4 dence, cet accroissement n’entre pas dans fx ni dans les 
… coefficients p, q, tr, s, etc., quantités qui ne pouvant donc 
… renfermer que x, en doivent être regardées comme des 
…. fonctions ; et puisque l'équation (187) a lieu pour toute 
£ fonction de x, la substitution de x +1 à laplacede x chan- 
… gera, d'après L équation (187) : 

ÿ sen fSÉpt Eqir-ri + si4+ etc., 

Ê. pen p+pi+ pli + p'is+ pit + etc. 

4 qenq + qi+ q"1? + q'is + q''it + etc., 

enr + ri-Lr't ET 13 r"i4 + etc, 

à sens + s1+s"12 + s"13+ s"14 + etc., 

4 etc. etc. etc. etc: etc. ; 


les lettres accentuées, repr ésentant les coefficients des 
différentes puissances se 1 dans ces développements. 
… En substituant ces valeurs de fx, de p, de q, der, des, 
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tc., dans la suite, (éq: 187), fx + ph + qh° +rh5+etc., 


_ membres des équations (189) et (190), il faut pour que cette différe 


nous obtiendrons : f(x+1+h) ou, art. 148,f(K+h+1)=fx + 
pi+qi?+r15+etc. (ppp te +etc.)h+(q+q1+q"12 Sr * 
etc.)h2+(r+ri+r'i? +etc.)h5 +etc. (190). ‘4 
150. — Ce développement du second membre dev 10 
être identique, art. 148, à celui quiest donné par l'équation \ 
(x89), il faut que les termes qui y contiennent les mêmes … 
puissances de h soient égaux. (1) Nous aurons donc 
p'+ pli pi letc, =D ets 
q+qi+q'1i + etc. —q + 3r1 +etc.; 
TT ET i + etc. 


(1) Lorsq'une équation, telle que 
Axm + Bxm-1 4 .Cxm—2, PL (1), j ; 

a lieu quel que soit x, il faut nécessairement que chacun des coeñi- 
cients À, B, C, D), E, soit nul, En effet, puisque x peut avoir une va 
leur quelconque, faisons x —0, l'équation (1) seréduiraà E =0o; et 3 
comme E est indépendant de x, ce terme sera donc encorenul lorsque 
x n’égalera pas zéro ; d’où il suit que l'équation (1) seréduira à 4 

Axm + Bxan--1 + Cxm—2 Lt, Dx — 0; Cr 
supprimant le facteur commun x, 1l restera 

Rien dE EitRr + Cxn—3 +..+ D =o. 


employé à l'égard ne équation (1), nous prouverons que D est nul ; et 4 
en continuant ainsi, noustrouverons successivement que les autres $ 
coefficients le sont également. 

Cela étant, comme les seconds membres des ts co, et (go 
sont identiques, art. 148, On à 


fx pie ….+qh@2 +2qhi+...+rh$+3rh#i43 rhiz + etc. + pit qi + 0 
x+ pit ais etc. +(p+p'i+pi +etc. )h+(q+q tete, JE 20 
(ar i+r”1i2 etc.) h° +etc, . | 
En retranchant le second membre de: premier, mettant n ,h 2 etc. 
_en évidence, On aura : 
fx — fx + pi +qiz +etc.— pi — qi2z —étc. re to + 2 qe 
3ri?+ etc.) —(p+ p'i+ p’iz + etc.)]h+ [(q y raiPetc) 
(q + q'i + DE AIRE EiC.= 0) FAUNE 


ou ns. 
[p+z2qi+arir+etc) — (p + pi+p'is ete) h + La = 
Ti + etc, — (q + qi + etc.)]h?+4-etc. #e 0} A 


Or, pour que cela ait lieu quel que soit h, il fut d’après ce que n 
venons dé dire au commencement, que chacun des coefficients de h 
h2,etc., soient nuls ; et comme ces coefficients sont formés respective- 


ET 


menti de ET nine des coefficients de h, de h2, etc., des seconds 


soit nulle, que ces coefficients soient égaux deux à deux ; don 


Y 
les termes qui dans ces SE contiennent les mêmes SpHs 
de h soient égaux. C. Q. F US < 


l Ce que nous disons de h pouvant s'appliquer à i, en 
…_ égalant les termes affectés des mêmes puissances de i, 
3 nous trouverons 

c P— 24) HÉRNT Lier Ot OS CIOr) 
ce qui revient à égaler les termes affectés de hi, de h’1, de 

_h5i, etc., des équations (189)et (190). 

… 1er. — Nous avons vu, art. 149, que p était en général 
_une fonction de x ; représentons donc p par fx, et appelons 
- fx le terme qui multiplie h dans le développement de 
- f'(x+h) ; nommons de même f" x le coefficient de h dans 
» le développement de f”(x+h); et ainsi de suite, nous 
_ aurons les équations, art. 147, 

MG th) — — fx + hfx + termes en h°, en h3, ect. 
“f(x+h) —fx + hf'x+ termesenh’,enhs, … (192). 
5e — f'x LE hf"x L termes en h? en, 
1050 etc. se | 
152. — Nous venons de voir, article précédent, que 
pe, -par hypothèse. Donc, si dans cette équation, on 
semblablement à la valeur de 


PTS 


de p, 7 0. 
 f(x+h)=p+p h — p'h: + p"h3 + etc. Crua 

DA blacant. dans cette équation, f'(x+h) par sa valeur 
| donnée par la seconde des équations (192), nous aurons 
 p+ph+p'h’ etc —fx+hf'xtermes en h°,enh3.etc. 
_ Cette équation ayant lieu, quelque soit h, 1l fut que les 
termes des mêmes pe de h soient égaux ; donc 
we”. F De Fe — f" x ° 
Bite valeur de p' changera la cn des équations CEOT). 
; en n fx — — 2 q ; d’où nous tirerons 


q=>fx. 


É sé: dans cette équation, nous changeons x en x+h, nous 
4 (comme à l’art, 149, sopRnees de q où h est 
$ remplacé par i): F 

|: LTAREARSS q+qh+q'h* +ete.— = =f" in: 


remplaçant f’(x+h) par son D etant donné par la 
rroisième des LAPAPTS (192), nous obtiendrons. 


TE 
At 


— 172 — 


q+qg'h+q'h?+etc. — - = (Px + hf"x + termes en Lh?, | 
Horétos) 4 
Comparant les termes qui multiplient la première puis- . 


sance de h, nous aurons q' AS fx, valeur qui Rs DUSCLSS 


dans la seconde des équations (or) la changera en — SITES 
3r, d'où nous tirerons | 
D. | LL 

Shea | 2 
En continuant ainsi, nous trouverons successivement 
tous les autres coefficients de l'équation (187) ; substituant 
dans cette équation les valeurs de p, de sl de r, etc: nous k 
aurons ne 1 à 
f(x+h) = RERIxXT tr X + … fx Fe (194). 


153. — S1 nous ne ke maintenant la première a 
équations (192),nous verrons que fx étant le coefficient a 
h dans le développement def (x+h),est ceque nous avons | 
dé d:fx;: -dye 

ésigné, dans la méthode des limites PAT OS 


même raison, en considérant la secondedes équations (192), 
nous reconnaîtrons que le coefficient f'x de la re 
puissance de h, dans le développement de (&+h), doit 


par 


a. 
df'x dx (dr d'y 
être représenté par PU ’est-à-dire par — ou Fee ; : et 


ainsi de suite ; par conséquent, en mettant ces valeurs de. 
fx, de fx, de fx, etc., dans l' équation (194),noustrouverons 
2 xr D 3 

bete 5x her en + etc... (195) 
ce qui est la formule de Taylor que nous avons obtenue 
par la méthode des limites. | . 

Mais pour ne pas emprunter à la méthode des oi 
et nepas faire usage de calcul différentiel pour obteni 


cette formule, l'expression _ qui entre dans cette formul à 


* 
s'É 


sera considérée ici comme le signe de V opération algéb 


d’y se 
dx?’ dx 
opération répétée nous sn connaître les coefficients des 
autres puissances de h ; de sorte que pour ne pas faire 
usage de calcul différentiel, nous n'avons besoin que de 
: connaître, par des moyens tirés de l'algèbre, ce que doit 


les eXPressions -—- ,etc., nous indiquent que la même 


Tr 


être l'opération représentée par le signe pour chaque 
_ fonction. dy 
Ainsi, par exemple, si nous voulons savoir quel est 4e 


+ pour la fonction x", nous devrons développer (x + h)" par 
… Ja formule du binôme, (algèbre ui donnerait x" + 
: , 5 4] 


mxv—h + etc;et comme doit indiquer le coefficient 


de la première puissance de h, dans ce développement, 


> nous aurons _. — mx", Ainsi, tout se ramène à pouvoir 


. trouver, par des procédés analytiques, le développement 
des différentes sortes de fonctions que l'algèbre peut pré- 
senter ; ces procédés ne sont pas différents de ceux que 
nous avons fait connaître pour développer les diverses 
…. fonctions, qui, par leur combinaison, donnent toutes les 
autres ; c'est ainsi que uous avons donné, par exemple, le 
… développement de a*+h, art, 24. 

154. — Nous avons donc ici une troisième méthode, qui 
- nous permet de démontrer les principes du calcul différen- 
… tiel indépendemment de toute considération de limites, 
… d'infiniment petits, ou de quantités évanouissantes ; en 
— effet algébriquement nous pouvons obtenir la formule de 
… Taylor et en déduire les principes de la différentiation. 

3 Mais cette méthode ne peut exclure les deux autres, 
* | parce que quand on arrive aux applications et qu'on veut, 
- par exemple, déterminer les volumes ou les surfaces, rec- 
—… tifier les courbes, ou obtenir les expressions des sous-tan- 
“… gentes, etc., on st toujours obligés de recourir aux limites 
Maux infiniment petits. 

. 155. — Si nous considérons les développements des di- 
….verses fonctions (x+h}", a*+®, log(x+h), sin(x+h),etc., 
pans l'algèbre nous présente; ces fonctions étant en nombre 


h n’est ni nul niinfini, du moins tant que x conserve sa À 
valeur indéterminée ; c’est du reste ce qui résulte de la 4 
démonstration précédente. En effet, supposons qu'on eût 3 
p—0 dans l'équation 
ah) ? +rhs +etc., 

il pourrait se Nue deux cas : ou la valeur de x, que | 
renferme p ou fx devrait être donnée par une équationté ee 
qui serait identique ou qui ne le serait pas. Or, nous ao 
démontrer : 1°, que si cette équation n'est pas identique taf | 
valeur de x n’a plus une valeur quelconque, ce qui est con- 
tre l'hypothèse ci-dessus ; et 2°, si cette équation fx—0 
était une équation identique alors on aurait |’ équation fx a 
qui serait ouidentique ou constante, ce qui est sgaleness Ë 
contre l'hypothèse. Donc pne peut égaler zéro. | ‘à 
En effet, dans le cas où p—0o représente une équation 
qui n'est pas identique, elle est alors d’un certain degré, 
etelle ne donne ainsi qu'un nombre limité de valeurs 
de x, ce qui est contre l'hypothèse qui admet "POS se. 
tie valeur quelconque. A ; 
Et si p ou fx — o était une équation identique « en x, ( CE 2 
I (x + h)—0o;e É. 
comme hentrerait partoût où entrex, cette équation, consi- 
dérée par rapport à h, serait encore identiquement nulle, 
c'est-à-dire que cette équation aurait lieu quelque soit. h;® 
il en serait donc de même de son dep es qui, 
d’après l'équation (193), est S 
p+p'h+p'h:+p"h5 + etc. —=0:. SE 

mais lorsqu'une équation de ce genre est nulle, indépen- 
_ demment de h, il faut que les coefficients des. différentes 
puissances de h soient séparément nuls, page To et par 
conséquent que l’on ait “LES 
p—0,p'—0,p" — 0, etc. LT ASS 2 
| 3 15e 
(x) Le cas où p ne contient pas x est compris | dans celui-ci ; car s si 


la valeur de p, qui est nulle, est représentée par a —a, par M Le 
on peut la considérer comme a — x — (a — De ht 


IN 


En substituant ces RICE QE les équations 
p—=2q; p—3r,p" —4s,etc., 
qui résultent de l'identité des termes affectés des mêmes 
. puissances de i h, de i* h, de is h, etc., dans les suites 
D Gi) et (190), on GbUendrait 
à TROT 0 0 OL0r; 
| et, comme en outre p—0, l' on (192) se réduirait à 
f(x+h)= fx. 
I faudrait donc que x+h, mis à la place de x, ne chan- 
| geât pas la fonction, ce qui exi igerait que cette fonction fût 
—_ identique ou constante ; car on sait que si fx était, par 
… exemple, decette forme, x° —x? ,ou decelle-ci,c+x? —x?, 
la substitution de x+h à la See de x donnerait ours 
38 même résultat ; et l'on voit que dans le premier cas, la 
2 fonction serait identique, et dans le second, se réduirait 
_ à uneconstantec. 
._ Donc, on peut conclure de ce qui précède, que p ne peut | 
…— étre nul, c'est-à-dire que le coefficient de la première puis- 
… sance de h, dans le développement général de f (x+h), ne 
_ peut être nul. x 
… Nous allons maintenant démontrer que ce coefficient ne 
… peut être infini, sans que la fonction proposée fx le soit 
… également, ce qui est contre l'hypothèse. 


_tion (187) RAA infini, le premier membre le serait 
- aussi, C'est-à-dire qu'on aurait f(x+h) = © ; et comme 
Cf (x-+h) est composé en x+h,comme fx l’est en x, le terme 
qui, dans f (x+h), rendrait cette expression infinie, 
| devrait aussi rendre infini fx. Par exemple, si f(x+h) ren- 


à - fermait un terme tel que : ques est infini, il 


(x+h)—(x xLh) 


il est évident qu on devrait avoir dans x, ) 


X—X 
qui serait également infini ; et par conséquent la fonction 
| proposée serait infinie; ce qui est contre l'hypothèse. 

._ Donc le coefficient de la première puissance de h, ne 
_ peut être ni nul ni infini, tant que x conserve sa valeur 
_ indéterminée. 


En effet, si p était infini, le second membre de l’équa- 


156. — Lagrange appelle la fonction ‘prime, la fonction | 
seconde, la fonction tierce, etc., de fx, les expressions Fx,. 
fx, fx, etc., Ces fonctions re en dehors les fonctions | 

CE Ares art. 157, de fx. 

Lagrange indique également, d'une autre manière, les 


Le dérivées en remplaçant S par y, _ par y”, 


— : Ÿ bar y", et ainsi de suite. 
DES DÉRIVÉES. 


157. — On appelle dérivée d'une fonction y=$, relati= 
vement à la variable x dont cette fonction dépend, la li- 
mite du rapport de l’accroissement de la fonction à l'ac- 
croissement correspondant de la variable. : fn: 

Représentons par Ax l'accroissement donné à x ; par ss 
celui 4 en résulte pour y, de telle sorte que l on ait 


Y et par suite, Ay —f(x+Ax) —f%x, et 
d _fe+An Re 
AVE AxX 


Si, dans cette fonction, qui est le rapport des accroisse= 
ments finis de yetde x, on supposse que Ax dcr : 
indéfiniment, ce rapport tend, en général, versune cottal 
limite qu’onnomme la dérivée de la fonction. Onla der Ta 
par l'une des notations y'ou f(x). Donc, par définitions + 

Y: —-Hn). ST im. RDS 2 x). 


Dans le calcul différentiel, cette dérivée est pr + à 


dy i 


a) 


par Le , C'est-à-dire par le quotient des deux différentielles : 
dy et ax. 113) 
Les accroissements correspondants À x et A Y de la "| 
riable indépendante x et de la fonction y peuvent être 
positifs ou négatifs ; on leur donne cependant toujours le 
nom d’accroissement, mais l’on doit se rappeler que Ce 
mot est pris dans un sens algébrique et peut so E 
diminution. 
Soit la fonction algébrique rationnelle et entière : 


= A x + Ban + ,, + Px+ Où 


d'une série, savoir : 


— 177 —— 


Remplaçons x par x + Ax, calculons l'accroissement de 


y, et divisons par À x, nous aurons : 
AY 


TE A(mx®-1+...)+B ((m—1) xt +...)+...+...+P; 


expression où tous les termes représentés par des points 
contiennent À x en facteur ; il en résulte qu’à la limite, 
pour À x — o, ces termes disparaissent et nous trouverons 
simplement 

yY—=mAx®Tt+(m—I1)B x" +... + P. 

Remarquons que ce nouveau polynôme, qui est la déri- 
vée du polynôme proposé, s'obtient en multipliant chaque 
terme par l’exposant de x dans ce terme, et diminuant 
l’'exposant d’une unité. 

Comme cas particulier, la dérivée de x est 1. 

On définit quelquefois en algèbre le polynôme dérivé 
comme étant le coefficient de la première puissance de h 
dans le développement du polynôme où l’on remplace- 
rait x par x + h. Il est facile de reconnaître que cela a lieu 
effectivement. 

La définition de la dérivée, donnée plus haut, n’est donc 
pas contradictoire avec celle qu'on donne en algèbre, 
mais elle est beaucoup plus générale et s'applique à une 
fonction quelconque. 

Une dérivée étant connue, on peut se proposer de re- 
trouver la fonction primilive, c'est-à-dire la fonction dont 


elle est la dérivée; cette recherche, qui est l’objet du calcul 
intégral, n'est pas susceptible d’une solution générale, 


tandis que, quelle que soit une fonction donnée, on peut 
toujours en obtenir la dérivée. 


DES SÉRIES. 


158. — On appelle série une suite indéfinie de termes 
procédant suivant une loi déterminée. 

Silestérmesd'une série sont désignés paru: ,U: ,... Un , le 
terme général u, est fonction de n. 

Représentons par Sn la somme des n premiers termes 


SD=U HU +. +. 
12 


as 178 me 


Cette somme, de même que u, , sont des fonctions de n. 

Cela posé, trois cas peuvent se présenter : 
°_— Sila somme Sn des n premiers termes tend vers 

une limite finie et déterminée S, lorsque le nombre n croît 
indéfiniment, la série est dite convergente. 

2° — Dans le cas contraire, c'est-à-dire quand la somme 
Sn peut croître (en valeur ne ou delà de toute limite, 
la série est dite divergente. 

3° — Enfin, s’il arrive que la somme Sn, sans croître au- 
delà de toute limite, n'ait pas de limite déterminée, la 
série n'est ni convergente n1idivergente; on l'appelle, dans 
ce cas, série indéterminée. 


Note 1. — Pour ne pas sortir du cadre que nous nous sommes tracé, 
nous nous contenterons de ces quelques notions sur les dérivées et sur 
les séries, notions que nous avons crû utile de donner. 

2. — Dans ce qui va suivre, nous indiquerons les articles en faisant 
suivre leurs n°5 des lettres C. D. pour le calcul différentiel, et C.I. pour 
le calcul intégral. 


Tr 


CALCUL INTÉCRAL. 


1. — Le calcul intégral est l'inverse du calcul différen- 
_tiel ; son objet est de remonter d’une dérivée ou d’une 
différentielle donnée à la fonction d’où elle a pu être 
déduite. 

Soit, par exemple, u — F (x) une fonction de la varia- 
ble x et f(x) dx sa différentielle ; par définition, on a 
du — f(x) dx. La fonction u est appelée l'intégrale de 
f(x) dx, et on la représente par le signe f f(x) dx. 

Une différentielle a une infinité d’intégrales, lesquelles 
ne diffèrent que par une constante. Si, par exemple, F (x) 
a pour différentielle f (x) dx, F (x) + constante sera l’ex- 
pression la plus générale qui possède cette différentielle. 
C'est l’intégrale générale, ainsi appelée parce que la con- 
stante n'est pas déterminée. Ainsi, par exemple, 

TERRE RE RCE: 

En effet, comme nous avons vu, 5° art. 6, calcul diff., 
une constante n’a pas de différentielle ou, si l’on veut, a 
pour différentielle zéro ; donc en intégrant une différen- 
tielle on peut ajouter une constante quelconque ; donc une 
différentielle a une infinité d'intégrales différant par la 
constante seulement. | 

Les intégrales particulières sont celles qui se déduisent 
de l'intégrale générale pour une valeur particulière attri- 
buée à la constante arbitraire. 

On sait toujours différentier une fonction f (x) exprimée 
au moyen des signes ordinaires del’analyse. Au conträire, 
on ne sait que rarement intégrer une différentielle f (x) dx 
prise au hazard. Toutefois, on conçoit que l'intégrale existe 
toujours, et on peut se proposer ou de la trouver ou d’en 
connaître les propriétés. 


INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES MONOMES. 


2. — Nous commencerons par le cas le plus simple ;et, 
à cet effet, nous allons examiner comment on peut trouver 
l'intégrale de l'expression x" dx. Voici la règle : 

Pour intégrer l'expression x" dx, 1 faut augmenter l'ex- 
posant d'une unité, et diviser par cet exposant ainsi aug- 
menté et par la différentielle. Ainsi, on aura pour l'intégrale 


2 IN ET 


Die LL 

En effet, différentions l'expression x"+', nous trouve- 
rons, art. 12, Calcul différentiel : 
dix 7m PE 0Ee 


d'où nous tirerons 
d. x où pal: 
— — xn dx 3 
m+I 
et puisque la constante m+ 1 n'influe pas sur la différentia- 


tion, nous pourrons écrire ainsi l'équation précédente 


cherchée : 


m+-1 
À XXe 
m+I 
donc, . quantité qui,par la différentiation, a donne XWORS 
est —— ; C. ©. FE. D. 
en à 


On indique cette opération en plaçant, avant la difié- 


rentielle, la caractéristique f, qui signifie somme ou inté- 
£grale, de sorte que nous aurons 
x” I 
RUE I 
j m+1" Ne 
Comme second exemple, soit à intégrer l’ expression 


a dx 
—— , NOUS aurons : 


Pour troisième exemple, soit à intégrer yzz dx,nous 


aurons 

IAE: X 213+1 X5/3 x5/3 
PAR OX) xx — == ne 28 
S 2 


5 
— I né 
3° 3 


{ 


—  ISI — 


3. — Si maintenant nous différentions à + x", nous 
obtiendrons m x"-'dx, comme si nous n’eussions diffé- 
rentié que x”, puisqu'une constante n’a pas de différen- 
tielle ; par suite, en intégrant, nous devrons restituer une 
constante à l'intégrale, art. 1. Aïnsi, dans les exemples 
précédents, nous écrirons 
funds cad 2 

Ie PES 

Cette UE C, qui disparaît par la différentiation, 
est quelconque, à moins que la nature du problème ne la 
détermine, comme dans le cas suivant, par exemple. Soit 
à intégrer l'expression a dx ; on aura 

fadx=ax +C, 
qui est l'intégrale générale, et qui représente une infinité 
de droites parallèles MN, M'N', M'N',etc., fig. 59. 

Mais si dans le problème, l’on n’envi- 
sage que la droite MN, déterminée de 
position, parce qu’elle passe par le point 
B dont les coordonnées sont x — 0 et 
y—0B—b, on aura en portant ces coor- 
données de B dans l'intégrale générale 

b—axo+C, 
ED: 
donc, à la droite AB correspondra l'intégrale particulière 
Y—ax+Db; 
dans laquelle la constante est déterminée. 

4. — Si la nature du problème ne détermine pas la con- 
stante,on peut déterminer celle-ci en l’assujettissant à cer-- 
taines conditions. Ainsi, soit par exemple, la différentielle 
adx dont l'intégrale générale est 

NT ax t: C7 


+05 fRrdxSVxr +. (a 


M? Y 


) 
on fera donc dans l'équation 
O—=ab +C, d'oùC —— ab; 
et l'intégrale particulière sera, en substituant cette valeur 
de C dans l'équation générale : 
7 — ax — ab — à (x—b). 


Et, en effet, les coordonnées y—0o, x=—b, satisfont à 
cette équation. 


5. — Remarque. — La règle exposée à l'art. 2 admet 
une exception lorsqu'il s agit d'intégrer dy—x"dx, c'est 
lorsque dans cette expression on a m——1. En effet, alors 
la règle conduit à ce te 

ele 
== LHC CRC C. 
Jroèe 3 ÎE Se = + © + 


Donc la règle n’est pas ICE ne ce Cas. 
Mais alors, on peut recourir à ce procédé : on remarquera 


1 x ÿ 
que x7 dx — — dx; Or, cette expression SERA 
X x | 


rentielle de log x, (art. 28. cal. diff.) ; donc,nous aurons 
Jhr = 10 x Ce 

INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES POLYNOMES, 

AINSI QUE DES DIFFÉRENTIELLES COMPLEXES DONT 


L'INTÉGRATION PEUT S’EFFECTUER PAR LA RÉGLE 
EXPOSÉE à L'ARTICLE 2 


6. — De même que la différentielle d’un polynôme est 
composée de la somme des différentielles de ses termes, 
art. 15,C. D, de même intégrale d'un polynôme est égale 
à la somme des intégrales des termes qui le composent. 

Par exemple, 


j'{srax+ _ a) = eat _faxx 
3 enr / a D 
gr PC (aICle2) = ES 


Remarquons que nous n'avons mis ici qu’une constante, 
quoique chaque terme donne une constante à l’intégra- 
tion ; mais la lettre C représente ici la somme de ces con- 
stantes partielles. 

7. — Tout polynôme, tel que (a. + Ex = c420000 
elc.)" dx, peut s’intéorer par la méme règle, lorsque m est 
un nombre entier positif. À cet eftet, il suffit d'élever le 
polynôme à la puissance m et nous retombons sur la règle 
précédente, c'est-à-dire qu’il faudra ensuiteintégrer chaque 
terme séparément. 


Ainsi, par exemple, si l'on veut integrer (a + bx):4x, 
nous aurons 
Pa-Fibx):dx—f (a+ 2 a bx F'b:x')dx—f (a: dx + 2 


MO Ox + D:x:dx) ax FabDx? ARS (on 


8. — Lorsque la difjérentielle à intégrer est sous la for- 
me (Fx)"d.Fx, c’est-à-dire lorsqu’elle est composée de 
deux facteurs dont l’un est la différentielle de la partie Fx 
qui est comprise entre parenthèses, on posera Fx—2, el par 
suite d.Fx=—dz ; on substiluera ces valeurs dans l’expres- 
sion de la différentielle et l’on intégrera par la règle ordi- 
natre, art. 2, on remplacera ensuite dans le résultat z et 
dz par leurs valeurs. 

Ainsi, l’on aura donc : 

(ERA 7707, 
RAT le Ze Aa pr 
end Ex = 7Zz ane Ce TA C4): 

Exemple. — Soit intégrer (a+bx—cx° } (bdx—2cxdx). 
On voit quebdx—2cx dx estla différentielle de a+ bx—cx? 
car la constante a n’a pas de différentielle. Conformément 
à la rêgle précédente, on fera donc 

a + bx -- cx? — 7, d’où bdx — 2 cx dx — dz ; 
et l'expression donnée deviendra 
AUA 
En intégrant on aura 
f 2? dz = — ns CG 

Et en remplaçant z et dz par leurs valeurs, il viendra 
f (a+ bx —cx’)°d(a + bx—cx’), ou, en effectuant 
la différentiation dans le second facteur, 


Dr 3 
f (a + bx—cx°)’(bdx — 2 c x dx) — a+ ne, + C. 


9. — De méme, si l’un des facteurs est la pérennelle 
de l’autre, à une constante près, l’on emploie le méme pro- 
cédé que ci-dessus. 

Aïnsi, par exemple, soit à intégrer 

(a — cx2)/. 3 x dx. 
La diffèrentielle de F (x) ou de (a—cx’)étant —2 cxdx, 


je LA 184 ART. 


on voit que cette différentielle diffère de 3 x dx par la con- 
stante qui est — 2 c au lieu d’être 3. 

Néanmoins, nous poserons, comme à l'art. précé- 

x — dz, d'où nous 


dz 


2C 
Substituant ensuite ces valeurs dans L'expression don- 
née, NOUS aurons 


(a-=Ccx2)"?23 Ldx=7"l4 s(-Ÿ} — 3 ysr dz ; 
2C 20 


et en intégrant, l’on arra 


1/2+1 
f (a—cx:}1 mi À dr | = À? LES 
2 
3 73/2 ’ à 2 I 
= — —=— [2 = — 7e : 
CET AR à ec «7 CG 
2 


Et en remplaçant z par sa valeur, on aura enfin 


f (a—cx°)/ 3 x dx ——" (a—c x?) + C. 


10. — Le méme procédé pourrait s'appliquer pour rap- 
porter l'intégrale de certaines différentielles à des loga- 
rithmes. 


AE es ME PU. dx 
Ainsi, par exemple, si l'onavait àintégrer ,etqu'on 
a+bx 


voulut que l'intégrale se rapportât à des logarithmes, on 
dz 


Substituant ces valeurs dans l'expression ci-dessus, on 
aurait 


NÉ: + maire fes À HT 
Fendi — LS - — — art. 28 = log z. — 


— log z + C = log (a+bx) + C, (5). 


t 


O° 


INTÉGRATION PAR ARCS DE CERCLE. 
11. (nada bord 


dx 
“Fe RE — arc (sin *) 0) 


V I—Xx? 
c'est-à-dire égale r arc dont le sinus est x. 
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En effet, soient, fig. 60, l’arc BC—z7 et son sinusCE—x, 
sinus rapporté au rayon pris comme unité. 


D_Fig60. Nous avons donc, par hypothèse, x— sin z. 
Ex En différentiant cette expression, nous aurons 
d’après l’art. 30, formule 42, C.D. ae 

EB ALOUUSE ZE COS 207, d'oû d2——"—,. 

COS Z 
Or, d'aprèslatrigonométrie, nous avons sin? z+Ccos? Zz—1, 

TE —— LS 
d'où CO ZT Siret 1e x. 
Substituant cette valeur dans celle de dz, nous aurons 
dx 
(VAE mere 
VI—x? 


Donc, en intégrant, nous trouverons 


X 3 
D _— dr 17 -hConstante 17 + C..(7) 
J Vi—x? 
Si nous voulons déterminer cette constante, nous remar- 
querons que quand x—0, on peut poser 

dx 


— O, 


Fes 
J VIi—x? 
bbarc BC ou z — 0; 
substituant ces valeurs particulières dans l'équation (7) 
laquelle doit être vérifiée, nous aurons 
—.0 HE: d'où C0, 
Donc la constante est nulle dans ce cas particulier et par 


conséquent aussi dans la formule générale, et l’on a 
dx 


Vi—x: 
“et comme x — sin 7, ou par suite, Z— l'arc dont le sinus 


égal x,ona pee Ux 
| / x). (8). 
VAUX? 


. Remarque, — Dans la démonstration précédente, nous 
avons pris le rayon égal à l'unité ; si ce rayon est pris 
égal à a, soit x’ le sinus correspondant à ce rayon a et au 
même arc Z; par la trigonométrie, nous savons que pour un 
même nombre de degrés, les sinus sont entr'eux comme 
les rayons correspondants ; nous avons donc 


7 


= 7Z FO—Z ; 


= ATG (Sin 


Le 


! 


£ X 
PNA ETE ANOUX =, 
a 
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Substituant cette valeur dans l'équation (8), nous ob- 
tiendrons pour le premier membre 


x’ I I 
AR Pi Me 2 

dx a a a 

HR Sr ET SARA + = Mere 
Mrs j Re 22 —x' MON AE ES 
\ MA a? 4 a 
(art. 6, 4°) — | ee 
Va?— x/2 


l 


: 
et pour le second nombre on aura arc|sin — = 


Parconséquenten égalant les deux membres ainsi trans- 
formés, on obtient 
AAC se 
— arC| Sin, 
Vars Er) 
Et, en représentant par x le sinus dont le rayon est a, 
nous pourrons supprimer l'accent de x dans l'équation 
précédente qui deviendra +43 


TX à X 
— — arc | sin — —|.(9). 
Vars a 
12. On aausstie 
M Ar 
Vr-=x2 


En effet, soit z' l'arc CD, dont le cosinus AF est égal 
à x, le rayon étant pris FA unité, fig. 60, nous aurons 


ainsi COS 20 
et, en différentiant, art. F7 calc. dif, nous obtiendrons : 
dx — d cos z'=——dz'sinz, 
d'où dx 
4 dz = : F5 
Sin Z 


et, en remplaçant dans cette expression sin z' par sa valeur 
V1—cos’z' tirée de l'équation sin’ z'+ cos? z!— 1, nous 
aurons dx 

VAE. ————; 
VI1— cos? 7 
OU, puisque COS Z — x, voir ci-dessus, nous obtiendrons 

dx 
dz —— 


Vr==x: 


AE 
. 
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et, en intégrant, 1l vieudra 


D f dz.= 7 + C= l'arc dont le cos égale 
VI—Xx 


2 

Mot C— 
Déterminons la constante C ; pour cela, prenons le cas 
particulier où, (fig. 60), le cosinus C E — x se réduit à zéro 
au point B; alors l’arc CD ou Z qui est représenté par 


l'expression générale 
Ê dax 
VT—x° 


Le 


é circonférence I 
devient alors DB — — 27. 
pas 2 
I 
Faisons donc == SR SA let 
Vies sue 


tion (11), il viendra 
I 
marc (cos —0}) EC: (12). 
2 
. e L r \ L 
Mais l'arc dont le cosinus est zéro est égal à — 7, donc 
2 


Cdoit égaler zéro d’après cetteéquation (12). Mettant cette 
valeur dans l’équation générale (11), nous aurons enfin 
dx 
ne —Hte (COS x) (13)} 
 Vi—x? 
Remarque. — Dansle cas où le rayon au lieu d’être l'unité, 


serait a, le cosinus x serait”, et en remplaçant partout 
a 


K | A 
x par — dans l’équation (13), comme à la remarque de l’ar- 
a 


ticle précédent, nous aurons dans le casoù le rayonest a: 


X 

0e 
a dx dx 

L'ART PIRE sou 


— — ou a | 
ré 2 : ai—x? a Va?—x? 
DEL 2° a? PRIE 
dx k sc 
a —— AC | COS — — | (14). 
1 Vaz— x: a 


13. — On a également 


RCE — arc dont la tang. est x. (15). 
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En effet, on sait, art. 32, C.D., qu'on a 
dx 
COS ?x" 

Posons x == tang. d’un arc z, nous aurons, 
dz 
CA 
d'où Or AXIS COS AUTOS 

Or, la trigonométrie nous donne 
COS NI ISO 


d'tanrve 


dx d'tanpz (ares 


I 
séc?Z 1+tang?z 
l'indique la fig. 61, le rayon étant l'unité: 
Mais tang° z—x’commenousayons vu, donc 

I 
IX 

Substituant cette valeur dans l'équation (16), 
nous aurons 


d'OCOS7Z— comme 


, 


OU COST 
Z 


COS F2— 


I dx 
EUR NE 
et en intégrant, 1l viendra 

ile 
"=, f dz = 7e CGR) 
Jr NEA 
Pour déterminer la constante C, supposons le cas où 
x —tang z— 0, d’où z — 0, alors l'intégrale s’évanouit et 
l’on a 0—0 EC dou C—0: 
donc, enfin, la formule (17) devient 
dx 
[< — Z+0—7Z—arc dont la tang est x. (18): 
Remarque. — Le rayon a été pris pour unité dans la dé- 
monstration précédente, s’il était égal à a, 1l faudrait rem- 


EVA NE qe 


placer partout x par = dans l'équation (18) comme dans la 


remarque de l’art. 11, C. I., on aurait ainsi, 


x 
A | 
h Laden [ d.x fe dx dx 
————— TR OU POUR 
à X?2 A2 - X2 a? X ? a? X? 
a? LES a 
X Tate x\ 2 
arc dont la tang est — ; ou a l ! —'ai0 ltang —=—| . 
a a xt \ a 


ET 89 pes 


comme une constante a peut-être mise en dehors de l’in- 
tégrale ; ou PCR EE. rte a Co 
UT ATAIRS a \ a 
14. — On sait qu’on appelle sinus verse d’un arc CD ou 
z, par exemple, fig. 60, la partie DF du rayon, partie 
comprise entre le pied F du sinus CF et l’origine D de 
l'arc ou extrémité de ce rayon ; 1l équivaut au rayon dimi- 
nué du cosinus. 
Cela étant, on a la formule 
dx 


Vox x? 
En effet, soit x le sinus verse DF. Comme lesinus verse 
- augmenté du cosinus donne pour somme le rayon, on a 
XCDSZ EI, 
RO Ddx Ed COS z—d: 1-0 ; donc dx——d cos Z°; 
et comme, art. 31, — d cos z' — dz' sin Z', il vient : 


— arc (sinus verse — x). (20). 


dx == dz in Z! 
, 
s dx 
d’où dZ—-—, (21). 
Sin Z 


Mais de sin2z' + cos?z' — 1, (trig.), on tire 

sin z! — ÿr — cos °z — V(1 — cos z') (1 + cos 7/). (22). 

Or, nous avons vu que x+cos Zz' —1, donc 1—COS Z'—X ; 
de l'équation précédente on tire cos z' —1—x, donc 1 +cos 
Z—=1+1—x—2—X ; substituant ces valeurs de 1—cos z: 
et de 1 + cos z' dans l’équation (22), il vient 


sin z — Vx (2—x) — V2 x—x". 
Substituant maintenantcette valeur de sin z'dansl’équa- 
tion (21), nous obtiendrons 


dx 
OA, 
VAR EEX 
et en intégrant, nous aurons 
dx 
[ = f ds —2—l'arc dont le sinus verse est x ; 
V 2 CES x:* 


donc plus simplement 


1e — arc (sin verse— x) + C. (23). 
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Pour déterminer la constante C, remarquons que dans 
le cas ou l'intégrale s'évanouit quand le sinus verse x est 
nul, l'arc z' est aussi nul, et par suite on a 

0— 0 +:C;, d'où C0: 
Mettant cette valeur dans l'équation (23),nous aurons enfin 
[= are (sin verse—x). (24). 
J OV2x—Xx? à 

Remarque. — Le rayon a éte pris pour unité ; dans le 

cas où1l serait a, il faudrait, dans la formule (24), remplacer 


7 


X 
partout x par -, remarque art. 11, et l’on aurait : 
a È .$ 


X X TR 
æ d a d. FD T d. er >, 4 
a a a 
ou © OÙ ee jo 
VE X? V2 ax — x? V2 ax — x? 
avr a a 
I 
LETIR 
a dx É X 
2 LEE _— arc sin verse —*= |. 
QU Se ne : 
| V2ax x 0 oax 
a 


Donc l’équation (24) devient dans le cas du rayon = a, 


dx LU re 
- ic (sin verse— — |. (25). 
NES NES 

15.— Voici comment onpourrait calculer la valeur d'une 


intégrale, par exemple celle de = art. 13, C..l:,4dors- 
I+Xx’ 


que l'ondonneà x une valeur déterminée. Soit,parexemple, 
X—7, le rayon étant l’unité, la tangente qui est x sera 
donc 7; et puisque les tables des lignes trigonométriques 
sont construites avec un rayon de dix milliards de parties, 
. la tangente relative à ce rayon sera dix milliards de fois 
plus grande ; par suite cettetangente vaudra 7 X 10 milliards. 
Le logarithme de la tangente tabulaire aura donc pour 
expression 
log 10 nulliards + log 7 — 10 + log 7 — 10 + 0,845098 — 
10,845098. 
Si nous cherchons ce logarithme dans les tables des 
tangentes, nous verrons qn'il correspond à un arc de 


90°96" division décimale, c’est-à-dire avec la cir- 
conférence divisée en 400 degrés ; le degré 

ou de en 100 minutes, etc. 
S1°52’ division sexagésimale, ou circonf. divisée 


en 360 degrés, le degré en 60 minutes, etc. 

Pour trouver la valeur numérique de cet arc, dans l’hy- 

pothèse du rayon égal à l’unité, nous remarquerons d’abord 

que dans cette hypothèse, la circonférence égale 6,283... ; 
par suite, nous aurons 


100 MOOD 209% LearC'ChorCHe,  d'OUATC=E,4211.. : 
ou 

DOM N01062% 10/2824 arc cherché, d'OU aTC 1,42... 
« Méthodes d'intégration. 


Nous exposerons quatre méthodes d'intégration, savoir : 
intégration par parties; intégration par les séries, (art. 158, 
C. D); intégration des fractions rationnelles, et intégra- 
tion des fractions irrationnelles. 


1°. — INTÉGRATION PAR PARTIES. 


16. — Les différentielles que l’on veut intégrer par par- 

ties sont rapportées à la formule 
J udv = uv — f vdu. (26); 
que l’on obtient en prenant la différentielle du produit des 
deux variables u et v par le procédé indiqué à l’article 0, 
C.D., puis en intégrant et transposant ; donc on fait 
d'uuv = udv,-E.v du..: 

f duv = j udv + f vdu, ouuv = f udv + f vdu; 
ŒDYL fudv=uv—/fvdu. C.Q.F,D. 

17. — Exemple r.— Soit à chercher l'intégrale de x" dx. 
ÉASONS x dx AY HX—= von a 

VE APN NX PE 
VUE dx in x x: 

Substituant ces valeurs dans l’équation (26), nous aurons 
HR Re x hoc dx ntm" xe dx; 
et en réunissant les intégrales affectées de x" dx, il viendra 
DD EE A AT LPS CE à ep D 0 2 6 D À DE Ge D. GE 


d’où xm F1 
XM dx = —— +C, 
j m+I Rk 
Exemple IT. — Soit à trouver l'intégrale suivante : 
med e 


On aura d’: ue la Fonte (6, 
f log x dx ou f dx log x 


xd. 10 8x = 
x — f dx—x 


x (log x—1)+C ; ce qui est l'intégrale cherchée. 
Exemple IT. — Soit encore à trouver l'intégrale de 


dx 
X— fx —— 
X 


dx Va?—x?:. | 
Faisons Va? — dv.".x—v; uv—x Va?—x2, 
nous aurons Fire d' A TES + formule (26) : 


J Va? xd xou f dx Va? — x? — x Va? x? = fra 
Var x? xVa— x? —fxd(a’—x° )—x Var x fx 
TERRE 
a®—x2) 1?d(a? —=X\/,2— 
IE ) d( XVa?— x? LE (a?— PR, 2 CS 
tr x d(a°—x") = x (— 2 xdx) 
PEN ES 2e Re ce DER à ee 
x Va?—x?— f Re No a?—Xx? 2e ee 
; 2x" dx Lau x? dx 
CRE re Het Qin rt 72 — 2 
x Va?—x ee Le xp Pere 
SV PE. (27) 
Vaz— 


Cherchons D aRtt une autre valeurde f/ dx Va? — x°. 


Fe a — x? 

Pour cela multipliant cette expression par —————, ce qui 
Var —x° 

ne la changera pas de valeur car ce facteur est égal à 

l'unité ; nous aurons l'équation identique 

= dx V a? —x? V a? —x dxta* 2) 
IMÉGES LE RE 2 4 PME 
Va? —x J' Var —x: 


Je ef JRX AU 
V a? —x? fe 


en effectuant la première des intégrations indiquées dans 
le second membre, nous aurons art. 11, remarque : 


/ X\ Poux 
TR ENVETER RE TT Mere | — J 


27 Va?—x? 
Ajoutant cette équation à l'équation (27), nous aurons : 
2 (dx Va’ + x Var tatarc ce . 
donc enfin 
f dx Va?—x: — Te + a? arc sin = :) LC 


18. — Remarque. — Ces trois exemples nous montrent 
que lorsqu’en général on a une expression telle que / vdu, 
l'intégration par parties, fait dépendre cette intégrale de 
celle de f'udv, et que, par suite, cette méthode d’intégra- 
tion n’est pas toujours applicable. 


2°. INTÉGRATION PAR LES SÉRIES, 
(artene, CD: 


19.— Soit une différentielle représentée par l'expression 
générale X dx, expression dans laquelle X représente une 
fonction de x. Développons X et représentons ce déve- 
loppement par la suite 


Ax° js + Cx' 4 Dx°+ Ex° + etc., 
ordonnée par rapport aux expressions «, 6, y, etc. 
D'après les articles 2 et 6, nous aurons 


ARC RTE CAR AS fps LEx° Re 
NE RC) AD RE en 
FI T à yY+1 ET OI au ue FRE ‘ 


C’est de cette manière,que par la méthode d'intégration 
par les séries, on cherche l'intégrale d’une différéntielle 
donnée, en la mettant sous la forme X dx, en faisant le 
développement de l’expresion représentée par X,en multi- 
pliant par dx,puis en intégrant chaque termeén particulier. 

Remarque. — Si l'un des exposants «, 6, y, etc., était 
égal à—7, on intégrerait par logarithmes, voir art. 5, C.I., 
le terme qui en serait affecté. 13 


20. — Comme application de cette méthode, cherchons 


l'intégrale de —_, expression qui d'après l’art. 28, C. D., 


est Ja différentielle de log (a+ x); car d. log (a+x) — 
DEEE 
to NC 
Conformément à la méthode, écrivons donc l'expression 


I 
donnée sous la forme —— X dx, et il faudra d’abord trou- 


À 


ver le développement de ne ce que l’on pourrait obte- 


7e 


nir au moyen de la division ; mais nous pouvons aussi le 
déduire de la formule suivante, facile à retenir, et dont le 
développement s'obtient par la division de 1 par 1 —z: 


Fee, +z+z +73 +74 +etc...… (29). 
I —Z 


Si nous changons zen —-— dans cette équation, nous 
a 


aurons : I > AS X 3 
—=I— — + — + etc 
X a a ? a 3 
1+— 
a 


Muitiplions les deux termes du premier membre de 
cette équation par a, et divisons ensuite toute l'équation 
par a, nous aurons pour le Aero Open cherché : 

DANONE SD — nds etc::.(40) 
a+x a+x a Ar a 
Par conséquent 


I dx I XX X3 
[= axou f Le LL 2 etC Te 
WAa x DÉCOR AL LIAE MESA a4 


et, en intégrant chaque terme en particulier, nous obtien- 


drons, en observant que TE dx==x x — etque | x AS 
a 
mt m—+r - 
fre ” EE GE 
a m+I (m CE 1)a" 
_dx X X3 X4 
Men de MO MO 


a+X à 24° 34 yat 

Remplaçons le premier membre de cette équation par 
log (a+x), intégrale trouvée en faisant b—1, dans la for- 
mule générale de l’article 10, C.I., nous aurons la série : 


4 X 3 
24? 5. 3a3 

Pour déterminer la constante, remarquons que dans le 
cas particulier où x—0, cette Euaton se réduit à log a— 
o+C, donc C— log à. 

Substituant cette valeur de C dans de (32), nous 
obtiendrons enfin 

: 2 
log (a+x) ee 5 . joies he © ete. .+log a.(33). 
Ar 24 3a$ yat 

Remarque. — En déterminant la constante comme nous 
venons de le faire, nous ne la regardons plus comme arbi- 
traire, attendu qu'elle est nécessairement égale au loga- 
rithme de a, dans le cas particulier où l’on fait x 
l'équation (32). Cette constante a pris une valeur détermi- 


RUE I CTSR 
log (a+x) ie De +etc..…. + C.(32). 


4 , . dx . 
née lorsqu au lieu de l TT nous avons mis log (a + x), 
a +Xx 


en prenant le cas particulier où b— 1 dansla formule géné- 
rale de l’art. 10. Et, en effet, l'équation (31) montre que 


est, en général, la différentiellede = +ete. +C; 


mr 


or la suite © -— _ + etc. + log a, éq. (33), qui est le déve- 
Fe) 2 


loppement de log (a+x), est un cas particulier de la suite 
21 acestioelurourx==0'et par suite où G=lopiaPar 
conséquent, lorsque nous avons mis log (x+a) à la place de 


dx 
IE , C'est comme si nous eussions pris parmi toutes 


les qui sont l'intégrale de so Es , celle où la constante 
est égale à log. a. tn 

Cette remarque est applicable aux autres expressions 
que nous allons intégrer par les séries 


dx 
21. — Cherchons encor 


IX 

Pour cela, mettons cette différentielle sous la forme 

I 
LEE 
trouver maintenant,mêmeart., le développement de- 


x dx, conformément à l’art. 19, C.I. Nous devons 


xX2 


I 
Bi expression Don nous 


À cet effet, posons a me 
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avons déjà le développement, éq. (29), art. 20. C.I. Nous 
avons donc z——x? .Substituant cette valeur dans l’équa- 


tion (29), nous aurons pour le développement de 
I 
1+X? 
Par suite 
hs — f (1—Xx°+x4— etc.) dx — f (dx — x2dx + 
- 1 +X° : es Née 
x+dx —etc.)—x ÈS. £ qe BIC SEC "25 


Or, art. 13,6q. (18), CI, nous savons que f 


Ti 
-—I—X? + xt — x + etc. (34). 


Te 
(tang — x), et en substituant cette valeur dans le premier 
membre de l'équation (35), nous aurons 


X SSI" 
aïc (tang = x)=x———"#+——.1'etc0... AC 440): 


— arTC 


Dans le cas particulier où x —= 0, l’arc devenant nul, 
nousavons 0—0+C ; donc, la constante C—o. 

St ia tangente x est plus grande que l’unité, les termes 
de cette série allant en augmentant, nous ne pourrons 
donner une valeur approchée de l'arc. Mais, dans ce cas, 


nous obtiendrons une série descendante en faisant x = 


Ain 


dans l'équation (34), ce qui la changera en celle-ci : 
BEN 
141 


I L ji t 
a PE TE TD 
2 


multipliant ensuite les deux termes du premier membre 
par x? , nous aurons 


X? ‘8 I I 
© —=I—— + ——— +etc.; 
XP LT X? X4 X° 


divisant les deux menibres par x’, ilviendra 
I I I I 


donc 


dx CT I I I 
—— — fl ——— + —— +etc.)dx;. 
1+Xx7 X? XHTAXT X$ 


et en effectuant l'intégration, nous aurons 


AICP(ÉIDENX | = | | 
: . né D X 
dx Pet hndx-x/tdx- xt dx x # dx hetc.)— 


NRAR TE de NE on Cl _. I 

— — — _ etC—=———| | —:—2) ou— 
I I RS k I I 

—— — ‘ — 65 OÙ — Æ = — — —— — 

3 X3 57 X5 5 ne) etc X gr Nu 


5 X° 

Pour trouver la valeur de la constante, nous ne pouvons 
pas faire, comme précédemment, x—0, car ainsi nous 
rendrions infinis les termes du second membre de l’équa- 
tion (37); mais si nous faisons x—c l'expression arc 
(tang—x) sera égale au quartde la circonférence, arc dont 
la tangente est infinie ; alors l'équation (37) deviendra 
; Circonf., — —- NE — etc...+C—o+C; donc de; 


(SMS 2) 


. ’ , , 1! 
de la circonférence, que l’on représente par — 7; par con- 
r Na . 2 
séquent l'équation (37) nous donnera 


I I I I 
arc (tang —=xX)= —— + +etc... +— 7. (38). 
RTS GE Xe 2 
22. — Soit encore à intégrer, parles séries, l'expression : 
dx 
OU x Fax: 
éreiet 


À cet effet, nous développerons (1—x?2) "2 par la for- 
mule du binôme, laquelle est 


m m(m—1) 


Aer OU at 202-2%,.etc.:+D2" 
I 


(a—b) M — qmM__ 


ee — 


il suffit, pour cela, de remplacer dans cette formule apart, 


I ÉÆ 
b par x°et m par —-; nous aurons ainsi : 
2 
I 
\ 


(IX?) — 112 — — 1 sa je GtCe 
2 


DE SRE TA : v + …. etc. ; donc : 
VE TR Ce 
= + Lx OT nor à 
Vi—x’ : 
et, en intégrant, nous obtiendrons 
= CH dx27etcr. ) 
V 1— x? 
Ou art. II, : 
arC (Sin —x) x se se ROSES + ete. (30). 
3 2 4,5 


Nous ne mettons pas de constante, attendu que lorsque 
X—0, l'arc dont le sinus est xs PRE et par suite, nous 
aurions 0=20 Cou CE 0: 

23. — La formule (39) que nous venons d'obtenir peut 
nous permettre de trouver une valeur approchée de la cir- 


FE | 
elle se réduit à ‘ 
FE I TSMTAEUET I I I I 
ATC| Sin — — |—— PÉRUR VRRRRE ER CASE RS 
2 2 62 NN PES NO PEN A MERE 


L . - , ï r [2 “ 2 QU 
or, le sinus qui est exprimé par _ étant égal à la moitié 
2 


du côté de l'hexagone régulier, et par suite, ce sinus répon- 
dant à la douz'ème Res de la circonférence, nous aurons 
donc circonférence _. us =. At © RUE +etc.; 
12 2e LORS 2 ME Eee 

par conséquent 
CE a noi 
Ë M PU du 

24. — La formule (33) de l’article 20, CI., en lui faisant 
subir quelques modifications, peut servir à calculer les lo- 
garithmes. Pour cela, comme cette série est peu conver- 
gente, faisons-y X——Xx 
nous aurons 


Circonférence — 12 


Xe 5 
US (REX) 00 à 2 Re — etc. 
a. La Mie 
retranchons cette dernière équation de l'équation (33), 
nous obtiendrons 


= 199 CRC 


3 
log (a + x) — log D a F cte. |: 


ou log ne 2Ë +2 + — + etc. (40) ; 


= 3 a3 
telle est la formule que nous pourrons employer pour dé- 
terminer les logarithmes. 


Aïnsi, par exemple, si nous voulons calculer le loga- 


a+Xx 2 ve 
rithme de 2,nous poserons L'Art CEE 2, et ainsi le loga- 
a—X I 


rithmede STE sera le fn de 2. Il suffira donc de 


X 
ax 

déterminer à l’aide de —— a 
Le 


que nous substituerons dans le second membre de l’équa- 
tion (40) ; en faisant a+x — 
la somme et la différence de deux nombres et le plus grand 


—, les valeurs de a et de x 


2 

a —= - + SEX le plus petitx — AE pee ; On aura ensuite 
A2 2 MU 2 

DATANT eve «it AGO D ALE 1, è I 
= X <="; à: = — 
DAT CR TS A Got 0 is PET RO 
I I 
— X — ; etc. 
THE 


Substituant dans l'équation (40) on aura 
FOR (+ nel + ete.) j 
ETS 
Si nous nous bornions aux dix premierstermes de cette 
série, réduite en décimales, nous déterminerionsla valeur du 
logarithme de 2 ; en doublant ce logarithme, nous aurions 
celui de 22 ou de 4, etc. Si nous calculions par la formule 


10 : : « 
(40), le logarithme de Pas que nous ajoutions à ce loga- 
, 10 
rithme celui de 4, nous aurions le logarithme de — X 4 — 


log 10. Par des procédés analogues, la formule (40) nous 
donnerait tout autre logarithme. 

Il est à observer que les logarithmes que nous obtien- 
drions ainsi seraient des logarithmes népériens, car la 
formule(33)de l’art. 20, CI, a été obtenue en nous basant 
sur la dernière formule de l’art. 28,CD, obtenue en prenant 
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les logarithmes dansle système Népérien ; que nous repré- 
senterions par le signe log. 

Pour déduire des logarithmes précédents, les logarithmes 
tabulaires, c'est-à-dire dont la base est 10, en représentant 
par La le logarithme tabulaire d’un nombre a, nous aurons 
a— 10/72, art. 26,C.D.; prenantles logarithmes Népériens, 
cette équation nous donne 

logia = Top (Gort) = \oero ar 

par suite, le logarithme tabulaire 

logo, 

Mlopoi 
formule qu'on peut exprimer en disant qu'un logarithme 
tabulaire représenté par L d'un membrea est hi au loga- 
rithme Népérien représenté par log de ce nombre, divisé 
par le logarithme Népérien de 10. 


3°. INTÉGRATION PAR LA MÉTHODE DES FRACTIONS 
RATIONNELLES. 


25. — Tout d’abord nous allons démontrer que lorsqu'on 

doit intégrer une express'on telle que 
Pxr +Ox®1 +... + Rx +S 
dx, 
PEFÉRO RE APP RERES 

ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de x, et 
dans laquelle le multiplicateur de dx est une fraction ration- 
nelle, on peut toujours supposer que n surpasse m; Car, 
si cela n'était pas, on pourrait ramener l'intégrale de cette 
expression à celle d’une autre différentielle de même for- 
me, dans laquelle la plus haute puissance de x du dénomi- 
nateur surpasserait la plus haute puissance de x du numé- 
rateur. 

En effet, pour cela, il suffirait d'effectuer la division 
comme dans l'exemple suivant : 

Soit l'expression particulière, 

Pxs + Qx° + Rx +S. 
O'x? + RSR 

en divisant d’abord tous va termes par le coefficient Q' du 
premier terme (plus haute puissance de x) du dénomina- 
teur, nous aurons 


P DM R S 
O’ X Gr ou + 1e né O' 
04 0 
| Le Q KR S K' S 
f Le DIR Il RACE 11e (1 
aisant Stat à "D — + ESS D! he To GTR rs ; 


et substituant, nous obtiendrons 
P' X3+O"x2+R'"x+S" 
PU RE er 

On effectuera ensuite la division indiquée, par cette 

expression, de la manière suivante : 

RSPER ONE RAS" x? DRTX FRS 

A P" ss PEN | NES PISN X pi X . M 

1° reste (Q7 # HAE) X 2 SE Re HSE) NES 
représentons par M et par N les coefficients de x’et de x, 
dans ce premier reste, 1l deviendra 

Mexx LS" 

suite de la division — M x°:— MR" x — M S" 
second reste (N—MR")x+S"— MS" 

On peut représenter ce dernier reste par Kx+L, K éga- 
lant N—MR'"et L égalant S” — MS", et alors il viendra 
Px3+Ox'+Rx+S (Kx+L) dx . 

Dre R SES: de (E FR con 
et, en intégrant, nous obtiendrons 


7 Px3 + Ox + Rx +S$S 
= P'x + M) dx 
J O'x + Rx +S PA pente à 
ne ax LATE 7 (Kx + L) dx 
HÉROS EN 2 Se nine X?2 Re S"' 
et, el la question est ramenée à intégrer l'expression 
(Kx + L) re 
x2 ae RIRES X 
dans laquelle la plushaute puissance de x du dénominateur 
surpasse la plus haute puissance de x du numérateur ; 
C:041F. D: 

On peut donc dire, d’une facon générale, que quelle que 
soit la fraction rationnelle que l’on considère, son inté- 
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gration peut toujours être ramenée, dans le cas le plus 
général, à celle de 

Pxrit Ox+...+ Rx + .S 

P'tit OX P RIR x ES) 

26. — L'intégration se fera ensuite en regardant le dé- 
nominateur de cette fraction comme le produit d'un nom- 
bre n de facteurs tels que x — a, x — b, x — c, etc., ces 
facteurs pouvant être réels ou imaginaires, égaux ou iné- 
gaux ; de là différents cas d'intégration que nous allons 
examiner. 

27. — Premier cas. — Intégration lorsque les facteurs 
sont réels el inégaux. 

Soit en général, 

Pxn-t + Oxn—2 +... + Rx +S 
RE DO RER EE RS 
une fraction rationnelle dans laquelle les facteurs du pre- 
mier degré du dénominateur sont supposés inégaux ; pour 
trouver ces facteurs, nous résoudrons l'équation : 
Se + Om: +...+RX+S —=0; 
et ayant trouvé qu’elle est le produit des facteurs (x—a), 
(x—b), (X—c), etc., nous poserons 
Pxnt LOxM 2 +... Rx +S À B C 
ge Qem EE RXES x ax D'x 

En réduisant au même dénominateur le BA tr 
de cette équation, chaque terme du numérateur de l’une 
des fractions devra être multiplié par le produit des déno- 
minateurs des autres, c’est-à-dire par un polynôme en x 
de l’ordre m—r ; donc le second membre de cette équa- 
tion sera un polynôme composé de m termes. Il en résulte 
que si nous égalons entre eux les coefficients des mêmes 
puissances de x, du polynôme ci-dessus, et du premier 
membre de on après que son dénominatenr aura 
été décomposé en facteurs(comme dans l’exemplesuivant), 
nous aurons m équations de condition pour déterminer 
les coefficients À, B, C, etc. 

Ces coefficients étant connus, nous n'aurons plus qu'à 
intégrer une suite de termes tels que 


dx. 


dx, 


A B ë 
— dx, — dx, —— dx, etc. : 
A de NE AE Re” s 


et l'intégrale cherchée sera donc 


| dx + SEL ne ER GX ete. jou 
| ve X—C 


HAN a —b 
[a LOUER RC rot.) 
à X—4 x—b X—C 
CnAartee0, opte a Us DE HA donc, l Dr ss 
AR A Jx—a 


log (x—a); d’après cela, l'intégrale cherchée ci-dessus sera 
À log (x—a) + B log (x—b) + C log (x—c) + etc. + C. 
Exemple. — Soit à intégrer 
a3+bx? _. 
A?X—X 5 
Les facteurs du dénominateur sont x eta?— x°, et 


comme a°—x?— (a—x) (a+x), les facteurs premiers du 
dénominateur sont x, a — x et a+x ; donc l'expression ci- 
dessus à intégrer devient | 
a.3:+ DX ? : 
Her latex) a 
a3 +bx? À B Cp 
= + UND 
X(a—x)(a+x) X  a—x a+x 
reduisant au même dénominateur, il vient 
a3+bx?  Aa—Ax°+Bax+Bx’+Cax—Cx?. 
x(a-—x) (a+x) x (a —x}(a+x) / 
égalant entre eux les coefficients des mêmes puissances de 
X, NOUS aurons 
B—A—C—b, Ba+Ca—o, Aa — a. 

La troisième de ces équations nous donne A—a ; cette 
valeur réduit la première à B—C—a+b, et comme la se- 
conde donne B}-C—0,nousconnaissons la sommeet la diffé- 
rence des deux quantités B et C, et, parsuite, la plus grande 
per : FUN ABUS et RS CEA O RD. 

2 2 2 2 2 2 

Substituant les valeurs de À, de Bet de C dans l'équa- 
lion (41), nous trouverons 


Posant 
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af bx adx a+b d AD 
ax 0 x ln) QE) 


en intégrant d’après l’article 28, C. D., et en remarquant 


1x 


que pour prendre l'intégrale de AUD dx, comme la 


2(a—X) 
différentielle de a—x est —dx, nous devons écrire ainsi 
ce terme EL LDH EMPRUE 
2 a—X ? 
et nous voyons que l'intégrale sera 
a 
ne 7 an pi —X) + C. 


Donc, nous a 


FETE ax = a log x— se Dog (a— X) — fibre 


AXES Xe 
(a+x) + C — 
a log x ACER (a—x) + log (a+x)] + C— 


hr log (a—x) (a + x) + C — 


HO Ce” log (a? —x?) + C — 


a log x — (a+b) log Va?—x? + C. 

28. — Deuxième cas. — Intégration lorsque parmi les 
facteurs du dénominaleur, que nous supposerons loujJours 
réels, 1l yen a qui sont égaux. 

Remarquons d’abord que la méthode que nous.venons 
d'exposer, à l’article précédent, ne peut servir si parmi les 
racines 1l yen a qui sont égales, car on ne peut calculer 
toutes les indéterminées A, B, C, etc. En effet, lorsque 
les racines sont inégales, nous avons vu qu’on peut écrire 
PXÉROSPERR EE SE ATA B'rxtG1.2 EE 
(x) D)(x 20 (-d)(x 6) | x—b x x OT 
mais si plusieurs de ces racines étaient égales, si, par 
exemple, nous avions a — b—c, l'équation précédente 
deviendrait 

Px+ +etc. : A+B+C: 0D E 
(x—a)s (x—d) (x—e)  x—a DE VAN 
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Alors, en réduisant le second membre au même dénomi- 
nateur, À +B+C pouvant être considérés comme une seule 
constante A”, nous voyons que les trois constantes A’, D 
etEne pourraient suffire pour établir les cinq équations de 
condition que nous devrions obtenir en égalant entre eux 
les coefficients des mêmes puissances de x 

Pour éviter cet inconvénient, nous devrons chercher à 
décomposer la fraction. 

Px+ + Ox3 + etc. 
(x—a)}3 (x—d) (x—e) 
en un autre assemblage de fractions, qui, réduites au 
même dénominateur, puissent la reproduire. 

Nous supposerons donc que 

Px4 + Ox3 + etc. À + Bx + Cx’ D E 
(x—a} (x—d) (x—e) (x— a )s x -di) ce 

De cette manière, en réduisant le second membre de 
cette équation au même dénominateur, nous obtiendrons 
un polynome en x du quatrième degré, qui renfermera cinq 
constantes arbitraires ; ce qui suffira pour établir l'identité 
des termes affectés des mêmes puissances de x. 

Mais nous pouvons mettre le terme 

APDXECx 
CT 


sous la forme 
A! B' GC} 
ST Fa) a)? Ta) 
A’, B',C’, étant des constantes indéterminées. En effet, 
faisont x —a— 
AÆBx+Cxt À + Bz + Ba + C7 + 2Caz + Ca: 


r} 0 


. (x—a} pe Z3 
Pb Cat D7r P2Caz LCA E Ba + Ca: 
D OU da dr es ln 
pm Car Gr 

Z° Far 


mettant la valeur de z dans cette équation, nous obtiendrons 
A+Bx+Cx A+Ba+Ca BA2Ca C 


(x—a}s (x—a): (ka)?  x—4” 
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résultat de la forme prescrite puisque A',B',C', sont des 
constantes. Et la même démonstration pouvants'appliquer 
à une équation d’un degré plus élevé, nous pouvons donc, 
d'une façon générale, supposer que 


PROD EE. D RR SORMA : A sa 
; (x—a) m ds (ei —a)" (x—a}" 1 
AY Ar 
à — 


Nous pouvons conclure, de ce qui précède, que pour in- 

tégrer l’expression 
Pxt + Ox3 + etc. 
(x—a)3 (x—d) x oh: 
nous devrons écrire 
Px4 + Ox5 + etc. A A' A” 1) E 

(x—a} (x—d) (x—e) % (x—aÿ Gay Ÿ x—a x d'xe 
réduisant ensuite les fractions au même dénominateur, 
nous déterminerons les constantes À, A’, A", D, E, etc., 
par le procédé que nous avons déjà employé, c’est-à-dire, 
en égalant les coefficients des mêmes puissances de x 
dans les deux membres de l'équation. Nous aurons ensuite 
a trouver les os des expressions : 

À A' TRES d D de E dx 
Gap Gap GG dE) À 
pour intégrer les deux premières, comme dx est la différen- 
tiellede l'expression x—a, renfermée entre les parenthèses, 

nous supposerons, art. 8, CI, x—a—z, et nous aurons 


A dx Ad z RTE: 
er à DE nr rite J10u 200 
Éd AA R 
RPC Ne te De 
AGE LR PAU pur ERREURS 
Éeniie CRAN Re — 1 Z X—a 


ce = [+ MR Re 28,C.D. = [© —A"lop = 
Z 


log aan 
En faisant x—d — 7, et x—e — 7", nous aurons : 


D dx = PE te [Dix -Dio(s-à 


xt 


EUR Î= ut ho ie °uz 


Eloge z"—Elog(x—e); 
6 


donc, enfin nous avons 
T(Pxt+ Ox53+ etc.) dx A see 
(x—a} Gt) (x—e) 2(x—a} Mix 
(x—a)+ D log (x—d) + E log (x—e) + constante. 
Exemple. — Soit à intégrer la fraction 


A log 


2ax dX. 
Ga) 
nous avons, d’après ce qui prècède : 
D'ART A’ 


Ha a GTa) Et 
réduisant le second membre au même dénominateur, en 
multipliant les deux termes du secondterme par x+a,puis 
supprimant le dénominateur commun (x+a)’ ,nousaurons 
2 ax — À + A’x + Aa, 
d'où, nous déduisons les équations de condition : 
2.a— À’ et A + Aa = 0o : 
nous en tIrons : 
A'—2aet A——Aa—— 232: 
par conséquent, 
CAR RER PATUX FE Ge 1 
(G+a) ta) É 
._ Pour obtenir l'intégrale, comme _ est la différentielle 
de x+a,nous pouvons,art. 8,C.I.,supposer x+a—z ; donc 
2 ax dx 2a°dz dz 
— 2a 


PÉTER NON 


NUE 
d'où, en intégrant par l’article 2 C.I., pour le premier 
terme du second membre et par l’art. 28, C.D., pour le 


second terme de ce membre, nous aurons : 


HALUX. SAR dz 71 
— 2a° 7 742 - DEN PE PRE DT TE 
EE É È “ Z — I te 


za log z + C — 2a! = +za 108 1+C=%- +2a log z+C; 


et, en remettant la valeur de z, nous aurons enfin 
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2ax dx 
RE ne satlop (Ka) +0: 
Fan _—. g (&+a) 
Troisième cas. — Intégration lorsque le dénominateur 


contient des facteurs (racines) imaginaires. 

29. — Tout d’abord nous allons démontrer que les con- 
ditions nécessaires pour que l'équation du second degré 
x? + px +q—0, (43), 
aient des racines imaginaires sont les suivantes : 

1° le dernier terme q doit être positif ; 


I 
2° q doit surpasser — p° 


En effet, résolvens Dies (43), nous aurons 


s=— Lot VE 0; 


et 1°) nous voyons que si q était négatif, l'expression —q, 
qui est sous le radical, changerait de signe, et le radical, 
n'affectant alors que des quantités positives, x ne pourrait 


être imaginaire ; et 2°) si q surpasse — p°, l’excès de q 
4 
ii ’ F3 : pe 
sur p° étant alors une quantité essentiellement positive, 


nous ee le représenter par 52, puisque un carré est 
toujours positif ; nous aurons ainsi 
+: 
de " DAS 
faisant E = pour éviter les fractions, cette expression 
NE PR en SE 
substituons ces valeurs de p et de q dans l' équation (43), 
nous obtiendrons 
X? +2ax + a?+ 2 — 0. (44). 
En résolvant cette équation, nous avons 
| x=—a2#f$ vx. (45); 
et par suite, les deux racines sont donc 
—a+4 8 V-=Triet 4286 Ver. 
L'éq. (45) donne les 2 éq. 
La BV—1-—-00tx a BvV—1=0 
qui, multipliées l une parl'autre,reproduisent l’éq. (44). 
On voit que les deux racines sont imaginaires. Elles 
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sont disposées par couple, de telle sorte que l’une étant 
connue, on connaît l’autre en changeant le signe de la 
partie imaginaire . 

30. — En général, une équation peut avoir plusieurs 
couples de racines imaginaires, et chaque couple donne 
lieu à un facteur du second degré de la forme 

X? + 2ax + a + (2, (46). 

Parfois, les racines imaginaires sont égales, au signe 

près ; c'est ce qui arrive lorsque «—o ; alors l’une des 


racines est 8 V—1 et l’autre —8 V—r, et le facteur (46), du 
second degré, se réduit à 
x Dee 
31. — Comme exemple d’une équation dont les racines 
sont imaginaires nous prendrons l'équation 
K=10 4%" E"I10 d' 0! :- 
résolue, elle donne 
x 4 ENV add 9 a+ aV—r; 
couple de valeurs imaginaires. 

En comparant cette valeur de x avec l'équation (45), 
nous trouvons —d4—3a, Ê—a ; 
donc, dans le cas présent, l'équation (46) devient 

X2— 6 aX + 9a? +a?ou X°—6 ax + 10a*. 
32. — Du reste, quand on a une équation telle que 
XP À x I2 0, 
dont les racines sont imaginaires, ce que l’on reconnaît 
quand les conditions de l’art. 20, C. I., sont remplies, on 
peut la comparer immédiatement à la formule (46),et l’on 
a ainsi, dans le casprésent, 24—4, donc 44? —16 ou 4? —4. 

Si nous retranchons 4 de r2, il resta 8 pour É? , et l’équa- 

tion proposée peut se mettre sous la forme 
X? +4X+4+8— 0. 

Remarquons que le terme 8 n’est pas un carré parfait, 
mais on peut le regarder comme celui de V8. 

33. — Nous allons maintenant passer à l'intégration des 
fractions rationnelles dont les dénominateurs contiennent 
des facteurs imaginaires. 

Prenons d’abord le cas le plus simple, c’est-à-dire celui 
où il n'y a qu’une couple de racines imaginaires dans le 

T4 
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dénominateur ; supposons, par exemple, qu'après avoir 
décomposé le dénominateur en ses facteurs, on ait trouvé 
P+Ox+Rx +Sx5 +etc. es 
(—a) (x—b) … (x—h) (x? +z2ax+a? +62) 

expression dans PCIe le dernier facteur du dénomina- 
teur contient des racines imaginaires (équation 46), art. 30. 

Nouségalerons,comme nous l'avons déjà fait,art. 28,C.I. 
cette expression à cette suite de termes : 


Ads ebos MSA Mx+N 
<a ep Ph Ce 0 COR 


et après avoir déterminé les constantes A, B,... H,M, NN, 
par le procédé que nous avons employé précédemment, 
tous ces termes, excepté le dernier, s’intégreront par loga- 
rithmes, art. 28, calcul différentiel. Quant au dernier, il 
s’intégrera de la manière suivante : 
Nousremarqueronsd’abord que lestermes x? + 224x +0? 
constituent un carré parfait, et que, par suite, le terme à 
intégrer peut se mettre sous la forme 
Mx+N 
(x+a) + 62 
en posant x + à — Z, il devient 
Mz+N—Ma 
et en représentant par P la partie constante N — M «, il 
Mz + P d 
red: 
expression qui se décompose en celle-ci 
Mz dz Pdz 
2e Le Cire 
Le premier terme s’intégrera en observant que Z dz 
étant la différentielle de z° +6? à un facteur constant près, 
le facteur 2,nous pouvons,art.o,C.I., supposer z° +62=—, 
expression qui, différentiée, nous donne, 
2 0Z — AYOUZOZE # 


(7: 


se réduit à 


substituant ces valeurs dans ce premier terme, nous aurons 
M dy . M dy 
ou 


——— re TJ, 


=. AIN 


et en intégrant d’après l’art. 28 du calcul différentiel, nous 
obtiendrons pour l'intégrale de ce premier terme, en rem- 
plaçants y et z par leurs valeurs : 


Mdy M M M 
log = log (* + 62 JR log [(X+a)ÿ + 


ne Mob (xs +2ax +a +6 )—M log (x +20x+ 
2 


4? + 6 JE — M log vx? DR oi 0e. 
Pdz La 
Pour intégrer le second terme — RL , divisons d’abord 
ses deux termes par 6? , nous aurons 
dz 
Pr 


RENZe 


et en intégrant, d’après l’art. 13, C. [., en y remplaçant x 


Z | 
par , nous obtiendrons 
dz 


EE ir G si tie it er ét, en 
72 FRA: a 72 EG | CES FA ) 


remplaçant dans cette dernière expression P et z par leurs 
valeurs, nous aurons 


HUPRRNE D ES A PE te Sn | 
VA JG 6 | bre 6 Ta 6 LS 6 » 
donc, enfin, 
Mx+N 
ee Nan log Vx?+22x+at +6: + 
Ne arcltang =) (47). 


NS DIX 
Exemple. — Soit à intégrer ET RES Ex? 


Nous reconnaissons d’abord, (caractère de divisibilité, 
algèbre), qnele dénominateur possède x-1 pour facteur ; par 
la division, nous aurons l’autre facteur, et l'expression 
pourra se mettre sous la forme 


(10 2128 


a+bx 
"(NX ;, 
(Xx—1) (K?+X+1) 
le facteur x? +x+1 étant le produit de deux facteurs ima- 
ginaires, ce que l’on peut constater enrésolvant l'équation 
X? +X+I — O, nous éCrITONS, 

RARE Ter Le SA MEN 
(RTE OR ETRRRRTE Ne 
nous avons trois facteurs au dénominateur, x — 1 et les 
deux que contient x? +x+1, donc nous mettons trois in- 

déterminées À, M et N. 

En réduisant le second membre, de l'expression ci-des- 
sus, au même dénominateur, et égalant alors lés numéra- 
teurs des deux membres, il vient 


a +Dbx Hrrive LAXHALMxMx ENS N 
nie Ext) (x—1)(x2 +x+1) 1 
donc a+bx—(A+M}x? +(A—M-+4N)x +(A—N); 
donc A+M=—=o..A——M; 
A--MN—pi2 ALN=Dr AS PEN CU NES 

DIN 2 2 
A Ne — N=—a..b—N—2N—2a..b—3N— 

b—2a 4 
2a.". ——— N ; 
par Suite «2, 

b+ 
2 2 GR 6 5 
RPT A NEED A) 
6 3 3e 


a+D 
A —, 
ue 
Décomposons maintenant le facteur x? + x + 1 en fac- 
teurs simples, par comparaison avec l'équation (46), nous 
aurons DUT Et LP ETi 


d'où ar et 6 Va =] 1/5. | 
2 4 4 


Substituant ces dernières valeurs et celles de MetdeN, 
dansl'équation(47), nous aurons pour l'intégrale du second 


terme du second membre de l'équation (48), multiplié 
par dx : 


Mx+N = VEPRREESIEENE I 3 
D LE MTS PE l Re 
XAH-XCÈT GE °6 2e += Nr di 
D tn 
2TRMEPE TIME VE OT Prrennaus D ro[ tan — ns 
re Ar 
4 À 
a +Db b—2a+a b « 
OR RE eat EE Farc (tang= 
s\/2 
sr) D b—za+a- +b= 
Lt '\+iC—— den T_JogVx? EX LI + Le 
3 3 V 
3 AE 
4 [/ : 2 
arc ane MEN — — rl log v RAP RETRE 
E Fe 3 
4 
3b_3a (+ +=) 
LP tan 4 Ce CR ARE Vx2 ARR me 
ee var 3 
2 D 
: 


(b—a) Es 
Mu Arc ang = RE | + C. 
V3 3 


4 
L'intégrale du premier terme, multiplié par dx, de ce 
second membre de l'équation (48), est 
SR PE ou À [SE ou, art. 28 du cal- 
X—I Je XI l X—1 
cul différentiel, 
A 10g (X—1) où ——— 


si log (x). 


Par conséquent en prenant ces valeurs de ces deux in: 
tégrales, l'équation (48) donne 


eperirn LS mou log (x—1) Gb log 
CD) OT) 3 | 3 
M 
— , ba 2 
VX? +x+i + ——arc [tang—= + _""|+C; 
4 


donc enfin, en mettant le premier membre sous la forme 
donnée : 


É LDpx 1 = log (x 1) -E? log Vx?+x+I 4- 


CET Tr 
/ I | 
(x Feet 
Dir DRE ane Neal + C. 
V 3 5% 
4 
34. — Lorsque, parmi les facteurs imaginaires, il y en a 


qui sont égaux, l'expression considérée contiendra un ou 
plusieurs facteurs du second degré de la forme (x? + 2ax + 
a? +6? jr, (art. 30, C. I., éq. (46)), suivant qu’elle renfer- 
mera un ou plusieurs groupes de facteurs imaginaires 
égaux. Le facteur : 
(X2 + 2ax + «7 + 67 }P 

correspondra, (art. 28 du calcul intég.), à cette suite de 
termes 


) EEK HER 
(& + 2axj+o + 6} (x + 2axit a + 6? Pa 
HPETRE EH: + Kix 
2 RE A4 À . (49); 


(xX2-+ 2ax + «7 +62 jp? x? L2ax Lo? LÉ 
après avoir opéré de même pour les autres groupes de 
facteurs égaux, nous déterminerons les constantes 

EPK, H'; Ke EIRE RE rete 
comme précédemment. 

Nous multiplierons ensuite par dx, et il ne restera plus 
qu'à intégrer chaque terme séparément, ce que nous sau- 
rons toujours faire du moment que nous savons intégrer le 
premier terme de la suite (49) multiplié par dx, car tous 
les autres sont de même forme. 


A cet effet, nous mettrons ce terme sous la forme : 


H+Kx 
(ra): +62 ]r 
en y faisant x+a—z, d'où x—Z—« et dz—dx, il viendra 
HE KzK «x 
CRUE 
et, en représentant par M la partie constante H—K, nous 
aurons à intégrer M+Kz 
expression qui peut se décomposer en les deux suivantes : 
Kz dz M dz 


CEXDONICET DIE 
Pour intégrer la première, comme z dz est, à un facteur 
constant près, la différentielle de z° +6? , dont la différen- 
tielle est 2zdz, nous ferons, art. 9, C. I.,z° +6?— y, et 
nous aurons, en différentiant cette dernière expression, 


N I 
2 z dz—dy, d'où z dz— — dy; substituantces valeurs, nous 


obtiendrons pour l'intégrale de cette De expression 
Kz dz iy fa ii SE 
(2 + 67 }P be y? —-K Fe Ÿ Ve 


RS 1, (2 +62} +: , K 


I 
is D HE PIE ER caen PA 62 \—p+i— 
AREA D HI C2 1 p 6 Le 
LÉQUISe I PRLRER I ee 
Gen) EE) CD 2e EE 

Pour intégrer la seconde expression ne mettons 


la sous la forme 
M (z°:+6:}-r. dz (50) ; 

et, maintenant, nous déduirons son intégrale de celle de 
f (z°+ 6:}r dz, en opérant comme il suit : d’abord, re- 
marquons que diminuer l’exposant p d’une unité, cela 
revient au même que de diviser par z° + 6?; par suite, en 
multipliant en même temps par la même quantité, nous 
obtiendrons l'équation identique suivante, c’est-à-dire qui 
donnera le même résultat dans chaque membre en effec- 
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tuant les opérations indiquées quelles que soient les va- 
laurs des inconnues : | 
(z2 262 dr = (2 OO CRE ROUS 

en effectuant la multiplication indiquée au second mem- 
bre, nous aurons : 
(2° 2e 62 az mo (z2 à Gr dz se 62 A Ne de dz% 
et en intégrant, nous obtiendrons 
(2 +62):d7= [7° (2: +0!) dz Az EE RAC 

Appliquons au premier terme du second membre l’inté- 
gration par parties ; et, à ceteffet, d’abord multiplions et 
divisons par 2 ce terme, nous pourrons l'écrire sons la 
forme : 

(a +6) 2 dr, (52); 
et node < "alors (70029 027 dr est la différentielle 
2 0% 

de CH , Car cette dernière différentielle est 

—Xip(72 0er: (7: +6) 
ou I P 
DD +62 Tr 2zdz où (z2 +62 jp=1 2zdz, 
comme ci-dessus, de sorte que l’expression (52) devient 

- CRE 
en la comparant à la formule (art. 16 du cal. intég.) : 
| J udv = uv — f vdu, 
de l'intégration par parties, nous poserons 
2 2 \p 
À P 


, 


et nous obtiendrons 
Ë (z2 +6: 1 2zdzou f 7° (z° +6 ÿ1d7— 


> f Z Z2(7 F6}? LE re dz 
RTS PIRE MARIE RE 
Substituant cette valeur à la place du premier terme du 
secondmembre de l'équation (51), laissant le secondterme 
de ce membre sous le signe d'intégration, et mettant les 
constantes en dehors du signe d'intégration, il viendra 


Z _( GA À 


J (2° +62} dz — 
J(°+6:}"dz; 


faisant passer le second terme, du second membre, dans 
le premier membre, nous aurons 


f (4: +67}? dz en UE ur 
f (2° +62) dr, 


OU, ee réduisant le premier membre, 
Ê es fe + 6 y az ou (SR ! fe + ii 
(Z% 22.6? 


PAG ANR A 
2 


I : 
LR. 21 62\p, dz 6? 
È En + 02). dz + 


A ENT 
P 


+ 6? [(z2 + 62 ÿ=1 dz; 
de cette équation, nous tirerons 
6e jee +6 pe dr RER LES jee 46 y de, 


b 
d'où 
JG +6 pr dr (a +6 + SEE JU +6 dns 
posant p—1——p, d'où p—I—p, nous Re enfin 
+1 

z? + 6? Éene n7. dep, +6? ph 2 
er CC CE 
J{z* +6) dz, 
es = 2P 

z? +6: \-rPdz — — z2 + 62 ÿ-p+r (ar 


JR +6 6-0 dz. (53). 

Cette formule, qui, comme nous l’avions dit, a été dé- 
duite de /f (2° Le } dz, nous montre que l'intégrale de 
(z2+6:)-r dz dépend de celle de (z° + 62)-@-5dz, c’est- 
àa-dire de la même expression saufque la valeur numérique 
de l’exposant au lieu d'être —p sera moindre d’une unité ; 
par la même formule nous ferons dépendre ensuite l'inté- 
grale de (Z°:+ 62)-@9 de celle de (z° + 62:)}-®—1 dz, et 
ainsi de suite ; de façon qu'après chaque substitution, l’ex- 
posant dela partie intégrale diminuant d’une unité, il ne 
restera plus en dernier lieu que intégrer RATER 


dz 
(z2+6:)1 dz ou-—— dz o QU ré)? 


(z° CES D :) 
14 


Le WP 


mais mo avons: vu, art. 19,,C. Lques) ——. = =. arc 
(tang — =) donc en remplaçantx par z et a par 6, nous 
dz I Ab 
aurons f Genctr) € arc ‘tang == ë) 
L'intégration de la seconde Re & ss y dépend 
dz Z 
donc de la formule Ve AT _ arc tang— 


Donc, en résumé, Hat il y ades facteurs imaginaires 
égaux, l'intégration dépend de la formule générale 
dx 
sf X?+a° 
Remarque. — Dans la démonstration précédente, nous 
nous sommes arrêtés à /(z? +6: )-: dz, et nous n'avons pas 
cherché à faire dépendre cette intégrale de celle de (72 + 
6: y dz, (laquelle se réduit à z, puisque comme (z? + 6? } 
égale 1,il vient 1 * dz oudzdont l'intégrale est z);car,si dans 
—7 
2(1—p)6° 
(22:-2402) Ton — 


I X 
— — arc|tang — — |. 
a a 


la formule (53), nous faisons p—1, le terme 


(z: + 6:y rt: deviendrait nr 
(z2 + 62 ÿ, c'est-à-dire deviendrait infini, 

35. — Nous pouvons conclure de la théorie que nous 
venons d'exposer sur l'intégration par la méthode des 
fractions rationnelles, que l'intégration de toute fraction 
rationnelle ne dépend que de ces trois sortes de formules : 


" xu+ti 
19 IX UT 
m+I 


sine (x+a) ; 
_ X 


3°. EE — arc (tang — LE +) 
VARRE La a a 
Donc, nous pouvons conclure que toute fraction ration- 
nelle peut toujours s'intégrer ou algébriquement, (1°'-cas); 
ou parlogarithmes, (24cas); ou par arcs de cercle, (3° cas) ; 
ou par le concours de ces moyens, comme dans l'exemple 
suivant qui renferme tous les cas, c’est-à-dire qui contient 


0 
) 


des facteurs réels et des facteurs imaginaires, égaux et 
inégaux. 
Soit donc l'expression rationnelle 
Pr bePp'<ms EL Prem2tetc. dx 
RER RES S Se TE STILL 
dans laquelle nous avons 


R —x—a 
R'—x—)Db £ ee ; ; 
RES acteurs réels inégaux, art. 27 ; 


S — (xere)”, 
S'—(x—d})", } facteurs réels égaux, art. 28 ; 


ee Er ce rien 


ls SR inai iné- 
T'=x +24 star +6, acteurs imaginaires 1n6 


gaux, art. 33 ; 


Eur PORR A} 


tu . ins . D | facteurs imaginaires 


si égaux, art. 34; 


nous ÉEE 


MR Pr CS ET Mr LT DCE Fe PAR 
MR RS SE EM ETT ONCE <a x D 
mo HrOEC.T:.. 

X—C 
E E' ei 
ROSES ANT SECLEDMNRET Ÿ LORIE 
É (x—e) m de (x—e)"— LE (x—e)"—? + EI 

rer ne tou 

A (x—f}" j£ (x— fr: ss (x—f}—2 a etc 
GTX RERLX 
ie 2 — +tetc. 
Mo e 4 Chu x ox y 0 
M+Nx M'+N'x 

REX LC: 
Preis Far ro, 2) (sb x are F6, jar 
P+Ox P'+O'zx etc, 


CCR ion e Léa N (RE +2aux Fan ? FO 
et ayant réduit au même dénominateur, nous opérerons 
comme nous l’avons expliqué pour chaque cas en parti- 
culier 


rene ÉOQLTE 


4°, — INTÉGRATION DES FRACTIONS 
IRRATIONNELLES. 


36.— La méthode consiste à transformer une expres- 
sion différentielle qui contient des radicaux de façon à 
faire évanouir ces radicaux et à ramener ainsi l'intégration 
à celle des fractions rationnelles. 

Il y a deux cas à considérer, d’abord celui où les radi- 
caux affectent des quantités monômes, et ensuite celui où 
ils affectent des quantités polynômes. 

37. — Premier cas. — On opérera comme dans l’exem- 
ple suivant : Soit la différentielle 


Ps 

VENU 
RARES 
Vx—Vx 


que nous mettrons sous la forme 


X!1/2 es” xX1/3 
nous réduirons les exposants fractionnaires au même déno- 
minateur, et ayant obtenu pour dénominateur commun 12, 
nous poserons x—7", alors 


= See 
ES AE AT A dat 


substituant ces valeurs nous trouverons 
3 


ï 
VX RE Z4 res 
À 15 Il 
12Z5—2a7z 
te AR 6 — ya qu Qr = IT dr = 
VV 2° — 7 2° — 7,4 
I220— 2a77 
en GE 


il ne reste plus qu’à intégrer cette dernière expression par 
la méthode des fractions rationnelles et substituer ensuite 
dans l'intégrale la valeur de z en fonction de x pour avoir 
l'intégrale de l'expression donnée. 

38. — Deuxième cas.— Le moyen précédent qui est tou- 
jours possible quand il s'agit de monômes, ne l’est plus 
quand les radicaux affectent des polynômes ; cepen- 
dant on peut intégrer toute expression en x qui renferme 
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VA + Bx + Cx° c'est-à-dire toute expression de la forme 
F(&, V À + Bx + Cx’)dx. 

Nous devrons distinguer ici deux cas, celui où le terme 
Cx: est positif et celui où il est négatif ; s’il est positif 
mettons le radical sous la forme 

VC $ Fe nr +x 
CARE Fm 

Si ce terme est négatif, nous le considèrerons comme le 

produit de + C par — x°, et alors le radical se mettra 


sous la forme 
WC ÿ= 4 xx ; 


pour simplifier, faisons 


Area 
CSC 
et les deux expressions précédentes deviendront 
VCVa+bx+x! et V CVa-+bx—x: ; 
substituons-les dans l'expression donnée en supprimant 
la constante VC qui ne modifie pas l'intégration, et alors 
nous aurons à intégrer les deux différentielles 
F (x, Va+bx+x’ ) dx 

et É(RiVabr=xt} dx: | 

39. — Cherchons d’abord le moyen d'intégrer la pre- 
mière, c’est-à-dire quand Cx’ est positif. Notre méthode 
consistera à obtenir, par une transformation, les valeurs 
de x, de dx et de Va+bx+x: ,en fonction rationnelle d’une 
nouvelle variable z, à intégrer par la méthode des frac- 
tions rationnelles, puis à remplacer z par sa valeur. 

Posons VaÆbxÆEx—7 Ex, (54), 
parce qu’en élevant au carré, les termes en x’ sedétruiront, 
et 1l nous restera entre x et z une équation du premier 
degré, de laquelle nous pourrons tirer les valeurs dexet de 
dx en fonction rationnelle de z. 

Elevant donc l'équation (54) au carré et supprimant les 
termes en x° communs aux deux membres, nous aurons 

a + bx — 72 + 2x7, (55), 

d'où x (b—27) — 7° — a, et par suite, 


— ea (56). 


b— 27 
Substituant cette valeur dans dou (54)nous aurons: 
VaLtbxix’—7+° fur 
| peer 
ou, en réduisant au même dénominateur, 
VAT pas Tge PA 2 ICE en TRS 
b—2z b—2z 
(z? — bz+a) 


PP GC CV 


Il nous reste encore à déterminer dx en fonction de z. 
A ceteffet, différentions l’équation (55), nous aurons, 
(en vertu de l’art. 0, calc. diff.,en ce qui concerne le pro- 
Outer) 
bdx =27d2 +2 xd7 270%, 


d'où (b — 2z) dx — 2 (z + x) dz; 
en éliminant le radical entre les équations (54) et (57), 
nous aurons sus 
Rae Reae 
b — 2z 


substituant cette valeur de x +z dans l’équation précé- 
dente, nous obtiendrons 
(b—2z) dx — PES) dz, 
b—2z 
nn 
— dz, (58). 
Nous avons donc ainsi 10 Fo cherchées de x, de 
Va+bx+ x et de dx en fonction rationnelle de z. 
Exemple. — Soit à intégrer la différentielle 
dx | 


d’où dx — 


KW AL DzxECx , 
mettons-la sous la forme 


dx 
VC xx Va+bx+x" 
en faisant = = et TO SE b. L'équation (58) divisée par 
l'équation (57) nous donnera 
dx VUE 2(2?—bz+a) dz b—2z 247 . 


2 — X ne 
Va+bx+x? (b—27)} —(Z2? —bz+a)  b—2z 


et, en divisant par l'équation (56), il viendra 
dx 2:07 re Va 2 dz 


/ NRA RARES Hs Ése 
NPD ox D 220050 07 A 


multipliant les dénominateurs par VC, nous aurons 
dx dx Ca KE 


= ou Mas aut e- 
xVCVa+bxix. xVA+Bx+Cx 72) VTC’ 
expression qui s'intègre par la méthode Fe fractions 
rationnelles, attendu qu’on peut regarder V C comme une 

constante ordinaire. 

40. — Nous allons maintenant rechercher les moyens 
d'intégrer la seconde différentielle de l’art. 38 qui précède, 
c'est-à-dire lorsque Cx? est négatif. Nous ne pouvons pas 
faire usage de la méthode précédente, car en GRANT 
comme nous l'avons fait, nous aurions 


VA+Bx—Cx: —VC se xx, 
et en faisant : A Et : — D nous obtiendrions : 


VA+Bx—Cx — VC Va bre x ; 

Or, si nous faisons comme précédemment, article 39, 
Va+bx—x: — x + z, en élevant au carré les deux mem- 
bres de cette équation, les termes en x? , étant ici de signe 
contraire dans chaque membre, ne s’évanouiraient pas, et 
alors la valeur de x, en fonction de z serait irralionnelle. 

Pour traiter ce cas, où Cx’ est négatif, nous remarquerons 
d'abord que le polynome a+bx—x? est décomposable en 
facteurs réels du premier dégré, car si nous écrivons ce 
polynome sous la forme 

— (x? — bx — a), 
et si nous égalons à zéro cette expression, nous trouverons 
ses facteurs, savoir 


par suite, par lapropriété des équations (algèbre), nousavons 


mdr af? DEEE 
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et comme, par hypothèse, a représente une quantité posi- 
2 
tive,etquelecarré — est essentiellement positif, les fac- 


teurs qui composent ce produit ne peuvent être imaginai- 
res. Nous serions du reste arrivés à la même conclusion, 
sans résoudre l'équation x? — bx — a — 0, en remarquant 
que le signe du dernier terme a, de cette équation, est 
négatif, et que par suite, d'après l’art. 29, C.I., ses racines 
ne peuvent être imaginaires. 

Cela étant, soient et +’ les racines de l'équation x? — 
bx—a—0 ; nous aurons, d’après la propriété des équations 
(algèbre) : x?’—bDbx —a—(x—x)(x—"), 
et, en changeant les signes 

a+ Dx—Xx?——(x—0) (x—0)—(x— 0) (4 —x) ; 
substituant cette valeur dans le radical, nous aurons 
Va Three Vis ae), 

posons V(x—a)(a—x) = (x—0) z.., (59); 
élevons au carré, nous aurons 

(&—0) (a —x) = (x — 0) 2 ; 
et en supprimant le facteur commun (x—"), 1l viendra 
(ax) = (x—0) 7 …, (60), 


, \ 
ll . 
d'o du —x—XZ°—42°,et par suite, «'+az—x(z° +1), 
par conséquent ns a+ az? 
. RER 
: ! 
& +0 7? 
donc NU 
EE RE 


et en réduisant le second membre au même dénominateur, 


il viendra Pre J 

(e À OV A = Où ENTRE 

X — = ——" — …, (6x): 
ARE EL VAE pe 
cette valeur, substituée dans le second membre de l’équa- 
tion (59), nous donne 
! 

CAE 01 
— Z .…, (62). 
Z + I 
Il reste à obtenir dx en fonction de 7. Pour cela, nous 


n'avons qu à différentier l'équation (61), nous aurons 
œ— DR ; 
d(x-— «) ou dx — d. ne art. tr, calc. différentiel 
I 
/ 


V(XK—&) (ax) = 


(22 +1)d{a—ù) —-(x'—2)d(z? +1) (22 +1)XOo—(a'—2)27dz 
NÉE D AE (2? +1} pe 
LE RNA 
(z? +1} 
Donc, enfin, nous avons, art. 39, C.I., les valeurs de x, 
deVa+bx—x"’et de dx en fonction rationnelle de z. 
Nous savons donc intégrer, puis nous remplacerons z 
par sa valeur. 
- Exemple. — Soit à intégrer la différentielle 


dx 
Va+bx x: ? 
divisons l'équation (63) par l'équation (62), nous aurons 
dx ei dx As PAU 

V(x—a)(a —x) Va+bx—x CH 51) 

LIT Lu A2. O7 
(a'=x}z : z4+T 
donc 

RARES | — aie HIS CIO) 22410 

NP DS x’ LACET 


(tang — 2) + C; | 
et, en remplaçant'z par sa valeur donnée parl’équation (59), 


RME: nous aurons finalement pour l'intégrale 


<a 
cherchée É 
[EE = € — à are [rang = TIC) 
J Va+bx—x? re | 
— C— 2 arc rang 25 HAE 
V(R—aY} 


—C — 2 arc Lang = Ve) 
X— 4 


41.— Remarque. Un exemple d'intégration étant donné, 
comme dans les articles précédents, on peut parfois par 
comparaison, en déduire l'intégrale d’autres exemples ; 
ainsi, par exemple, soit à intégrer 

V 2ax — x’ A X 15 


=— 220 = 


comparons ce radical à celui de l'équation (50), qui est 


X? +axouVx(a' +a)—ax—x?, 


' 
Œ 


V(x—4)(2"—x) ouVa'x 
nous aurons 
du 0, OUR HOUR 10: 
ME 0 22, (OO 2 OU 22) 
prenons a—0 et «'—2a ; on aboutirait au même résultat 
que celui auquel nous allons arriver si l’on prenait «= o 
Et a—24. 
Les équations (62) et (63) deviennent 


2a Z a Z dz 
VX(2a—x) — —,etix—— 4 ; 
2 A (ARTE 
et, en les multipliant l’une par l’autre, nous aurons 
ee — + 8 a? z° dz 
x Vix(2a Ex) OU dx V 2x PS 
; CES 
| are 0 d ZT0Z 
donc (Noa dx l enr 
Ge +1) 


laquelle est une expression rationnelle que nous savons 
intégrer ; il suffit ensuite de remplacer z par sa valeur pour 
avoir l'intégrale cherchée. 


INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES BINOMES. 


42. — Comme nous avons vu, un moyen très-fécond 
pour intégrer des fonctions qui contiennent des radicaux, 
est de transformer ces fonctions en d’autres rationnelles, 
pour pouvoir y appliquer la méthode des fractions ration- 
nelles. | | 

La difficulté est de trouver la transformation qui peut 
être empioyée pour chaque cas ; nous avons examiné celle 
qui convient lorsque les radicaux ne sont que des trino- 
mes, dans lesquels la variable ne dépasse pas le second 
degré; ces sortes d'expressions étant très-fréquentes en 
analyse, il était utile de faire connaître la transformation 
propre à les rendre rationnelles. Nous avons également 
indiqué un procédé général pour rendre rationnelles les 
fonctions qui ne contiennent que des monômes élevés à 
des puissances fractionnaires ; nous allons examiner main- 
tenant comment, à l'aide d’une transformation, on peut 


rendre rationnelles les expressions binômes qui sont affec- 
tées d’exposants fractionnaires. 

43. L'expression binôme Ax'+BxS‘étant un cas parti- 
culier de celle-ci : 

(Ax'"+Bxs}r, 
c'est à cette dernière formule que nous rapporterons les 
différentielles binômes ; nous pouvons l'écrire comme ceci: 

[x'(A+BxS")]Pou xr(A+Bxs-r}r, 
et, en faisant s—r—n, rp-=m—1, cette formule deviendra 
gmi(A + Bxr ) és 

donc a formule générale des TRE PL 


binômes est 
x 1 (a+ bx? )r dx. (64). 

Nous avons remplacé rp par m—71, plutôt que par m, 
parceque les conditions d'intégrabilité seront plus faciles 
à exprimer, Comme nous le verrons. 

44. — Cela étant, si p est un nombre entier, cette for- 
mule s'intégrera par l’art. 7 cal. int. ; mais si p est égal à 
Ja fraction ? nous aurons. 

ge id bxt)h dx::,165): 
Afin de rendre cette SEP SIOn rationnelle nous ferons 
a + Dx (00 } 
ou, ce qui est la même ES 


Va DA O0 Re DX 7, 
et par suite 
la FCDRONA = re (07). 
L'équation (66), étant différentiée, donne 
Door qi d7. (08): | 
La même équation (66), résolue par rapport à x donne 


71--a < AE | JE A in 
MATRA U: TOUR MERE #7 D — ) 


et en élevant les deux membres de cette équation à la 


puissance m, nous aurons 
794— g\m/n 
x® — 5 | . 
eines 


différentiant les deux membres nous obtiendrons 


— 228 -- 


m /29—a\2mx 742 
mx 1dx — — d.|—— |, 
n b 


ou b 


QU AT ET AARVAUIOE ORP 
se TT 


Es ar 7q=—1 (12 


et en divisant par mil viendra : 
gnr dx = LA TT pa de, 
nb\ D 
substituant, dans l'équation (65), cette valeur, ainsi que 
celle de(a+bx" ROLE par l'équation (67), nous aurons 
finalement 


_ _ — ne TÉR AZ RPPONEE _ = dE ANT EME CZ 


ou Z1—a Er I 74 —+-p—1 6 
| nb\. b RCE ne 


Cette expression est rationnelle lorsque est un nom- 
bre entier, soit positif soit négatif. 


m x! dx 


EL ; nie Z1—a , , 
S1 — est un nombre entier positif, alors EST: est élevé 
n 


à une puissance entière et rationnelle et l’on peut réduire 
l'équation (69) à un nombre limité de monômes, lesquels 
seront intégrables chacun par l’art. 2. cal. int. ou par l’art. 
6, cal. intég. 


Si est un nombre entier négatif, l'expression (69) peut 
n 


se mettre sous la forme 
48 TRS m/n—1ou—r 7q+p-—1 dz 
nb b 

ou q 


expression qui est rationnelle et qui pourra s'intégrer par 
la méthode des fractions rationnelles. 
Exemple. — Soit l'expression différentielle 
xS (a+ bx? ÿ3 dx. 
Par comparaison avec la formule (65), nous avons 
D=2#0= 2; m0 IS DH =0 nee 


par suite, la condition d’intégrabilité, ee LEE de 
nombre entier positif), est satisfaite. £ 

Substituant les valeurs précédentes dans l'équation (69), 
nous aurons à intégrer 


START 3 
"174 AZ ou (25 — a) Z4 ‘4 


ou de 2. 

. 2 (76 —2a73 +a° )74 dzou : (°° dz—2a77 dz +a+ 24 dz) 
x enfin À 247 À: 27 AZ + D 24 4; 

onc 

RPinnanNidee Ce eu fé 
RÉ ie sen © 


22h  8b5 10h: 
etil n'y a plus qu’à substituer dans ce résultat la valeur 
de zen fonction de x. 

45. — Un autre moyen de reconnaitre si une différen- 
tielle donnée est intégrable, est le suivant. On doit avoir: 


m FR 
ee égal à un nombre entier (70). 
n 


En effet, écrivons l'expression (65) sous la forme 


XM—1 Æ GE br fiax ; 


élévons ensuite, à la puissance Ê les facteurs du produit 
q 


[a 


= + b}x°, nous aurons 
X 
a Ver BE fa £ 
ae DA X q dx OURS q = + b Lx 
X n NA 
I LS 
Me 1 $ Le Ga ba dx 
ee 
ou enfin 
m +} np —1 P 
X 0 4 (àx-2-Eb)4 dx. 


Mais, d’après la démonstration précédente, art. 44, pour 
que cette quantité soit intégrable, on doit avoir 


m + P 
:_- À = nombre entier, 

MATE | ‘+ 
cette expression tenant lieu de — de la démonstration 
précédente, éq. 65. r 

En effectuant la division indiquée, il vient enfin pour 
la condition cherchée 


/ 
ras se e Où = [— sx P] — nombre entier, 
Se —bq RAT. | 

m 


ou, enfin re ar P __ nombre entier, 


telle est la condition cherchée. 
Exemple. — Soit l'expression 


3 
xt dx Va +bx. 
Voyons si elle est intégrable. Pour cela, mettons cette 
différentielle sous la forme 
X571 (a +bx3 )‘/3 dx, 
nous avons 
AS EE Ha etq—3, 
par conséquent m Dire e LEE 
n 3 
donc la quantité donnée est intégrable. 
Nous avons, dans ce cas, 


X" A(a> AD xs) EM EE rS Var hs dx 
Var Fr à 
Ve | te 
CUX x: ne tb) dx = x: (42x73; D)" dx (70 
Posons ax 34 — — 73 , il viendra 
(a x73+ bb} = 7etx 3— 7, 
ou, pour la première \ 
SSPIR EEE TA 
m1?) 
et pour la seconde MES 
KA TE 


La dernière de ces équations donne 


Ni —— R'hu 
: AIDE 
d'où, en différentiant ; 

: du) (z3—Db)d.a—a.d(z3=—b) 
2x0 0x Cnetusone 3 —b} — 
—a 22°dz 

(is D) | 2 
donc x? Ax — — ÉEnre : 
(3 —by 


multipliant entre elles, les deux dernières équations, nous 
obtiendrons 
a AZ Ur pod z20z 


Cm A OS RL 
RL hé (ae: (3 —b} ? 


cette valeur de x5dx et celle de (ax-3+b)'3 étant substi- 
tuées dans l'équation (71), nous aurons enfin 


: Ë a 2507 a2z3dz 
XS(ax3+b)13dx—x 5 dx Xz= — re 


(3—bÿ (23—bY” 
cette dernière expression est intégrable par la méthode 
des fractions rationnelles, et après intégration, il suffira de 
remplacer z par sa valeur en x. 


INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIONS CIRCULAIRES. 


46. — Comme l'intégration de ces quantités dépend du 
développement decos’x, cos3x,cos4x, etc., en fonction 
des expressions Cos x, Cos 2 x, cos 3 x, etc., nous allons 


rappeler comment la trigonométrie arrive à ces dévelop- 
pements. 

Pour cela, dans la formule 

cos(a+b)—cos a cos b—sin asin b.. (72), 
faisons a—b, nous aurons 
COS 2 ie vue Re nn COS?a—I. 
d'où 1+COs 2a 
Cobra Cr. += = cos 2a.(73), 
2 

multiplions cette équation par cos 2, nous obtiendrons 


I I 
COS 3a—- COS A+ — COS à COS 2 à. (74). 
É 2 


Mais, si à l'équation (72), nous ajoutons celle-ci : 
cos (b—a)—cos a cos b+sin a sin b, 


nous aurons 
cos (a+b) + cos (b—a)= 2 cos a cos b, 


DO D =— cos (a+ b) + — cos (b—a) ; 


faisons b — 2a, nous obtiendrons 


I I 
COS a COS 2a — — COS 34 + - COS a ; 
2 2 


éliminons cos a cos 2a, entre cette équation et l'équation 
(74), 1l viendra 


I HUE I I I 
COS3 A— — COS à + -| - COS 32 +- COS à |-—-COSA + — COS 3a + 
2 212 2 2 4 


3 


I I 
— COS a — + COS à + COS 3a. (75). 


Ainsi de suite. 

47. — Cela étant, si nous devons intégrer l'expression 
cos® x dx, dans laquelle m est un nombre entier, nous 
mettrons, à la place de cos" x, son développement, qui, 
d’après ce qui précède, ne contiendra que des termes de 
cette sorte : 

constante, COS X, COS 2 X, COS 3X,.... COS MX ;" 
par conséquent tout ere à Ti Atente le terme 
COS. mx. dx. 
Pour y arriver, remarquons que si dans l'équation 
d. sin z—cos z dz, (art. 30. C.D.), 
nous faisons Z—mx, nous aurons 


d. Sin rmx=C6os mx": (mm *)=60$ M Xe 


d’où d. sin mx 
CON IX da > : 
m 


donc f cos RE [EE sin mx sin . C. (76). 


Par le même procédé, nous HroPENEnS 


f Sin mx dx —— PE tres 


48. — Comme application, cher RE l'intégrale É Se, è 


x dx. À cet effet, remplaçons cos’ x par sa valeur : — += — 
Cos 2 x, (eg-073, art. 46, C.[.), nous aurons 


fcos° xdx— f+rces 2x) dx Fe ma 
SFA SR NEA 2 


I I 
_ «+ f2cos 2x 0x; (78); 


; : sin 2X 
Or, d’après la formule (76), f cos 2 x dx — ; + con- 
I I Sin 2x 
stante,et,par suite | —cos 2x dx— Sie + constante— 
£ 7 2 
I 


OUR : 
À sin 2x + C; remplaçant | , COS2X dx par cette valeur 


dans l’équation (78), 1l viendra enfin 
I 


é ne 
f cos x dx = x + —sin 2x + C. 
2 + 

49. — En procédant d'une manière analogue, nous 
pourrions trouver l'intégrale de sin” x dx. 

Mais nous pouvons encore obtenir cette intégrale 
comme Ceci : 

Soit z l’arc complémentaire de x, nous avons 

U 


ie res) =dcD=- à: 
2 
[x 


SIL XS=-ISIN Ds )= cos 16 
2 
la formule sin" x dx, en y substituant ces valeurs se chan- 


gerait donc en celle-c1 : 
cos" z X (— dz) ou — cos" z dz, 


formule semblable à celle que nous venons d'intégrer ci- 
dessus, et qui s'intègre de la même manière. 

50. — Prenons maintenant le cas plus général sin" x 
cos’ x dx, et cherchons l'intégrale de cette expression. 

Si m est pair, nous pouvons poser m—2m, et nous 
aurons à intégrer 
sin?®’x Cos'xdx, ou(sin’ x)” cos’xdxou(1—cos? x)”’cos"xdx. 

Nous développerons par la formule du binôme (algèbre), 
l'expression (1—cos? x)”, et, en multipliant ensuite par 
cos” x dx, nous aurons une suite de termes, chacun de la 
forme cos“ x dx, et nous n'aurons qu'à intégrer comme 
ci-dessus. 

Si mest impair, nous ferons m—2m' +71, et nous aurons 
Use Cris Sin Rx COS dxsin Mxisin x COS? 
x dx—(sin? x)”’sin x cos" x dx—(1—cos? x)" sin x cos" x dx; 
et, comme sin x dx=— d cos x, art. 31, C. D., nous avons 
enfin, en mettant cette valeur au second membre 


sin" x COS" x dx — (1—C0s? x)” cos" x X (—d. cos x) — 
(1— cos’ x)" cos’ x d. cos x. 

Et en faisant cos x — 7, cette expression deviendra 
finalement 

Sin” x COS X dx ——(1—72)" 7 dz ; 

m' et n'étant, par oo des entiers, Es dévelop- 
perons par ls formule du binôme et puis nous intégrerons, 
la suite de termes obtenus, par la méthode ordinaire. 

51. — Comme application, de ce procédé, soient les 
expressions cos"xdx sinxdx 

“sinx ? cos"x ? 

dont la seconde rentre dans la première en posant x — 


: 
_ — 7, Car cette valeur change la seconde formule en 


2 


sin” Di En sil =)" d. (—z) 
2 2 \2 — cosz"dz 
ou OÙ —— 
ï (sinz)" 


Tr FT 
CORRE T cos! -z 

2 MA 
— cos” dz à " 
u———, formule analogue à la première ; nous ne 

sin "Z | 

considérerons donc que celle-ci, la seconde s’y ramenant. 

S1 m est pair, nous ferons m — 2m, et nous aurons 

COS EX OX COS XX __ (cos’ ah a (i—sin x)" 
SIDE X ASIE Sin X SIN 
et, en développant (1—sin x)” par la formule du binôme 


de Newton, nous obtiendrons 


) 


ay LA ee 
LT ISIN PR Em AVES sint x.+ "etc: 


cos" x dx 

EE —————————————x, 
Dh sin° x 

expression dont l'intégrale dépend de celles de sin/x dx 


dx 
OuSILR EUX Eee ee 
sin£x 


< 


Nous avons vu, art. 49, C.I., le moyen d'intégrer la 
première, et nous verrons bientôt comment on peut inté- 
grer la seconde. 

Si m est impair, en faisant m—2m/+1, nous aurons 
par la formule du binôme 


cos"x dx COS EME dre (COS x )P COS xx 


sin" x sin"x SN sin” x 
1—sin?x})}2COs x dx F7 Cos x dx 
G—sin?x)" cos x dx (LM SNLEX LOC.) 
sin" X sin" X 


expression dont l'intégrale dépend de celles de sin! x cos 


cos x dx 
x dxetde IE ; nous avons vu, art. 50, le moyen 
ù) 2 


d'intégrer la première, nous allons rechercher le moyen 


d'intégrer la seconde. 


COS x! Xe \ 
A cet effet, dans -- no faisons sin x—7, et par suite 


art. 30 C.D.; dz — d*sin x — dx cos x, et nous aurons 


"cos x dx "dz éd I à 7 K - sh 
l TT PRES FR l NT VA Er nee +C. 
sin£ x ZE zk ; a al 
dira dx 
Maintenant, si nous voulons intégrer l'expression nee 


x— dz, connue ci- 


dessus, d’où dx — 


, HOUS AUTONS . 


COS X 
dz 
- dx ae dt | dre ES 
Re AT DER RSA IT ee RU 
| SsinE x COSXEZ* fe x Z 


is nv Î; É 
Nr 7e ei) Fee A Vi—z? VzK 


dz Æ 
V on. (ZE — — 7° ur (z2K— nie 


Dane K\—1/ ce pe K 
fer ngrC 2 2e Fe sx ce" ARS) . 


ns + I 
2 
de — 2 (zK 72 ME AGE 2 VzE_y2+K 1 (7 
On remplacera ensuite z par sa valeur sin x 
52. — Cherchons maintenant le moyen d'intégrer l’ex- 


pression dx 


COS TSIn 2 
À cet effet, multiplions cette différentielle par cos’ x + 


sin’ x, quantité équivalente à l'unité, notre différentielle 
conservera donc sa valeur et nous aurons : 


2 


SES 236 se. 


dx dx cos’ x dx sin? x dx co 
COS" X SiN”X  COS"X siN"X COS"X SiN"X  COS"—2X SIN°X 
dx 


COSX sin? ?X | 
en opérant ainsi, nous avons diminué la somme des expo- 
sants du dénominateur ; et en répétant un certain nombre 
de fois cette opération, et en mettant successivement à 
part toutes les fractions qui, dans leurs dénominateurs, ne 
renferment qu'une puissance d’un sinus ou d’un cosinus 
(parce qu’on sait intégrer ces fractions d’après ce qui pré- 
cède), à la dernière opération nous aurons des termes qui 
pourront encore contenir des puissÆhces de sinus et de 
cosinus, ou qui seront des formes suivantes : 
dx ax dx 

Sin-XCOSx.. COS X, Si 

expressions dont les intégrales se trouvent comme il suit : 


dx 
. Celle de —— , en multipliant le numérateur par 
sin X COS X 
Cos?x + sin?  entte qui équivaut à l’unité et l’on 
aura ainsi : 
Rx COS X sin x 
: + dx — + dx = (art 00, CARE 
sin X COS X Sin X COS X 
d.sin x —d.cosx d.sinx d.cosx 
LR 2) It. 31,C.D.)+ — = —- = j 
Sin X  Cosx Sin X COS X 
expression dont l'intégrale est, (art. 5. C. I.) : 
log sin x — log cos x +C, 
ou Sin X 
log —— +C, 
COS X 
ou enfin 108 tang x + C. 
d’où d. ne cos RCE Six, (art.427, LOI d'où 
dx — — be, à suite 
sin X 
CE ra = dz L dz 
Sin SE sin? x I—COSX 1—7° ? 


expression intégrable par la méthode des fractions ration- 
nelles, art. 13, C. I. 


3°. L'intégrale de _ 


L'on atta0 CT DS}Fd7- d. 
sant par COS° X, nous aurons 


, S'obtient en faisant sin x à 


dx cos x ; et en divi- 


dx AZ yhnate AZ de 
COSXT (COS X ESintx | 1—7 ? 
donc Fe dz 
COS RAT ST 7: 


formule intégrable, comme ci-dessus, par la méthode des 
fractions rationnelles. 

53. — En général, on peut toujours transformer les 
expressions qui contiennent des sinus et des cosinus en 
d’autres qui n’en renferment pas ; pour cela, il suffit d’é- 
galer sin x ou cos x à une nouvelle variable z. 

Par exemple, si dans l’expression sin” x cos" x dx, nous 
faisons sin x—7, nous aurons, en remarquant d’abord que 
cos x — V 1 — sin x — V 1 — 7° ; dz — d. sin x—cos x dx, 


à dz dz 
L'on dx— = ————— , et en substituant dans l’ex- 


pression donnée : 


sinex cosrx dx —(sin x}"(cos x)" dx —z"(V 1—Z7? y — 
VI —Z: 
I 
7" (I Æ n/2 dz —7N( TJ Z? n/2 I 7? ne 
nee A GE PA (a) de 


ZM(1—Z7? Noer ds 0-70); 

expression qui se rapporte aux do cles binômes. 
Remarque. — On pourrait aussi appliquer immédiate- 

ment l'intégration par parties à l'expression différentielle 

sin" x cos" x dx. Pour la comparer à udv, (art. 16,C.I.), on 

la décomposerait ainsi : 

SR COR UX SIT 2 X SIN X COS OX — SUN X COX 

sin X dx — sin"! x COS" x (— d. COS X) — — sin" x COS" X 


d. cos x, (79). 
Mais d. cos tx 


1) cos"x d. cos x, donc 
es COS ru LE 
n+I,: n+I 
remplaçant cos"x d. cos x par cette valeur dans l'équation 
ci-dessus (79), nous aurons 


COS’ X d. COS x — d. cosrtr'x 


— 238 — 


: I 
SIN°XCOSXAxX = -— SIN0T x, = J'COS x Sin 0 
: n+I 
—— COST X, 
DT 
54. — Les formules trigonométriques peuventêtre aussi 


employées avec avantage dans certaine cas. Aïnsi, par 
exemple, pour intégrer sin m xcosnx dx, Comme la tri- 
gonométrie nous donne 


SIN 4 COS D — sin (a+b) + = sin (a—b) ; 


en comparant l'expression sin m x cos n x à cette formule, 
nous trouverons 


De 
SI (mx+nx). dx+- Sin (Mx—nx). 
2 


a = sin |(m + nx | dx + - sin [((mM—n)x| dx, 
et l'intégrale sera, (art. 47, C: 1 


f sin mx cos nx dx — LE sin [(m +n)x} dx + Di ENST 


fm—n) x] dx — PL cos (m + n) x - 1 COS (m—n) " 


2 m+n 2 mA 
1 CoS(m+n)x 1 cos (m—n) x LC 
2 m+n DETTE 


C—— 


FONCTIONS EXPONENTIELLES OU LOGARITHMIQUES. 


55. — Nous avons vu, art, 26, éq..(36), C«D,*quiea 
prenant les logarithmes dans le système Népérien, on 


X 


AVAIL (a == a 0x 00e de — ax dx ou-——.d. 
: log a log a 


I 
a* — a* dx, donc fa* Axe jee faa- 
; ax J loga AT 
em le— . 
log a log a 

Cette formule va nous servir pour intégrer l'expression 
générale a*Xdx, dans laquelle X représente une fonc- 
tion de x. 

À ceteffet, nous mettrons cette expression sous la forme: 
X.a*dx; et nous y appliquerons l'intégration par parties 
art. 16, cal. int. Remplaçons donc dans laformule fu.dv— 
uv— f v.du: 


u par X;a* dx quiégalela différentielle Re GE ton ci- 
ur 
10 


X 


dessus)nous donnedonc a* 


-parsuitenous ferons 

a ; a* ( 

vu: ri detre ; par conséquent la for- 
Oga Og à 

mule f ud v=uv— f v du, devient 


AE a* 
X d. — X.. a: dx—=X -—— — 
HER ÉTreNe a* dx boa EE d. X. (80). 
Cela posé, en différentiant successivement la fonction X, 


et en représentant par X’, X", etc., les différentielles suc- 
cessives, NOUS aurons 


d.X— X' dx, d X' — X' dx, etc., donc = See 
log a 


l NI Eee AC nt ses (d'après 
THAlOE A .} log a AIO ao "a 

( a* 
EtvV— — , 
og à log a 
nous aurons, (art, 16, ss HIPACE sa ot égal à 


Le fe, 
loga loga } loga Pr Near 


Substituant cette valeur à la place du dernier terme de 
l'équation (80) nous obtiendrons 


as Near 
Mdr Re 
HR T Joga (log a} y je a )° 
En continuant d'opérer de la même manière, nous par- 


viendrons à ce développement 


ce qui précède, art. 55); eten faisant u— 


NS 4 »'€ EN 
Na; x | —_—— ee 
PS a (log az a)? RATE (opra) PS (I0 pra AE 
X® ax dX 
(log ati } (loga} tr 


(n) signifie indice n. 
Si, en prenant la suite des coefficients différentiels X’, 
X", X",... X®), le dernier de ces coefficients est constant, 
nous aurons d X® —o et alors la partie intégrale du 
second membre s’évanouira, et nous aurons ainsi l’inté- 
graie du premier membre. 
Exemple. — Soit X — x3 , d’où nous déduisons 
ME PR eee li NN ONU el 2,2 X0 


— 240 — 


donc 
fa aSdR = a" 


[ x3 “D RENE 2, 4: 
\oga (loga)’ (logaÿs eo 

Si nous faisons a égal au nombre e, qui est la base du 
système Népérien, log a devient log e, or log e—=1, en 
vertu de. l'équation (art: 26: D "ne = h1ss cire 
e! —e ; par conséquent 


MES X? 3 INTER 


16 15 14 
2:29 X 24). 

56. — On peut encore développer f a: X dx, de la 
manière suivante : 
faisons J-X dx —P, d'où d'P= RO RTE re 
POP Ux SA OX R; d'où AIME OT 
intégrons par parties, (art. 16, C. I.), en faisant u —a* et 
v — P, nous aurons | 

Jar X'dxousy ad Pa P=yeP "da 
of(art65, CT), JP. d'a /P'a dxloga ao 
donc, l'expression précédente devient 
f a* X dx = a* P — f a: log a P dx. (8x). 

On a aussi 
f a* log a P dx—fa* log a d. Q— (en faisant u — a* log a 
et Q = v) — a: log a. O — f ©. da*. log a — (en remar- 
quant, art. 55, que d. a* — a* dx log a) — a* log a. 0. — 
f © a* dx log a log a — a* log a Q. — f O ax dx log a° — 
a* log a O — f a* (log a} Ô dx; et en substituant dans 
l'équation (81), nous aurons enfin 

f a* X dx — ax P — ax log a O + f ax (log a) © dx. 

En contiuant d'intégrer par partiésnous auronsen général, 
f a X dx— a [P — Qloga + R (loga} — etc.] + fax 
(log a) Z dx. (82). 

57. — Appliquons cette formule au cas où X — : nous . 


P=y Os E Je de Eee 
FPS —4. 4 X4 
OP TRE == À dx fade ie 
Es T3 


R—= etc. — — s 
AAA 
Z etc Tree ; 
DAS 
f 
as ue Geo ans 
J dd. RESPRET ue HELCOBAr 
DA. as 


ou, en mettant dans le dernier terme les constantes en 

dehors du signe d'intégration 

D: =] 1. loga (loga) ]-(logaÿ [* dx 
HS PO T Sal 2e À eu 

L'intégrale de e est une fonction transcendante qui 


jusqu'à ce jour, n’a pu être déterminée. 
58. — En général, on voit que quelle que soit la puis- 
sance négative et entière que l'on prenne pour exposant 


I : ; 
de x,[_—x |, on tombera toujours sur cette transcen- 


Neo 


19) 


a* dx 
dante ES car, dans les fonctions successives P,O,R, 
< 


etc., les exposants de x diminuant toujours d’une unité, la 


dernière de ces fonctions doit être de la forme F1eUaDAaL 
x 


conséquent la dernière intégrale sera, en mettant les con- 
stantes logarithmiques en dehors du signe d'intégration, 
formule (82), ou plutôt en en tenant Ji compte ; 


ni 


puisque À est tee 


Pour avoir une valeur approchée de l'intégrale de 
A a* dx 
er le seul moyen c'est de substituer dans cette ex- 


pression le développement de a*, que nous avons nie 


lo 
(art. 25 et suivants, calc. diff. , où À — Re = L'apree 
log e 


 1+xloga+ (Log a)? + 7 Goga} +etc., 
et d'intégrer ensuite bide terme. 16 


quiest 


59. — Lorsque dans l'équation, (art. 28, C. DS = à 


—— i 
X 


nous avons = xl, dlog xl ; 
par conséquent, chaque fois qu'on pourra décomposer une 
différentielle en deux valeurs dont l’une est représentée 


par xl et l’autre par d.log x}, l'intégrale sera x IC 

= 60. — On peut aussi appliquer l'intégration par parties 
à celle de l'expression différentielle X dx (log x)"; car si 
nousreprésentons par X,, l'intégrale de X dx, nous aurons 
X-dx—d.X,,-et enfaisantu—{(log x} et =X/P0oums 
d.X,;,—X d x, il viendra en vertu de la formule d’intégra- 
tion par parties, (art. 16, C.I.): 

f X dx (log x}" ou f flog x} X de out (logx)ad: X M: 
log x} X,— [X,d.(logx}  —(logx}X, —/fX, n(log x}°=* 


CPXr—f X, Xn(log x}—1 RQ h — 
x 


fe AIO ER 


On fera dépendre ensuite cette dernière intégrale d’une 
autre de la forme / X,, dx (log x)’, et ainsi Fa suite. 


SÉRIE DE BERNOUILLI. 


61. — Beaucoup d'expressions différentielles, comme 
nous avons vu, ne sont intégrables qu'après avoir été 
réduites en séries ; et pour cela, en désignant par X dx une 
différentielle dans laquelle X est une fonction quelconque 
de x, nous avons vu qu'il fallait préliminairement réduire 
en série la fonction que X représente, et intégrer ensuite, 
après avoir substitué ce développement dans la formule 
X dx. 

La série de Bernouilli a l'avantage de réduire f X dx en 


série, avant même que l’on ait donné la forme de X ; cette : 


série peut être considérée comme étant dans le calcul inté- 
gral ce que la formule de Taylor est dans le calcul diffé- 
rentiel. 

Nous allons la démontrer. A cet eftet,cherchons d’abord 
à intégrer X dx par parties, (art. 16, C. I.). Pour cela, 
comparons / X dx au premier terme de la formule 
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fudv = uv —/f vdu, 
et nous aurons 
RU (VOOIC x V 
par conséquent l'intégration par parties donnera 
RS NF d'X 283). 
L'intégrale se prenant par rapport à la variable x, nous 
avons, (art. 38 et 44, cak diff.) : 


d) 
AE a BE 
ce qui veut dire différentielle de X par rapport à x ; par 
conséquent ere je ar 


Intégrant encore par parties, u sera représenté dans ce 


cas, pare et dv par x dx ; de sorte que nous aurons 
* 
er st 
Yy—= dv = f x dx ——,et1l viendra, par la formule 
2 


d'intégration, (art. 16, C. I): 


ax d nor RS Lo d = x? 
Hd MR der : NON de MAL de 210 
HAINE Tree dx 
[= GTX De mt mte . (84). 


Remplagant ensuite © par © dx, ce qui veut dire 
; x 


différentielle de a par rapport à x, et opérant, dela 


même manière qui ci-dessus, nous obtiendrons (en faisant 


PSE u et x dx = dv, d'où v= fdv— f x dx = 
dax SC A CPU STONE PEL) AE 
ire ee ON S et dx ee — mer 


AR EN dx 
X 3 —— X 3 

PARLE 3 x£ 
Et ainsi de suite. 
Substituant la valeur du premier membre de l'équation 


(84) dons l’équation (83), nous aurons,'(en remarquant que 


fxax=— | ù 


. X dx, comme ci-dessus) : 


EC AA 


fax xx Te 


substituant maintenant la valeur du premier membre de 
l'équation (85), dans le second membre de l'équation (86)‘ 
nous obtiendrons 


dx 


Le 


ARE DPI ANT EE 
SX dx=x x SE + ee Dr. /x EF 
BRUNES LOT MSN E ENS PERENT d | 
AT des 200 2er de 0 2 M CR 


8 Gun GT CRE € IUT Les 
‘dx 2 Dix r23 2 AO ra RE U 

Aïnsi de suite. 

De sorte que la série peut se mettre sous la forme 


APR En ANR 75e 
€ A À _—— Gr Rens PR TT 
Lee dx ‘2 RSR MEANS 


—etc.+constante.(87). 


QUADRATURE DES COURBES PLANES. 


62. — L'aire S ou OAMP, fig, 62, d'une courbe plane 
Fig 62 représentée par l'équation y — fx, est 
© donnée par l'équation dS = y dx, 

d'où SE VOX 00: 

En effet, si l’abscisse OP — x devient 
OP'=x + h, l'aire S, qui varie évidem- 
5 pp Mmentavec la valeur de x et par consé- 

ent aussi avec celle de y, deviendra S’ 
ou OAM' P, et d’après la formule de Taylor, art. 41, nous 
aurons 2C hr? 

aire OAM'P'=S + Le He HS : + etc., 
donc dx ee 
RSR ds 7 SELS 
aire mixtiligne PMM'P—S— Shoes h + SET 

Cette aire est comprise entre les deux rectangles PM'et 
P'M, lesquels sont représentés par les expressions analy- 
Gauss suivantes : 

rectangle PM PME re) b, 
rectangle PM PNA PP ER 
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le rapport des ces rectangles est 
f(x+h).h _f&+h) 
th VOLS 
dans le cas de la limite où h diminuant se ramène à zéro, 
ce rapport se réduit à fe 
RAR | 
Or, la surface mixtiligne PMM'P étant comprise entre 
les dénx rectangles, diffère moins du rectangle PM que 
le rectangle PM’; dal si dans le cas de la Vins nous 


avons a 1, à plus forte raison l'unité sera-t-elle la 
limite du rappport aire PMM'P' 
rectangle PM 
En remplaçant les termes de ces rapports par leurs 
expressions analytiques, nous aurons 


a, d'Sh ue AS, SR, eu 
RM PMMAR Na ia idr, dx 2 
aire P'M fx.h es fx ds 
passant à la limite et faisant h — o, nous obtiendrons += 
d fx 


re 'Oouts = IX. 03 :Petén mettant DOUr-IX Sa 
dx fx 


valeur y, nous aurons enfin 
DT OC HOnCIE ES OURS VOX CO EXD: 
63. — Nous pouvons aussi déterminer la différentielle 
de l’aire d’une courbe, en faisant usage de la méthode des 
infiniment petits, de la manière suivante, fig, 62 : 


.trapèze PMM'P— PM+PM PR P Art 3 et r20 CD) 
y+(+dy) EAU 
2 


rejetant dy dx comme nl petit du second ordre 
(art. 136, C.D.), 1l reste y dx pour la différentielle, résul- 
_F663m tat déjà trouvé à l’art. précédent par ne mé- 
thode des limites. 
64. — Comme application, cherchons, fig, 
63, l’aiïre OMP d’une portion de parabole. 
Soit y’ — mx l’équation de cette parabole, 
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dont l’origine est o; en différentiant, nousaurons : 2 y dy— 


ZA 
m dx; donc dx re = 3 qy, et 
m m 


en intégrant, nous obtiendrons 


2 Y° 2 Vi LE D V3 
7 d2 Sel y PIC Re 
fydous= fay=£ + ci +0, (8) 
Pour déterminer la constante, et ainsi la surface S, ob- 


servons que quand y—0, l'intégrale qui exprime la surface 
cherchée, est nulle en même temps ; par suite, dans ce 
cas, l'équation (89) se réduit à o—0+C, donc C—o, et par 
suite l'intégrale ou ns cherchée est: 


fyax=s= "À FO ee Y .mx=—?xy, (90). 
31 A m 340 S 

Pie En 65. — Soit maintenant la parabole 

| (6 représentée par l'équation (fig. 64) : 

al Vi in (OP 
L'origine des coordonnées n’est plus 1c1 
À 110 > au sommet de la courbe, car en faisant 
y — 0, l'équation (91) donne x = ; et puisque cette 
\ 


abscisse doit se terminer au point À, où y — 0, nous por- 


terons = de À en O, et le point O sera l’origine. Cela 


étant, en opérant comme précédemment, nous aurons 
D T 2 2 2 
23 dy—n dx, donc y dx = dy et J y dx = 13. 
n 


Pa tie | ob tue 
MERE HO n + C: (02). 

Pour déterminer la constante, remarquons que la sur- 
face OMM'P, fig. 64, quereprésenteici l'intégrale, doit être 
nulle lorsque l’ordonnée M'P coïncide avec MO; or, OM 
étant l’ordonnée qui passe par l’origine O où l’abscisse 
x—0, l'équation (91) nous donnera, dans cette hypothèse, 
y où MO—Vm+0— Vm ; faisant donc fydx—o et y—Vm 
dans l équation (92), elle RU - 

2 (Vm 2 m3/ 2 m3? 
LE = Te _— RL 6 d'où SES 5 
et par suite l'intégrale ou surface cherchée est 


j ydx ARE à AGE) 


Remarque. — Dans ce qui précède, nous avons tiré de 
l'équation de la courbe la valeur de “ pour la substituer 
dans la formule y dx, et intégrer ensuite. Nous aurions pu 
opérer autrement, en mettant dans cette expression la va- 
leur de y plutôt que celle de dx ; car, pour obtenir l’inté- 
grale 1l suffit que la différentielle proposée ne contienne 
qu'une variable ; donc on choisira la substitution qui exi- 
gera le moins de calculs. 

66. — Une intégrale telle que fx . dx, peut toujours 
représenter l’aire d’une courbe dont l'équation serait y—fx; 
car cette équation étant donnée, si nous substituons la 
valeur de y ou fx dans la formule qui donne la surface, 
c'est-à-dire dans f y dx, nous aurons / fx. dx pour la sur- 
face de cette courbe. 

Voilà pourquoi, lorsqu'un problème nous a conduit à 
intégrer une fonction d’une seule variable, comme c’est le 
cas quand on a /f fx. dx, l’on dit que ce problème est 
ramené aux quadratures. | 

67. — On appelle infégrale indéfinie générale, ou plus 
simplement intégrale indéfinie,une intégrale dans laquelle 
la constante C n'est pas encore déterminée. Ainsi, par 
exemple, d'une façon générale, soit y une fonction X de x, 
et supposons qu'en intégrant y dx au plutôt X dx, nous 


ayons obtenu 
HR ARR Cr (OA 


C n'étant pas encore déterminé, nous avons une inté- 
grale indéfinie. 

Une intégrale où l’on n’a pas ajouté la constante arbi- 
traire C, est dite incomplète; elle est appelée intégrale 
complète, lorsqu'elle renferme cette constante arbitraire. 

68. — On appelle in/évrale particulière, une intégrale 
dans laquelle on a déterminé cette constante. Ainsi, 
lorsque par une hypothèse, nous déterminons, (comme 
nous l'avons déjà fait précédemment), cette constante C ; 
lorsque, par exemple, nous supposons que f X dx doive 
s'évanouir quand x — a, l’équation (94) donne, dans ce 
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Cas, 0 — Fa + C, d'où CEE Fa, et cette équation (94) 
de ien f X dx = Fx — Fa; 

cette intégrale Fx — Fa est donc alors ce qu'on appelle 
une zntégrale particulière, et nous voyons que le nombre 
des intégrales particulières d’une expression différentielle 
estillimité, puisqu'on peut établir uneinfinité d'hypothèses 
différentes sur la constante. 

69. — On appelle intégrale définie, une intégrale telle 
que J X dx — Fb — Fa, c’est-à-dire une intégrale déter- 
minée, dans laquelle, la variable, comme dans l'exemple 
CI- idéccns, a été remplacée par des constantes : la variable 
x devenant d’abord a, puis b ; on dit alors que l'intégrale 
est prise depuis x — a jusqu’à x — b. 

Exemple. — Si l'on fait l'hypothèse, comme à l’article 
précédent, pour déterminer une intégrale particulière, de 

Fi665 l'intégrale nulle et de x—a, c'est admettre 


AT RS qu'en prenant, fig. 65,une abscisse OA—a, 
AE la surface soit comprise entre la limite AB 
5" et la limite indéfinie MP qui correspond à 


# % OP, car alors quand je fais x—a, MP 
coïncide avec BA, et la surface, l'intégrale donc, devient 
nulle. Par conséquent l'opération par laquelle nous déter- 
minons une intégrale particulière est la même que celle 
qui fixerait la position de la limite AB,à partir de laquelle 
on compte l'intégrale. La seconde limite PM sera fixée à 
son tour invariablement, si nous donnons à x une valeur 
déterminée b ; alors l'intégrale particulière | 

! t — Fx — Fa, 
obtenue d’abord, art. précédent, deviendra 
fX dx = Fb — Fa... (05), 

et la surface À B M P, qui représente cette intégrale, ne 
sera plus arbitraire ; elle est devenue intégrale définie, et 
l'on dit qu’elle est prise depuis x—a jusqu'à x—b. 

Une intégrale de ce genre se désigne en employant la 
notation suivante : 


TS AE TD RER 


ce quiveutdirequel’intégraleestpriseentreleslimitesaet b. 
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Maintenant, si l’on avait l'expression 
rb LI 00 Fo 
J, Xdx+/, Xdx, 
elle signifierait que l'intégrale prise depuis a jusqu’à b, a 
été continuée de b en c, de sorte que intégrale lotale 
serait exprimée par ere 
P P | X dx 


70. — Application {. — Soit à trouver l'intégrale définie 
de x" dx. Nous avons vu que l'intégrale indéfinie est 


SANG NT) - 


et nous sommes censés connaître deux valeurs aet b “re 
‘ aisant à cette intégrale indéfinie. 


nous aurons 


ami Se a+ 
+ C—o, d'où C— — ; 
m+I m+I 
et l'intégrale particulière sera 
XMTI am+t 


x®dx — es 
m + I EN 


Faisons ensuite x — — b, et nous aurons pour l'intégrale 
définie cherchée D Dur 
“ Vo —— ; 
m+I m+I 
71. — On arriverait au même résultat en faisant succes- 


X=s del Le 
et l’on aurait ainsi 
a+: br+ 
+ C,et +C, 
m+I m+I 


on retrancherait ensuite le premier résultat du second, et 
l’on obtiendrait comme tantôt 


ice UE ue : 
m+i m+I 
Remarque. — En prenant cette différence, il faut tou- 
jours avoir soin de retrancher la partie qui représente la 
valeur de la fonction de x à l’origine de l'intégrale, c'est- 
àa-dire dans le cas présent, la partie NC A4 03 


laquelle correspond à la droite AB, fig. 65, TES de 
l'intégrale. 
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72. Application TI. — L'équation du cercle, origine au 
centre, étant x? + y? —1° —a°, en représentant le rayon 
par a, qui est constant, nous avons y? — a? — x?’ et y — 
Va’ x’; mettant cette valeur de y dans f y dx, nous 
trouverons pour l'expression de l'aire de ce cercle, (art. 
62,C.[I.); AA 

Nous avons vu, art. 17, exemple III, C.I., que la valeur 
de cette ec tale était 


I Ps 7 VOA he X 
—XVa’—x’ +-a’arc| sin — —|+0C. 
2 2 a 


Pot X | ; 
La partie —_a’arc|sin — — | ne pouvant se déterminer 
2 a ; 


qu'en supposant connu le rapport du diamètre à la circon- 


I è X I 
X— —- à, NOUS aurions — — —, et 
6 a 6 


nous opérerions comme à l’art. 15, Cal. Int., pour déter- 
miner l'arc correspondant), nous voyons que l'intégration 
dev a?—x?° x dx ne peut conduire à la solution du problè- 
me dela re du cercle, art. 66. Il en est de même 
de la quadrature ee qui dépend de 


ul Va?—x? Aquibes 


obtenue en mettant “e valeur de y, tirée de l' équation de 
l'ellipse, dans la formule f y dx. 
De ces deux AR on tire la proportion 


aire ellipse : aire cercle : : 2jva x —X°: dx: : fVa?—x? dx, 
ou :" “aire eMipse taire cercle Mer; 
a 
5 b b 
d'où aire ellipse == arreter rare 
a a 


a étant l’un des axes de l’ellipse égal au rayon du cercle, 
b étant l’autre axe de l’ellipse. 


RECTIFICATION DES COURBES PLANES. 


73. — Rectifier une courbe, c’est obtenir la longueur du 
développement de cette courbe ou d’un arc de cette 
courbe ; c’est-à-dire la longueur d’une droite égale à cette 
courbe développée. 
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74 — Une équation entre deux variables x et y étant 
donnée, si l’on veut rectifier un arc de la courbe que cette 
équation représente, il faudra d’abord différentier cette 
équation ; de la différentielle obtenue, tirer la valeur de 
dx oude dy,valeur que l’on substituera dans l'équation qui 
représente la différentielle d’un arc de courbe, obtenue 
art. 146 ou 88, C.D., et qui est 

dSÆVax + dv’, (97). 

Après cette substitution, le radical ne contiendra plus 
qu'une variable, et, si ce radical est intégrable, l'intégrale 
que l’on Cbtiecdra sera la longueur de S, ou de l'arc 
rectifié. 


Exemple. — Soit, par exemple, à rectifier la courbe 
représentée par l'équation 
Y$—=nx ; 


en la différentiant, nous avons 
3Y° ner PGO, 


— ET et ax—2 Y” au dy?’,et, en remarquant 
: n°x° 
que d’après at donnée, n x°— y, 1l vient dx’ ee. 


4 T 

a 3 Et dy; 
Ÿ n 

en substituant sous le radical, nous avons 


Vas + dy: — 4/27 Ydy:+ dy’ — VEX+ Lay: - 


et, comme dy est la différentielle de l'expression qui est 


sous le radical à une constante près se nous posèrons, 
4n 


ant 0e CL ee F2 A ee 


HS 
n n 
Le (rt) = LE _. EL © dz ; substituant: ces 
valeurs de z et de dy, l'expression ci-dessus devient 


V 4x? + dy? _ dz Va z12 dz. ; 


dont ae 
fV dx? + dy? — IE 7 Pa ne : = Taie 
— +] 
HAE RP RE 2 
9X3 27 


et en remplaçant z par sa valeur, nous aurons pour l’ex- 
pression générale de l'arc rectifié : 


Se M D 8n/9y.,.\ 
Vdx2 +dvy’ ou S — . MES DE LE R 62 
J y pe RTE | 


Pour déterminer la constante, prenons un cas particu- 
lier ; ainsi, par exemple, remarquons que d’après la nature 
de l'équation de la courbe, à l’origine des abscisses, y est 
zéro ; donc, en supposant que l'intégrale soit nulle en ce 
point, (x et y étant o, on a arc — 0) nous aurons 


n200)00 se ë ôn 
Nc += 0) 1) +C—T+C, 
27 . ) 27 
donc C— — %, et par conséquent 
27 
ÉtBST EEe : __ôn 9Y 3 ôn 
Vax?+d 2 22 — — 
il FN 27 e 5 Æ ) 27 ; 
DEEE Ses 
et comme de y3—nx?,on tire ds Vnx? =—yn  <euse 
rat # n X2/3 — FE X2/3— Le x2/3— Fa x 213— RS 
n n 3 n? NES 1195 
7 > vn? 
x23— — TS E} 3, en substituantsousleradical, onobtient 


enfin pour l'expression générale de l’arc de courbe rectifié 
compté à partir de l’origine : 


fV dx? +dy* ou S — ne VE22"+ ee 
27 Vlagln 27 


Pour avoir l'expression de la longueur Rue arc déter- 
miné, compris par exemple entre l’origine où x —oet le 
Dont où x — a, il suffit de remplacer dans le dernière 
équation x par a, (art. 69, C. I[.), et nous aurons pour l’ex- 
pression de l'arc rectifié compris entre ces limites : 


s— VE 1 
27 VLain 27 
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Remarque. — La courbe que nous venons de rectifier 
est appelée seconde parabole cubique. 

Son équation, ainsi que celle de la parabole ordinaire, 
n'est qu'un cas particulier de l'équation générale Y "—ax” ; 
c'est pourquoi cette dernière équation est appelée 
l'équation de la parabole de tous les ordres. 

On a également considéré l'équation xy—a de l’hyper- 
bole entre ses asymptotes,' comme un cas particulier de 
l'équation x" y°— a l?, qui est nommée, pour cette rai- 
son, l'équation de l’hyperbole de tous les ordres. 


AIRES DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. 


75. — Nous savons, qu'en géométrie, on appelle so/ide 
de révolution, la partie de l’espace que détermine une 
courbe À C, tracée sur un plan, et qui fait une révolution 
autour de l’axe O X, voir fig 62. 

76.— Nous allons d’abord chercher la formule générale: 

du —27yVv dx + dy*, 

qui donne la différentielle de l’aire u engendrée par cette 
courbe ; et l'intégrale de cette différentielle sera l’aire du 
solide, deb d'une facon générale. 

MAN LRTeP PEN Tet par 
Pie pe Pr eg dpi 
dy dx 
ARE 

Dans ce mouvement de rotation, les ordonnées M P et 
M' P' décrivent des cercles inégaux qui sont les bases d’un 
cône tronqué dont la corde M M'est le côté. L’aire de ce 
cône tronqué a pour expression, (géométrie élémentaire) : 

circonf. P M + circ. P M DRE M: 


2 
et, en représentant par x le rapport de la circonférence à 


son diamètre, nous avons 
2rPM+2r PM" x cordeMM'=—+(PM+P'M')*cordeMM'; 


remplaçant dans cette équation, les ordonnées PM et 
P'M' par leurs valeurs analytiques trouvées ci-dessus, 1l 
vient en remplaçant fx par y : 


+ etc., d'après la formule de Taylor. 


——— 25 4 rs 


airecônetronqué MM en 2Y+ de si _ Fi MW’, 
donc | Rene 
aire cône tronqué MM É die ANUS 
corde MM. ANE da (ee PAU 


Si, maintenant, nous représentons par u l'aire engen- 
drée par le mouvement de rotation de l’arc MM'et parS 
cet arc, comme en diminuant h, cet arc tend à se confondre 
avec sa corde, le premier membre de l'équation ne 


devra être remplacé, dans le cas de la limite, par Te ietlo 


second membre se réduisant alors à 2 x y, puisque h est 


cencé réduit à zéro, nous aurons 
du 


dS RCE 
par suite du — 2 x ydS ; et, en remplaçant dS parssa 
valeur trouvée, art. 146, C. D, nous obtiendrons enfin pour 
la différentielle cherchée 
du 25 yydxe dy (08) 

77. — Par la méthode des infiniment petits on arrive- 
rait au même résultat, en considérant l’élément de la sur- 
face de révolution, c'est-à-dire la surface engendrée par 
un arc infiniment petit, comme celle d’un cône tronqué, 
engendré par la rotation du trapèze élémentaire MPP'M, 
(c'est-à-dire de hauteur infiniment petite, c'est-à-dire 
engendré par la corde infiniment petite MM), fig. 62, 
autour de PP”; ce cône tronqué aurait pour expression 


CirC. Bree x MM'ou27— a xMM. 


Or, PM= y; PM —y+(PM'— PMoudy)=y+dy, 
(art 3 et 139 du C. D.) et MM' — corde infiniment petite 
se confondant avec l’arc infiniment petit ou dS ; donc en 
mettant ces valeurs dans la formule précédente, nous 
aurons pour l'élément de la surface de révolution, ou pour 
la différentielle de la surface de révolution, (art. 3 et 139, 
calcul différentiel) : 

27 (Y+Y+dy) 
2 


x dSour(2y + dy)dS, ou 


2 r VAS + r dy dS; et en supprimant le terme x dy dS, 
comme infiniment petit du second ordre, (art. 136, cal. dif.), 
il reste 2 x y dS ; remplaçant dSpar sa valeur Vdx? +dy?, 
(art, 146, C. D), il vient enfin pour la différentielle de la 
surface de révolution. 
27 y Vdx’+dy!, 
comme à l’article précédent par la méthode des limites. 
78. — Comme application, cherchons l'aire 
Fig.66. du paraboloïde de révolution, qui est le so- 
ÿ 7 lide engendré par la révolution d'un arc OM 
Pa de parabole autour de son axe OX, fig. 66. 
5 L'équation de la parabole étantici y? —px, 
endifférentiantnousavons 
2Vidy=pdx, d'ou dx — a et der ; 
Substituant ces valeurs dans la formule générale, art. 76, 
27 y Vdx’+ dy’, nous aurons 


NES ne +dy:,ou em nn a”, Le y dy 


Vay:+p° 

Or, ydy étant la différentielle de la quantité qui est sous 
le radical, à une constante 8 près, faisons, art. 9, cal.int., 
4Y° +p’—z, d'où, en différentiant, 2. 4 y dy—dz, ouydy— 


F et substituons ces valeurs dans l'équation, il viendra 


r AZ, 
—_ y dy V4y' +p° Eat Éd Ur RE z'*dz'; et 
P DOTE pô —ÿ 4P 
enintégrant, nousaurons / ydyV4y? +p°— | Erva- 
Tr 1/24 71 - | % 
ER EN C0 É es L zh z32 + C : 
4P +1 4p x à P 


et, en remplaçant z par sa valeur, nous obtiendrons enfin 
pour l'intégrale générale indéfinie ou expression générale 
de l'aire de ce paraboloïde 

2T SL NTEIS T 

ADO ED = AY EDEN +C 
| P 6p 


LA 
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Pour déterminer la constante, remarquons que l'inté- 
grale ou la surface s’annule lorsque y—0; prenons donc ce 
cas particulier et cherchons la valeur de C en substituant 
ces valeurs dans l'équation ; cette équation se réduit à 

T > FRE ie WIDE 
OO 2 3241 C— 1 LAVE, ci CE 
cs. Do) Fe PHAESESS De 


T 


7 


Vpi+ C= Tp' + C, d'où C—— LE : 


substituant cette valeur de C dans l'équation générale, 
nous aurons l'expression 

T Tr D° 

REP Re 0e LUE CM 
qui représente l'intégrale ou surface indéfinie prise à partir 
du point o, où y — o. 

S1 nous voulons avoir l'intégrale depuis y — 0 jusqu’à 
y = b, et ainsi obtenir une intégrale définie, ou la surface 
depuis y — 0 jusqu'à y — b, il suffit de remplacer dans 
l'équation ci-dessus y par b, art. 69, C. I., et nous aurons 
pour cette intégrale définie 


‘TT 
b JANET 
EN AD aererel 
CUBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. 


79. — La différentielle générale du volume v dessolides 

de révolution est 

AY re 
expression dans laquelle v est le volume, x et y les 
coordonnées de la courbe génératrice, et x le rapport de 
la circonférence au diamètre. 

L'intégrale de cette expression serait la formule géné- 
rale donnant le volume de ces solides. 

En effet, soit v le volume engendré par la révolution 
de l'aire mixtiligne O À M P, fig. 62, autour de l’axe O X. 
Lorsque l’abscisse OP — x devient OP'— x + h, le solide 
de révolution s'accroît du corps engendré par la révolu- 
tion du trapèse mixtiligne PMM'P' autour du même axe. 
Le volume engendré par OAMP, augmentant et dimi- 
nuant en même temps que x, est une fonction de x ; donc 


vol. OAM'P—vy Se dre Hi 
dx de 2 


parsuite,en enretranchant le volume engendré parOAMP 
ou v, nous aurons pour le volume engendré par PMM'P”': 
vol. PMM'P' = Se 1 + mes h + etc. 
dx dx ? 

Or, ce volume étant compris entre ie cylindres engen- 
drés par les rectangles MP' et M'P, différera moins de l’un 
de ces cylindres que ces cylindres ne diffèrent entre eux ; 
donc, si nous pouvons prouver que, dans le cas de la 
limite où h devient égal à zéro, le rapport de ces cylindres 
est l’unité, il en sera de même, à plus forte raison,du rapport 
du corps décrit par PMM'P' à l’un de ces cylindres. Cela 
étant, nous avons évidemment 
cylindre ÉOBHUDAEN ERP ATERX PP = r{f(R Eh); 
BV HATEeUCCNLt pare Mr < PV: <X PP=7 (x) h; 
donc le rapport de ces cylindres est exprimé par 

[t+h)} 
roy 

En faisant h—0o, nous voyons que ce rapport se réduit 

, 9) 

"(y 
du volume engendré par PMM'P' à celui du cylindre décrit 
par MP’. Or ce rapport étant représenté par 


- = 1= l'unité ; il en sera donc de même du rapport 


AVE ele vn 

D LPO an es Ode der Mc 
cylindre PM (fx) h CM FR), 
nous avons dans le cas de la limite où h — 0, 

dv 

nee 

EC Re 
d'où dv s 
Riou GRETA 


et enfin AE TV Xe (O0 CO MEN) 
80. — On arriverait au même résultat par la méthode 
des infiniment petits en opérant dela manière suivante : 
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Concevonsle volume MON, fig. 67, 
comme partagé en tranches infini- 
ment minces, par des plans perpen- 
diculaires à l’axe de révolution; l’une 
quelconque de ces tranches, qui est 
l'élément ducorps ou la tire entielle 
du volume du cor ps, peut être considérée comme un cylin- 
dre dont la base est le cercle décrit par y, et dont la hau- 
teurestégale à l'épaisseur ab représentée par dx,art.3,C.D., 
par conséquent cet élément oudifiérentielle du volume du 
corps ou dv, a pour expression, la base de ce cylindre mul- 
Se par sa hauteur ou x y’ X dx. 

ST. — Application I. — Cherchons le volume de l’ ellip- 
soïde allongé, c'est-à-dire le volume engendré par la révo- 
lution de l’ellipse autour de son grand axe. 

Soit l’équation de l’ellipse rapportée 
a son centre fig. 68 : 


b? 
es A a 
Le 


Substituons cette valeur de y? dans 
la formule (09), donnant la différentielle 
générale des solides de révolution, nous 


— x?) dx; 


aurons dv ou x y’ 
et, en intégrant, il viendra pour le volume indéfini: 

b 2 b 247 
fdvouy—fry’dx—f 7x TR a—xt)dx= fr 1:14 — 


XXE T PES dx—x? ds le C. (100). 


Pour dsténiner la constante, nous voyons que l'inté: 
grale ou volume est nulle au point À, où x —— a ; substi- 
tuant ces valeurs, nous aurons donc ; 


f'avou o =] (a: x-2- À | en É A 


rb? 2a 3 TR 
HOT TS CON ee 
à SMeS 6 AE 
en substituant cette valeur deC, l'équation (100) deviendra 
la suivante qui exprimera le volume indéfini compté à 


partir du point A : 


b? 45 b? 
fa y? dxouv = 2 lat x — }+7 
re 
AA -dS | 
3 


Pour avoir une intégrale définie ou un volume déter- 
miné, nous devrons donner une valeur à x, dans cette der- 
nière équation, (art. 69, C. I.) ; prenons x —+ a, nous 
aurons ainsi l'intégrale (ou volume) comprise depuis 
X— — a jusque x—+a, c'est-à-dire le volume complet de 
l'ellipsoïde qui sera donc 


Si b — a, ce volume deviendra celui de la sphère, et 


aura pour expression 

Ro 4 
AJAAOUET A. 
3 : 


T 
Be 


Cette expression se décompose en 
2 
PDA À 
3 
orra?x2a— le volume du cylindre circonscrit à la 


sphère, donc le volume de la sphère vaut les ? au volume 
du cylindre circonscrit. S 
82. — Application II. — Soit encore à déterminer le 
volume du paraboloïde de révolution. A cet effet, prenons 
la parabole de tous les ordres pour génératrice, dont l’équa- 
tion, (art. 74, remarque), est 
NS à CRC IANS = 4 2x NE RE) 
Substituons cette valeur dans la formule générale (99), 


nous aurons 254 
DTA ENULRE 
d’où 2 a Dr 2 n—+m | 
— x Tr a° m 
Vera ix ex rat STE 4 nr Q— 
É 2n 2n +m 
2n + m ES + I 
m m 
NT Ne 
Ben or i à Me GC: 
2n+m 


m 


(1} a étant une constante qui représente aussi bien Va que a. 
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Pour déterminer la constante, le volume étant nul au 
soumet que nous supposerons placé à l'origine des coor- 
données, fig. 69 où x — | 

2n—+m 
MT a? Fe 
O— RP LICE 0 MAC done 
2n+m 
et le volume indéfini du paraboloïde, compté à partir du 


sommet placé à l’origine des coordonnées est donc 


2 Hi 


AA A 
D TE na 
Eorsquem—2 et n=1, on ay—=2x"/2 d'OuNÉ ae 
a’ x, ce qui est l'équation de la parabole ordinaire, dans 
laquelle a° tient la place de la constante p de l'équation de 
cette courbe. 
Dans cette hypothèse, le volume compté comme ci-des- 
sus de la parabole ordinaire sera 


m 


2 Le 


274 —— Tr a? ! 
NE ce ee X CR EU LE X? OUT a? X —; 
2 +2 
or, nous avons ci-dessus a°x—y?, substituant, 1l vient 
pour ce volume X 


72 —4 


L'aire du cercle dont PM est le rayon, fig. 69, étant 

e. r y’, et le volume du cylindre engendre 
y AUS par la révolution de OAMP autour de OX 
‘ étant donc 7 y°x, il résulte de là que l’ex- 


| < | 

JV x pression ci-dessus v—7 y? S représente la 
(4) P 

moitié du volume de ce cylindre : donc le 

volume de la parabole ordinaire est la moitié du volume 


du cylindre circonscrit. 


EXPRESSIONS GÉNÉRALES DU VOLUME ET DE L'AIRE 
DES CORPS DE RÉVOLUTION. 


83. — Nous avons déjà examiné art. 76 et 79, comment 
on peut trouver ces expressions. On Pos: encore les obte- 
nir dela manièro suivante. 
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84. — Soit une courbe AB, fig. 70, 
représentée par l'équation y—fx. Si 
nous considérons le corps engendré par 
la figure ABB'A' tournant autour de 
l'axe OX, nous pouvons prendre, pour 

or > Z élément de ce corps, le volume du cy- 

lindre MPP'O, car MM'O est infiniment 
petit par rapport à MPP'M', art. 129 et 132, C. D. Or, 
ce volume à pour mesure x. MP2. MO ; mais MP=—y et 
MOÆ=OPEOP=AX,(arte2 ealc dif): dora oe 
ci-dessus, en y substituant ces valeurs, devient, 7. y° dx, 
formule qui peut donc être considérée comme 1 se 
tielle, dv, du volume v du corps; par conséquent, er 
représentant par a et b les limites OA'— a, et OB’—b, 
entre lesquelles nous prendrons l'intégrale, (art. 69, C.[), 
il viendra pour l'expression du volume du corps 


: rb 
HV ONE Pire 


ou en mettant la constante + en dehors du signe d'inté- 
co 
STAUOn VRT É Y2dx. roi), 

85. — Soit encore la courbe plane À B, même figure, 
tournant autour de OX, elle engendre une surface de 
révolution (qui est celle du corps considéré à l’article pré- 
cédent), et dont l'élément peut être supposé se confon- 
dant avec la surface conique décrite par E corde MM. 

Or, cette surface conique a pour mesure 2 NB ee 

M' Cr d 
r. MM'; mais MP=—y,—#—""et MM' = d S, donc. 


en substituant ces valeurs, il ne pour l'expression de 
la différentielle de l’aire A du corps, 


darts + a id ir dyds, 


et, en négligeant la quantité du deuxième ordre x dy ds, 
(art. 137 et 136 C.D.), il viendra 

MA AR YU, 
et, par suite, la surface de révolution comprise, par exem- 
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ple, entre les ordônnées OR= AN = et OR REEr = 


Nes à, Aou LAMPE T7 yids: 
PAIN eT 
ou, en mettant les constantes en dehors du signe d’inté- 
gration A2 [%* y dS (ro); 
| Ex 


ou en prenant l'intégrale ou surface entre les abscisses 
OA ax, etOB'—b—x, , onalamêmesurface, et il vient 


Mt [” VOS M EO 
XI 


86. — Les formules (101), (102) ou (103), sont générales: 

J ) ) 

pour les appliquer à des cas particuliers, 1l suffira d'y rem- 

placèr a; b, y, , 2, Xi, x, dx, dSMpar leurs ailes 
latives à la courbe que l’on considérera. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. 


87. — Nous avons appris jusque maintenant à intégrer 
des fonctions différentielle ne contenant qu'une seule 
variable. Lorsqu'il y a, dans les équations différentielles 
a intégrer, deux ou un plus grand nombre de variables, 
l'intégration se fait à l’aide de méthodes diverses dont 
nous allons exposer les deux principales. Elle consistent : 

1° Dans la séparation des variables pour pouvoir leur 
appliquer ensuite les procédés que nous avons employés 
pour une seule variable ; 

2° Dans la recherche des facteurs propres à rendre une 
difjérentielle exacte. On appelle différentielle exacte, une 
équation différentielle qui, comme m dx-+n dy—0, a été 
obtenue par le seul procédé de la différentiation ; ou qui 
ne seraitpas égale à zéro, mais qu'on aurait trouvée par le 
seul moyen de la différentiation. Lorsqu'une équation 
différentielle M dx+N dy—o n’est pas une différentielle 
exacte, on ne peut l'intégrer qu'après l'avoir rendue une 
différentielle exacte par quelque. modification qu’on lui 
aura fait subir. 
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PREMIÈRE MÉTHODE PRINCIPALE D'INTÉGRATION DES 
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. SÉPARATION 
DES VARIABLES ; ÉQUATION LINIAIRE DU PREMIER 
ORDRE ; ET PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS HOMOGÈNES. 


88. — Nous savons, d'après ce qui précède, que pour 
être intégrable, toute différentielle doit être de la forme 


ox dx; on se trouverait donc arrêté dans l'intégration 
d'une équation si elle contenait des termes tels que y°dx, 


SYUX, de; etc. Cependant 1l ne résulte pas de cela que 
»£ 


l'intégration est impossible ; car, si par des opérations 
alcébriques, nous pouvions faire en sorte que chaque terme 
ne contint plus qu'une seule variable, c’est-à-dire si 
nous effectuions la séparation des variables, l'intégration 
pourrait ensuite se faire. 

89. — Ainsi, pour premier exemple, soit à intégrer 
l'équation différentielle x dy +y dx—o. En divisant cette 
équation par x y, elle devient ; 

d dx 
et, en intégrant, art. 28, C.D., 1l vient 
log y+logx= /f0—ceonstante —C; 
ou en représentant par À le nombre dont Cest le loga- 
rithme, cette expression pourra se mettre sous la forme 
log y + log x — log À, 

et par suite, d’après la théorie des logarithmes (Algèbre) : 

OX = A0 AS 
passant aux nombres, il vient 

SN AP 
90. — Comme second exemple, soit à effectuer la sépa- 
ration des variables de l'équation plus générale 
HR PER e"0. 
divisons cette équation par #x Fy, nous aurons pour équa- 
tion dans laquelle les variables sont séparées : 
dy ï. dx : 
Eye 9x 
Exemple. — Soit à intégrer 


0, 
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(14+x°) dy = dx y, 
divisons par 1+x° qui représente © x, nous obtiendrons 


18e ST ee 
See 
divisons également par V y qui représente Fy, nous aurons 
HPTURS 
Vy Re 


équation dans laquelle les variables sont séparées ; en in- 


tégrant, il viendra 
dx 
LE 


re 


Jane Eos Pr dy ouf y 2 


Vy 
ou ral) A 71/2 Vy dx 
I ou = où ou 2 V Ne f: =) 
I I I IX 
TT = w 
2 2 2 
GÉRATLA RSA CENT 
dx 
= Aria OS 
Lx 


donc, enfin on a pour l'intégrale cherchée 
2Vy —arc tang x + C: 
91. — Nous pourrions encore séparer les variables par 
la division dans la formule 
ex. Fy.dx+wx:F"y. er 
en effet, 1l suffit . diviser Fe Fy.9%x, et il vient 
2x. dx y.dy 
FE EDS ONE TS 
Exemple. — Soit l'équation 
Xe Y LE T2 Ve) de Nos 
divisons par y Vx3,il viendra 
se A Édanee no 
Vx3 y 
équation dans laquelle les variables sont séparées ; il ne 
reste plus qu'à intégrer. 

92. — L'intégration pourrait évidemment encore se faire 
si la proposée contenait plus de deux variables, et qu'on 
put la ramener à ne renfermer dans chaque membre que 
des différentielles dont nous connaissons l'intégrale ; par 
exemple, les fonctions 


— ©; 
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y dx—x dy 


TE 
dont les intégrales sont, respectivement, — LA ACT TROLE, 
are 9°dwC:D;: à 

93. — Nous allons faire connaître une équation impor- 
tante, qui porte le nom d’éguation linéaire du premier 
ordre, et qui est obtenue en séparant les variables dans 
l'équation 


,X dy+y dx, Re 


dy +Py dx—0©Q dx... (104), 
équation dans laquelle P et Q sont des fonctions de x ; en 
séparant les variables nous obtiendrons donc l'équation 
linéaire du premier ordre savoir : 
HONOR C} (Lost 
En passant, disons qu’une équation différentielle entre 


deux variables x et y, est dite linéaire lorsque les expres- 
RSR En tél dans cett 
SIONS Vu - ne sont élevées, dans cette équa- 
Y? dx’ dx” ‘’dxr É 


tion, qu'au premier ne ; elle est dite : du premier ordre 
quand on n'a que les différentieiles premières ; du second 
ordre, quand on a, en outre, des différentielles secondes ; 
et en général du n° ordre lorsqu'on arrive jusqu'à 1e 
de A 
der 

D'après cela, en admettant que A, B, C, D, N,X, 
soient des fonctions de x, l’équation linéaire du ni ordre 


ES AUS LTES 
4x fe SP EN LÉ a XF CI1O0) 


Lorsque cette équation est du premier ordre, elle se 
réduit à Bd ù 
| Ay HT —X..... (robbi): 
dx | 
ceci arrivera quand l'équation qu'on a différentiée est du 
d° y Due 
premier degré en x, caralors s et les autres différentiel- 
x 


les successives égalent zéro; exemple, si l’on a l'équation 
dy ONCE 21 0 

deee ar — He deu 
Chassant le dénominateur dans l’équation (106) et di- 


différentielles nimscomme 


ÿY —=24X, 1l vient 
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visant par B, cette équations deviendra £ y dx + dy — 
À ax, et en faisant Le É qe — (, nous aurons 


dy Pre 0 rar 
Revenons maintenant à la recherche de l'équation 
linéaire du premier ordre en séparant les variables dans 


l'équation dy + Pydx — O dx, 
Pet O, avons-nous vu, étant des fonctions de x. 
À cet effet, égalons y au produit des deux indéterminées 

X et z, nous aurons 

y—=7zX, et parsuite, art. 0, CD” 

dy — zdX + Xdz; 
substituant ces valeurs dans l'équation (104), nous obtien- 
drons 0 0x 00 
zAX + X(dz+Pz dx) — © dx. 

X étant une fonction arbitraire, nous la déterminerons en 
égalant entr'eux les termes qui ne sont pas sous la paren- 
thèse, ce qui décomposera l'équation précédente en les 
deux suivantes : 

NZ -EPz AE 0 Mr U RS OMEE 


la première donne dz +Pz dx 0Nd'OU — — P dx, ou, 


(art. 28, C.D.), log z — — f P dx ; et, en observant que 

log e équivaut à l'unité, puisque e est la base du système 

de logarithmes employé ici, ou système Népérien,il vient 
lop.7 == SP dx opera te ee 

passant aux nombres, nous aurons 


Z== Ém 
la PA donne : 
do CAES OUx = O'dx er = (0 e/PAEteS 
ny ee ä cd 
donc 2 x = ARC PO etes 


substituant ces valeurs de z et de X dans l'équation 


nousaurons enfin, l'équation linéaire dupremierordre(105): 
Y==6 JP (0e Se IC 

94. On peut toujours opérer la séparation des variables 

dans les équations différentielles du premier ordre à deux 
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variables, lorsqu'elles sont homogènes, et parsuite on peut 
leur appliquer après séparation, les procédés d'intégration 
que nous avons examinés précédemment. 

Nous savons (Algèbre) qu'une équation est dite homo- 
gène quand tous ses termes, considérés par rapport aux 
variables, sont de même dimension. Aïnsi, par exemple, 
l'équation a X° + bx4 y? —c x y$ —0, 
est homogène, parce que la somme des exposants des 
variables, dans chaque terme, est 6 ; remarquons que y 
n'entre pas dans le premier terme de l'équation, mais cette 
variable peut être considérée comme y existant affectée de 
l’exposant zéro, car nous savons que y° — 1, algèbre. 

95. — Soit une fonction générale z, de x et de y, com- 
posée de termes homogènes tels que À xr ya, B xr y1, 
C xr° y? , etc., dont la somme des exposants est n, elle 
peut être ramenée à la torme 

PENSE 


; J- 
Q étant une fonction de ne. 


< 


En effet, n étant la somme des exposants dans chaque 
terme, nous avons | 
Hd D Ed D, pq "I, etc. 

Cela posé, si nous divisons tous les termes par x", l’éga- 
lité de la somme des exposants, dans chaque terme, après 
la division, subsistera encore; et ces termes qui sont donc 
encore homogènes et de zéro degré oun—n, peuvent se 
mettre sous la forme suivante : 

À xP y ps A ya Avr su [y 44 
AE 


x" FE xn—P ax x 
B xP y Fa B ya S B ya "a B Y q : 
x EN Sup gd X 
etc., 
donc z it B ce) etes —#F es ; 
x? NS < : 


fonction de zéro degré, n—n. 


En faisant e — q, cette équation deviendra 


4 


Z 


= Se d'ions 2x2: 
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et en représentant Fq par ©, nous aurons enfin 
z — Q x" (107); 

fonction de n degré. 

Ce qui précède pourra nous aider à séparer les variables 
dans les équations dont 1l s’agit à l’art. 94. 

96. — Soit, en effet, maintenant l'équation différentielle 

M dx + Ndy =, 

dans laquelle les coefficients M et N sont des fonctions 
homogènes, de deux variables x et y, d’une dimension n. 
En divisant cette équation par x’, nous pourrons donc, 
d’après l’article précédent, la mettre sous la forme : 


(Dax + ray = 0; 
à X 


et en faisant ue — Z, elle deviendra 
dx p 2 dyAEPzE"0; 


d : 
ou g2+ F2 = 0... (108). 
Afind’achever d'éliminer y au moyende l'équation? —z 
< 
ou plutôt y—zx, différentions cette dernière équation 
et nous obtiendrons 
dy Arr 21x-x 07; art0 CD 

dy xdz 
d'où nt 7 

ax dx 
substituant cette valeur dans l'équation (108), il viendra 


d'où RO, PPT 
dx 
“ SE En Jurr 7 
JR UE A F0 
et pour séparer les variables, 
SRE At 
xdz 0z+2Fz 
pe dx mate He 
X oz +2 F2 


par conséquent, en intégrant, (art. 28, C. D.), 


[ar CU 1e , 
Après intégration, 1l suffira de remplacer dans le résul- 
tat z par sa valeur. 
97. — Exemple. — Soit l'équation 
x dy —y’ dx Exy dx, 
(qui peut être mise sous la forme(y? +xy) dx +(—x? )dy=o; 
et la fonction M, art. précédent, est ici y? +xy, la fonc- 
tion N est — x? ). 
Faisons Ÿ — z ou NW ZLAloQusaurons;art 0, CMD 
\ dr dx x dr, 
et en substituant ces valeurs l'équation deviendra 
ads ed) 7x REX 7 x 
ou XANAX COX x ZX; 
ou x 07-74 x 0x, 
et en divisant par x?°, (qui remplace ici x" de l'art. précé- 
dent) nous obtiendrons 
KO ZT OX, 


divisant par Zz’et par x, 
dzu Adx 


[ dx idzeRz 


intégrant, il viendra 


dx ho PARA as D 
{= OU AIT 20 CD) MOPRXE A7 Z cap nt 
I Y I X 
— - + C = en remplaçant z par 2 = ——+C——-+C. 
Z < D si 
X 


98. — En général, lorsqu'on a une fonction homogène 
des variables x, y, z, etc., on parviendra toujours à sépa- 
rer l'une des variables, par exemple x, en faisant 

MC A UE RC: 

En effet, soit M dx + N dy + P dz —o, une équation 
homogène dans laquelle M, N, P, sont des fonctions, de 
même degré, des trois variables x, y, z ; ces fonctions 
M,N,P, contiennent des termes tels que À xr y17z' ,B xPr’ 
y z",etc.,et l'ona p+q+r—p'+q'+r—= etc. —=n. 

S1 l’on substitue les valeurs y —tx, z = ux, dans l’un de 
ces termes, par exemple, dans A xP y12', 1l deviendra 
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A XP VE ZT AUX KT US XP AN TEE RS ARR 

La même chose ayant lieu pour les autres termes, si 
l’on y substitue les valeurs de y et de z en fonction de x, 
l'équation M dx +N dy + P dz = o aura x" pour facteur 
commun ; supprimant donc ce facteur, et remarquant que 
dy et dz se changent en d. tx et en d. ux, l'équation don- 
née prendra la forme 

(A ta u'.Æ Bt u" +etc.)dx +(...…: JAVA TS) Ar 
ou o (t,u) dx+F (t,u)dy+ f(t,u) dz—o, 
ou o (t,u) dx+F (t,u) d.tx+f(t,u) d. ux—o, 
ou,eneffectuant la différentiationde d.txetd.ux,(art.oC.D.) 
o (t,u) dx+F (tu) (t dx+x dt)+ f(t.u) (u dx+x du)}=o0 ; 
d'où 
[o(t,u)+tF(t,u)+uf(t,u)]dx+[F(t,u)dt+f(t,u)du]x=o, 
ou 
[e(t,u)+tF(tu)+ufit,u)] dx =—1{# (tu) dt+f(t,u)du/}x, 
et, par suite, 

dx F (t,u) dt+ f(t,u) du 


RL p(OU) PÉF(L RE UICEL 
et la variable x est séparée. 
99.— On peut rendreune équation homogène en employ- 
ant des exposants indéterminés, sous certaine condition. 
Soit, par exemple, à rendre homogène l'équation 
aymx® dx+bx? dx+cxt dy=0 ; 


DR LU MIE es) 
la condition qui doit être remplie est que pq +1. 


En effet, faisons y—z<, et puisque l’exposant K n’est 
pas une variable, mais une constante indéterminée, diffé- 
rentions par l’art. 12 C.D., et nous aurons 

dy12É tale 
Re piens 
substituant ces valeurs dans l'équation donnée, il viendra 
az®n x dx--bxr dx Ce dre to, 

ou, en réunissant les constantes dans le dernier terme du 
premier membre, 

azie axe dx-HDxP Ax CE AE AU 01 
équation qui sera homogène si l’on a 

KM+N—pP, Q+K—I—P; 


éliminant l’indéterminée k, nous aurons 
p—n 
KE — —"n— j: 
… P—q+i1, 


—! 
et pq + I, 
est donc l'équation de condition qui doit exister pour que 
l'équation donnée puisse être homogène par la substitution 
Ho 2PE TN 

100. — Lorsque l’on a une fonction homogène 7, de 
degré n, entre deux variables x et y, et dont la différen- 
tielle est Mdx+N dy, on peut poser l'équation 

NPC EVE In 7 N 010) 
En effet, on a, par hypothèse, 
M dx+N dy — d. 7... (110); 


— q, et comme nest la somme des exposants 


Y 
X 
des variables de chacun des termes de la fonction z, nous 
aurons, art. 95, C.I., 

CRE PEUR): 
en remarquant que O,art.95,C.[., necontient que la seule 
variable q, puisque la fonction d’où provient Q ne conte- 


- T - , 
nait que des termes en , qui se sont changés en q par la 
. 


faisons 


substitution de q à la place de Y , Cela étant, remplaçons 
X 


dans l'équation (110), y par sa valeur qx, substitutons 
Q x' à z et représentons par M'et N'ce que deviennent 
alors les fonctions M et N ; l'équation (110) deviendra 
MAR EN ET = di Oxe CTr2)" 
remplaçons d. qx, par sa valeur (art. 9, C. D.), q dx+x dq, 
nous aurons 
| M' dx + N’q dx + N'x dq —d. Ox», 
ou (M'+N'q)dx+N'xdq—d.Qx"; 
donc, la différentielle totale de Ox", c'est-à-dire en consi- 
dérant O et x comme variables, est 
(M'+ N'a) dx + N'x dq. (113). 

Mais, (art. 9 etart. 12, C. D.), la différentielle totale de 

Ox?, (puisque © est une fonction également des variables), 


est aussi : Onx°-:dx + x d.O... (114). 
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Or, la différentielle de la fonction O de q,art. 95,C.I.,est, 
art. 12, C. D., de la forme Fq.dq, donc la différentielle 
totale de Ox* peut aussi se mettre sous la forme 

Onx dx xs Eee Cris) 

En comparant ces expressions de la différentielle totale 
de Ox*’, nous voyons que les premiers termes représen- 
tent également la différentielle de Ox" prise par rapport 

x, c'est-à-dire en considérant x comme seule variable ; 
nous avons donc 

MEN = DOME 
dans cette équation remettons y au lieu de qx, M'et N° 
redeviennent M et N, et il vient 


M+ NY —nQx-+, 


ou, en multipliant par x, 
MxENY=TO x = n7. C0 

1o1. — Lorsqu'on a des fonctions homogènes d’un 
nombre quelconque de variables et de degré toujours n, 
on peut également leur appliquer le théorème que nous 
venons de démontrer. Ainsi, par exemple, si l'on avait 
l'équation différentielle de degré n : 

M dx+N dy+P dt — dz, 

il suffirait de faire Z =, . — 1, pour prouver, par un 
raisonnement semblable à celui que nous ayons employé, 
qu'on doit avoir, (éqiaxri), Zz—=x"F (q,Et), et par consé- 
quent Mx+Ny+Pt—nz. 


CONDITIONS D’'INTÉGRABILITÉ DES FONCTIONS 
DE DEUX VARIABLES. 


102. —0, étant don- 
née, 1l n'existe pas toujours une équation qui, étant diffé- 
rentiée, donne cette différentielle. Aïnsi, par exemple, 
supposons qu’on différentie l'équation f(x,y)—=o, et qu'on 
obtienne pour différentielle m dx+n dy—o, m et n étant 
des fonctions de x et de y. Multiplions cette différentielle 
par une fonctions de x, soit + x, nous aurons m. ex. dx+n. 
ox. 4y—0 ; enrésenLons m.2x “ nex, respectiv ement par 


MetN, il viendra M dx+N dy—o, et nous voyons que 
cette dernière équation, de même forme que m dx+ 
n dy—0,etquia ses coefficients M etN différents de m etde 
n,etquipourrait être donnée à la place dem dx+n dy—o0, 
ne pourrait résulter du seul procédé de la différentiation 
def(x,y)=0, par conséquent pour intégrer Mdx+Ndy—o,. 
il faudrait d’abord lui faire subir quelque modification, 
ici, diviser par x, la ramener ainsi à m dx+n dy—o (qui 
est intégrable), et en intégrant cette dernière on obtien- 
drait f(x, y)—0. 

Il en serait de même si l’on combinait arbitrairement 
m dx + n dy — 0, avec l'équation primitive f (x,y) —0; 
par exemple, en éliminant un ou plusiers termes entre 
mdx+n dy—o etf(x,y)—0, on pourrait arriver à une équa- 
tion M'dx+N'dy—o, dans laquelle les coefficients M' et 
N' seraient différents de m et de n. 

103. — Une express'on différentielle qui, comme mdx+ 
n dy—o, à été obtenue par le seul procédé de la diffé- 
rentiation, est appelée une différentielle exacte; on lui 
donnerait encore ce nom si elle n'était pas égale à zéro, 
du moment qu’on l'aurait obtenue par le seul procédé de 
la différentiation. 

.Une expression différentielle qui, comme M dx+N 
dy—o, n’est pas une différentielle exacte, comme nous 
avons vu,ne peut être intégrée qu'après l'avoir rendue 
différentielle exacte en lui faisant subir quelque modifica- 
tion. 

Il résulte donc de ce qui précède qu’une différentielle 
exacte est intégrable, une différentielle qui n’est pas une 
différentielle exacte, n’est intégrable qu'après avoir été 
rendue différentielle exacte. 

Mais comment reconnaître une différentielle exacte et 
quel est le moyen d'intégrer cette équation; (ces questions 
constituent le problème appelé problème d’'Euler, parce 
que, le premier, il l’a résolu). C’est ce que nous allons 
examiner. 

104. — Lout d'abord, nousrappelierons que nous avons 

18 


LÉ TLUVOSSARRE 
convenu, art. 38, calc. dif., que l'expression re signifiait 
X 


que la fonction z de x et de y a été différentiée par rapport 


« . . r 7, . . Z 
à x et divisée par dx; que veut dire que la fonction — 
dx dy dx 
a été différentiée par rapport à uns autre variable y, puis 
divisée par dy. 
2 


TE LERERS AAA AT À ù h 
L'expression = signifie, au contraire, que l’on a pris 
dy dx 


d’abord le coefficient différentiel de z par rapport à y, et 
ensuite par rapport à x. 


Une expression tellé qué signifie qué, dans 


32 
dx dy du 
une fonction z de trois variables x, y, u, on a pris d’abord 
le coefficient différentiel de z A rapport à x, et ensuite le 


le coefficient différentiel de‘ d. F par rapport à y, et enfin le 


NES Le 1 d2z 
coefficient différentiel de -——=- par rapport à u. 
dx dy PP 


De mème l'expression signifie que l’on aopéré 


EZ 
dx’dy:du 
six différentiations successives sur z, les deux premières 
par rapport à x, les trois suivantes par rapport à y et la 
dernière par rapport à u.: 

Supposons qu’une fonction z de plusieurs variables ait 
pour différentielle totale, c'est-à-dire par rapport à toutes 
ses variables : 

dz — À dx + B dy + C du + etc. ; 


dz | pu 
le rapport e n’est rien d'autre que le coefficient différen- 


tiel A, ou le coefficient différentiel de z par rapport à x 
seulement. 

Le rapport de la différentielle totale, Adx + Bdy +Cdu + 
etc. ou dz, à dx, ne pourrait donc pas se représenter par 


— ; On devrait l'indiquer de l’une des manièressuivantes : 


T ou _ dz, afin de le distinguer de © qui n'indique, 


comme nous venons de voir, que le rapport à dx de la 
différentielle partielle de z par rapport à x. 


105. — Cela étant, le théorème d’Euler est basé sur la 
proposition suivante, que nous avons démontré à l’art. 07; 
calcul différentiel. 

Une fonction z de deux variables x et y étant donnée, 
si l'on prend le coefficient différentiel de z, d’abord par 
rapport à x, et qu'ensuite on prenne le coefficient différen- 
tiel de” par rapport à y ; on aura le même résultat que si 
l'on eùt pris d'abord le coefficient différentiel de z par rap- 


port à y, et ensuite le coefficient différentiel de de par 


dy 
rapport à x; on exprime cette proposition par la formule 
des drz 
dxdy dydx 
Par exemple, soit D RAI X Y, 


en différentiant par rapport à x, 1l viendra 


vs 
dz—2xdx+7y dx, Ho ee 2X+Y; 
et, en différentiant cette dernière Rae par rapport 


à Y, NOUS aurons 


dz 2 dz d 
d T\ — T Te En 
F3 ou d. (2x+y) — dy, d'oùd. a AVE RE 
De même en différentiant d’abord par rapport à y, nous 
obtiendrons raiuz 
dx, QUE 


différentiant cette dernière expression par rapport à x, 
il viendra 


dz fdz 27 
d. En le sr trié or 
De MON LECAÉGNERE si RÉ D. FE 
donc, enfin on a ie d’z 
dx dy dydx 
: MOYEN DE RECONNAITRE UNE DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE. 


106. — Maintenant, nous pouvons démontrer que, pour 
reconnaître si une différentielle M dx+N dy est une diffé- 
rentielleexacte, il faut que l’on ait l'équation de condition : 


M dN 
dy — re CLIC 


= 276 4. 


En effet, soit z la fonction ayant pour différentielle 
exacte M dx+N dy ; nous avons pour différentielle totale 
dz — M dx + N dy; et pour différentielles particulières 


ME ge ÉTINE 2 
dx dy d> 
Différentions par rapport à y l'expression M— - nous 
aurons JM 9022 dax 
dy  dxdy’ 
différentions N — Se par rapport à x, il viendra ; 
3 Pa a 0 27 
de dydx 
Mais, d’après ce qui précède a | donc enfin 
ja AD 108 Vide 
aM  dN 
Ad ETONENEAEr 
dy dx QE 


Ainsi, par exemple, on reconnait que l'expression 
(° +3x)dx+(3 y" +2xy)dy, 
est une différentielle exacte,car M représenteici y? + 3 x’ 
et N représente 3 y’ +2 xy, donc 
AMPERI (VE SR E OTES 


ART dy ner me 
et ANR (GP RAS) EE RER : 
GET dx Lidre 


et par conséquent dM  aN 


DR MEE PSE 
la condition est remplie. 
L'équation différentielle y dx — x dy — o n’est pas une 
différentielle exacte, car 


ANSE SES, 
Ye AVIS 
et aN’zd: Cr) RON 
AXE ARMES 
FRS ENS 
et la condition Av hadodre n'est pas remplie. 
Et en effet, cette équation différentielle dérive de celle-ci 
y dx—x dy 
TE SET EL 


2 3 


Y x 
qui est la différentielle exacte de ;’ ICE, CG, D: 


_— 2 pare —— 


En multipliant l'expression différentielle précédente par 
y’, on a eu la proposée y dx —x dy—o; il s’agit donc 
pour retrouver la sprengele exacte et pouvoir intégrer 


de restituer le facteur > qui a été supprimé, et alors la 


Lee d aN à TE 
condition TU devra être remplie, c'est ce qu'on 


obtient, en effet, car dans 


v'axxdy NT EEN ss 
Je je y 
donc a! 
aM 54 yd.i1—1.dy. Aa 
=. dy dy =— +; 

Ne ve ÿ? v. 
L 
== =); ds = Fixe}: dx —— dx: 
TRS : 

V? 
donc RNA NS 2 CI 


RAT ENT PR ROUE 
107. — En général, pour qu’une fonction différentielle 
Vax, des variables x et y et de leurs coefficients difjéren- 
liels successifs, soit une différentielle exacte, il faut que 
l’on ait l'équation de condition : 
NLE ROME RMEEEUrS 
HR LOIRE OX: 


V étant une fonction de x, de y, de F—p, de se Ja, ÉtE 


V dx étant la différentielle-d’une fonction z ; 
d. V étant Mdx + Ndy + Pdp + etc... 


— etc. L'éto—0 AAA AS 


IL d'z 
val LEE Ne) 
M égalant 1) 
ie I dz 
N » ax È dy’ 
CNET dz 
Pr Ar. 
Near 
(®) » A 
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INTÉGRATION DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 
RECONNUES DIFFÉRENTIELLES EXACTES. 


108. — Passons maintenant à l'intégration des expres- 
sions à deux variables, qui ont été reconnues des différen- 
tielles exactes. 

Remarquons d’abord que dans la différentielle totale 
Mdx+Ndy, par exemple, d’une fonction ude x et de y, le 
terme M dx, oudifférentielle partielle de u par rapport à x, 
a été obtenu en considérant y comme constant. Par suite, 
lorsque nous intégrerons la partie M dx, la constante que 
nous ajouterons pourra renfermer y, et en la représentant 
par Ÿ, sauf si le cas l'exige, à regarder y comme une con- 
stante ordinaire, lorsque y n'existe pas dans Ÿ, nous aurons 

u—=/Mdx+Y=0o,;. (118). 

Cette expression étant celle qui, différentiée ensuite par 
rapport à y, a dü nous donner pour résultat M dx+N 
dy—o, 1l résulte évidemment de là que N n'est autre chose 
que le coefficient différentiel de /Mdx + YŸ ou u par rapport 
à y, (N dy étant la différentielle, N est le coefficient diffé- 
rentiel). 

Effectuant donc la différentiation, nous aurons 


A (Mdr EV) DRE 


d'où VE 
fl 
dax EN DEL RONA (N— d.fM Re ds 
dy dy dy 


et, en intégrant, il viendra 
fd. Y ou Y—/f | N— jy 


cette valeur de Y étant substituée ne l ASE (118), 
nous aurons 


d. jus 


UE: Mdx+ f [N— EE “ CAN 
d.fMdx 


Remarquons que N— ne contient pas x, car 


dy 
cette expression multipliée par dy doit donner pour inté- 
grale une fonction Ÿ de la seule variable y, puisque tous 


les x sont compris dans la première différentielle partielle 


M dx. 


109. — Zoute fonction de deux variables qui satisfait 
à la condition d'intégrabilité donnée précédemment, art. 
106 et 107, peut étre intégrée à l’aide de la formule (119) 
ci-dessus. 

ÆExemple. — Soit à intégrer l'expression différentielle 

(6xy — y?) dx + (3 x? — 2 x y) dy... (120). 

Voyons d'abord si cette différentielle satisfait à la con- 
dition d'intégrabilité. 

Pour celacomparons cette expression à la différentielle 
type M dx+N dy, nous aurons 


M — 6xy — y’et N — 3x —2xy; 
DOUMRONERS MO RNENE RL dy LV dy EN 
7 
INSERM x Axe 2 y x AUS 
tre ax a dx PE É 
donc dM dN 
PNR: 


et la condition d'intégrabilité est remplie. 


Intégrons maintenant l'expression Mdx ou(6xy—y°)dx, 
par rapport à x, c'est-à-dire en supposant y constant, nous 


aurons 
g HN 
a AR N v 


substituant cette valeuretcelle de N dans l'équation (119), 
nous aurons 


u—3xy—y’x+ [3x —2xy— 


EDS 

AE 
En effectuant la différentiation indiquée dans la partie 

affectée du signe d'intégration, nous obtiendrons 


is) dre CreE) 


fl sx—2xy— GE | je 
sais dy à 
ou NS Rey x 2 XV i0Y, 


ou flo]dy ou f.(0o)=— constante, 
donc cette partie affectée du signe d'intégration,c’est-à-dire 
1: | 3 22% Y — d.(3x + x) dy 
s:; il 
est une constante, attendu que toute quantité dont la 
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différentielle est zéro, est une constante ; par conséquent 
l'équation (121) se réduit à 
U— 3 :X YO XECUTSEUNRLE, 
c'est l'intégrale cherchée. 
100. — On aurait pu se dispenser d'employer la formule 
(119) en opérant comme ceci : intégrons d’abord l’expres- 
sion (118) en considérant y comme constant, nou, aurons 


nef Mdr 4 V = (68 NT EEE 
3X2y—y'x+Ÿ,(122). 4 

Différentions maintenant cette équation par FPT a Y, 
nous aurons 

ae dy — 2 xy dy +d Ÿ, 

ou du QUE 
du be 
Or eu ‘étant rien d'autre que le coefficient de dy dans 


LAS NE 


l'expression (119), c’est-à-dire le coefficient différentiel. 


de u par rapport à y, nous avons également 


É 
en comparant ces valeurs de dy’ nous voyons ques “nb? 
et par conséquant Ÿ est une constante ; substituant cette 
valeur dans l'équation (121), nous aurons enfin 
Uu=3xX"y—yx-FConstante: 
111. — Nous avons vu, à l’article 106, que l’équation 
y dx—x dy—o n'était pas une différentielle exacte, par- 


; Fer I : 
ce que l'on avait supprimé le facteur commun —, mais 


qu'en lui restituant ce facteur, on obtenait une différen- 
tielle exacte. On comprend donc qu'il peut y avoir 
d'autres équations que celle-ci qui ne sont pas immédia- 
tement intégrables, mais qui le deviendraient si l’on faisait 
subir à ces équations certaines modifications, comme par 
exemple, de leur restituer un facteur. 

C'est ce que nous allons examiner. 
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Deuxième méthode principale d’intégration des 
fonctions de plusieurs variables. 


RECHERCHE DES FACTEURS PROPRES A RENDRE DIFFÉ- 
RENTIELLES EXACTES, C'EST-A-DIRE INTÉGRABLES, 
LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES QUI NE LE SONT 
PAS. 

112. SOIT M dx+N dy—o... (123), 

une expression qui, multipliée par le facteur commun z, 

(facteur que, pour plus de généralité, nous supposerons 

fonction de x et de y), donne pour produit une différen- 

tielle exacte que nous représenterons en général par l’ FARCS 
tion P dx+0Q dy —0...(124) ; 

la détermination du facteur z dépendra de l'équation 

Nid dMeE Ndz _. 
= (125). 
dy dy dx 
En effet, d’après ce qui précède 
PEN rRO ENT: 
Or, l'équation (124) étant, par hypothèse, une différen- 
tielle exacte, nous avons, d’après l’art. 106 : 


PRO 

dy dx’ 
substituant dans cette équation les valeurs de P et de O, 
nous aurons daMz CNE 

RNTENNEUE 


eten développant, d’après l’art. 9, calc. diff., nous obtien- 
drons enfin Mdz+zdM _ Ndz+zdaN. 


Md am Nd aN 
ou ee Dre ZT 
HAE ER des BoD; 

113. — Lorsque le facteur z est constant, il n’influe pas 
sur la possibilité de l'intégration, et Mdx + Ndy — 0 sera 
une différentielle exacte ; en effet, on le reconnaît par la 

4: UM ON 
condition 

dy dx Dub 

ce facteur z est constant, a et g=sontnuls (art.6, 5°,C.D.), 


qui est remplie dans ce cas, car quand 


et l'équation (125) se réduit à 


MP? 


zAM _ zdN 
dy 
ou, en divisant par le facteur constant z, 
AMP ANAIN 
11 Es 


Donc, on intégrera de préférence M dx+N dy =o et 
puis on multipliera par le facteur constant pour avoir l'in- 
tégrale de la proposée. VMais il n’en est plus ainsi quand z 
est, (comme nous l’avons supposé dans l’article précédent), 
fonction de x et de y ; alors sa détermination dépend de 
l'équation (125), laquelle est plus difficile à intégrer que 
l'équation proposée (124), car celle-ci ne contient que le 
seul coefficient différentiel _ que l’on tire de cette équa- 

: 
tion, tandisque l'équation (125),de laquelle dépend ladéter- 


mination de z, renferme les deux coefficients différentiels 
dre 07 


et Te et contient trois variables x, y et z. Donc, si l’on 
Conoat Ja proposée (124), on l’intégrera sans simplifier 
quand z ne sera pas constant. 

114. — La détermination du facteur z, fonction de x et 
de y, est très facile d'autre part quand l'équation donnée 
est homogène. En effet, soit Mdx-+-Ndy—o, une équation 
homogène, qui devient intégrable lorsqu'elle est multipliée 
par une fonction homogène 7 de xet de y ; soit u l'in- 
tégrale cherchée, c’est-à-dire l’intégrale de l'équation 
zMdx+2zNdy—o, nous avons 

zMdx.+:z-Nidy==du #"(20); 
comme cette équation est homogène, nous en déduirons, 
par l’art 100, en mettant zM, zN et u, respectivement à la 
place.de M, Net z : 
ZMXx + ZzNy — nu ... (127). 

Maintenant soient m et kles dimensions respectives 
de M et dez, la dimension de l’un quelconque des termes 
zMXx, zNy, sera, par conséquent, m+k-+71 ; cette valeur 
étant substituée à la place de n, dans l'équation (127), nous 
aurons ZMx+2zNy—(m+k+1)u; 
divisant l'équation (126) par cette dernière, il viendra en 
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supprimant le facteur z commun aux deux termes du pre- 
mier membre : 
Mdx+Ndy du KE I du 
MR em kr à 
le second membre de cetteéquation étantune différentielle 
exacte, d. log.u x constante, art. 28, C. D, il doit en 
être de même du premier membre ; d'oùil résulte que 


dans ce premier membre, mis sous la forme 


I 
À | I Mx+Ny 
DUR EAN Av ler facteur Mx-Ny doit être un facteur z 
propre à rendre intégrable l'équation homogène M dx + 
Ndy:— 0. 

115. — Pour déterminer le facteur commun z qui doit 
rendre homogène la proposée, lorsque ce facteur n’est fonc- 
tion que de x, donc ne contient pas y, comme nousavons, 


Z , Aa 
dans ce cas, —— 0, l'équation (r25)se réduit à 


dy 
zaM Ndz ZdN 
JPAUNOS de 
d'où Ndz (M aN 


6e ANR ETS 
et par suite, en divisant par N et par z, et en multipliant 


par dx, il viendra 
AM æ 


dz ANNE 
; 


; Fee) 


en intégrant, nous La (arr28 CD): 


fie ca 
daN\ 
ON fr Date de 


multipliant par log e, nous aurons 


Iopz2 opte F _ RENE dx |loge, 


dr dx 
ou, d’après la théorie des logarithmes (logarithme de 
puissance) : 1/dM  4N 
SR a Le 


log z log e — log |e 


or, log e— 1, car il s’agit ici du système Népérien, art. 28, 
Calc. Diff., donc, 
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aM aN 
l08 2 — 1 (e FR Le “ 


et par suite, dM 4N\. 
A "E Ge a) 
tel est donc le facteur par lequel il faut multiplier l’équa- 
tion proposée pour qu'elle devienne une difiér entielle 
exacte. 
Exemple. — Soit l'équation 
ydx—xdy —=0o; 


nous avons T 
En e 
ces valeurs étant substituées dans la formule(r128),ilviendra 
CZ AE CEX 
PROCESS 
Re | cd 24X dx 
d'où nn etes 
VERRE : X DIEx 
et, pai suite, (art. 28, C. D.), nous aurons 
logz ——2logx+constante ——2logx+Cou——2logx+ 


log C—= lo x: log Cor . 
. par conséquent er 
Dis er: 
et, en multipliant l'expression donnée ydx—xdy=—o0, par 
ce facteur z, nous aurons pour différentielle exacte 
COdx—xdy) 
= 
116. — Une infinité de facteurs jouissent de cette pro- 
priété de rendre différentielle exacte l'expression générale 
M dx+N dy—o, lorsque cette expression a été multipliée 
par l'un de ces facteurs, c'est-à-dire qu’en représentant par 
z l’un quelconque de ces facteurs, l'expression 
M,z dx = Nyiyi=r 
est une différentielle exacte. 
En effet, représentons par u l'intégrale de cette équa- 
tion, nous aurons 
Mz dx+Nz dy — du; 
et, en multipliant les deux membres par une fonction 
quelconque de u, soit su, nous trouverons 
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ou (Mz dx+Nzdy)=—ou.du; 
ou étant arbitraire, nous pouvons poser, par exemple, 
ou—2u*,et alors 2u° du ou ou. du étant, (art. 88, C.[I.), 
une différentielle exacte, l'expression 

zu? (Mz dx+Nzdy)— 2° du, 
sera aussi une différentielle exacte ; cette expression peut 
se mettre sous la forme : 
2u°z (Mdx+Ndy)}— 2u°. du—0o— différentielle exacte ; 
par conséquent, le facteur 2z u° jouit de la propriété de 
rendre intégrable l'expression générale 

Mdx + Ndy — 0, 

et, comme au lieu de faire © u — 2 u°, on peut faire toute 
autre hypothèse, o u —nus, etc. etc.,ou bien fu — u* 
ou — nu‘, etc. etc., Car on peut prendre une fonction 
quelconque deu, on voit que le nombre de facteurs jouis- 
sant de la propriété de rendre intégrable l'expression 
générale Mdx + Ndy — 0, est infini. 


CONSTANTES ARBITRAIRES. 


117. — Nous avons vu, art. 1, C. I., que l'intégration 
d'une différentielle amenait l'existence d’une constante. 
On comprend donc que chacune des intégrations succes- 
sives engendrent une nouvelle Constante, d'où l’on peut 
dire que le nombre de constantes à obtenir est en rapport 
avec l'ordre d’une équation différentielle à intégrer. 


Ainsi l'intégrale de l'intégrale de =: ou 
X? 


d’y He =f$ ÉLrie DAME HER. 


y+bx +C, 
y étant une fonction de x. 
d° PU 
— est du second ordre ; donc, deux intégrations suc- 


cessives àfaire pour arriver à l'intégrale, et par suite, deux 
constantes à obtenir ; donc le nombre de constantes est 


indiqué par l’ordre de la différentielle ; Es + b est l’in- 
re 
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tégrale première, et y +bx-+Clintégrale seconde de l’équa 


2%r 


: \ 
tion du second ordre =. 
dx ? 


Une équation représentée par V=—o, entre x, y et des 
constantes, peut donc être considérée comme l'intégrale 
complète, art. 67, C. I., d’une certaine équation différen- 
tielle dont l’ordre dépendra du nombre des constantes que 
V—o renfermera. Ces constantes sont appelées constantes 
arbitraires, parce que si l'une est représentée par a, et que 
V ou l’une de ses différentielle soit mise sous la forme 
f(x, y) — a, (en mettant la constante a en dehors de la 
fonction, comme nous avons vu des exemples précédem- 
ment dans la détermination des constantes), on voit que a 
ne sera autre chose que la constante arbitraire que donnera 
l'intégration de d.f(x, y); or, cette dernière quantité 
varie avec x et y, donc la constante varie également mais 
est ic1 toujours égale à l'intégrale de d. f(x, y). 

Cela étant, si l'équation différentielle dont 1l s’agit est 
de l'ordre n, chaque intégration introduisant. une con- 
stante arbitraire, il faudra que V —0, qui est censé nous 
être donné par la dernière de ces intégrations, contienne 
au moins n constantes arbitraires de plus que notre équa- 
tion différentielle, puisqu'il y a n intégrations. 

Si une équation en xet en y, ne renfermait pas n con- 
stantes arbitraires de plus que l’équation différentielle de 
l'ordre n, elle ne pourrait en être regardée comme l’équa- 
tion primitive. Par exemple, l'équation y — a x3, qui 


2 y 


y re ++. 
donne Re 6ax par deux différentiations successives, 
X ; 


n'en est qu’une intégrale particulière, art. 68, C.I. En effet 
cette intégrale s'obtient en faisant b — 0 et C— 0 dans 
l'intégrale complète, qui est y — ax5 + bx+C,de laquelle 
on tire aussi DE —6ax. Eneffet, on LR —6ax, JON 
dx dx? 

une différentielle du second ordre ; d’où deux intégrations 
successives à faire pour avoir l'intégrale primitive et deux 
constantes à obtenir dans cette dernière. 


Ainsi on obtient 
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fr SZ — ri 6 ax égale 


dx? 
d'abord en décomposant 
Oraxie: 6 ax? 
DR rnb + b = 3 ax° + b, qui peut 
être mise sous la forme 3 Se + bx°; 
etensuite: ee ue 
à : PAS 2. 2x bx PAURS 
dr de. ax Dx LC. 


Remarquons encore qu'onne doit considérer que comme 
une seule constante celles qui ensemble affectent une 
même puissance de x. C’est ainsi que dans l'équation y — 
(a+b) x+c, on doit compter a+b que comme une seule 
constante. 

AGIR SaNREnn général par 


| ju / 

F(x,y)—0, F|&r, 6, nes »È > dx’) A EE (130), 
l'équation primitive,ou intégrale, d’une tn différen- 
tielle du second ordre (intégrale possédant donc deux 
constantes), et ses deux différentielles immédiates ; nous 
pourrons, entre les deux premières de ces trois équations, 
éliminer successivement les constantes a et b, et obtenir 

5 (x, xs . b)— 0, & (x, Vs SE a) — 0...(131), 


4 


a étant éliminé dans la première équation, et b dans la 

seconde. 
Si, sans connaître F (x,y)— 0, nous parvenions à trou- 
ver Le équations, il suffirait évidemment d'éliminer entre 
4 


elles «= pour obtenir F(x,y)}—o, qui serait l'intégrale 


complète, (art. 67, C.[.), puisqu'elle contiendrait les con- 
stantes arbitraires a etb; c’est ce que nous verrons plusloin. 

118. — Une équation différentielle du second ordre peut 
provenir de deux équations différentielles du premier ordre 
différant entr'elles par les constantes. 

En effet, si nous éliminons la constate b entre la pre- 
mière des équations (131) et sa différentielle immédiate, 
et si nous éliminons de même la constante a entre la 
seconde des équations (131) et sa différentielle immédiate, 
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nous obtiendrons séparément deux équations du second 


2 


d 
ordre, ns , qui ne différeront point entr'elles, autrement 


les valeurs de x et de y ne seraient pas les mêmes dans 
l’une et dans l’autre. Il résulte donc de là qu'une équation 
différentielle du second ordre peut provenir de deux équa- 
tions différentielles du premier ordre, qui sont nécessai- 
rement différentes, puisque la constante arbitraire de l’une 
n’est pas la même que la constante arbitraire de l’autre. 

Les équations (131) sont donc ce qu’on appelle les inté- 
orales premières d'une équation différentielle du second 
ordre qui est unique,et dont l'équation primitive F(x,y)}—o 
est l'intégrale seconde, 

Exemple. — Soit l'équation 

V ax "D, 

qui, à cause de ses deux constantes, peut être regardée 
comme J'équation primitive d'uneéquation du second ordre, 
d'après ce qui précède. 

Nous en tirerons, par la différentiation, la valeur de a : 
savoir dr aux ou D 2. (132); 
remplaçant a par cette valeur dans l'équation donnée, il 
viendra ; His jee 

Ces deux intégrales premières (éq. 132 et 133), de TE 
quation du second ordre que nous cherchons, étant difté- 
rentiées chacune en particulier, conduisent également, 
par l'élimination de a et de b, à l'équation unique du se- 


cond ordre Dryes 0 ; car la première donne gs dre 
dx* RE METLE 
RRRCONSIEN ER ESS et la seconde dy —d. D'x+b)— 
dx ax : 
d'y,,dy dd JPA 
0, D + 3 
art. 0, ist Me dx, d'où Et +4 doù 
= nor X ; Or x, Variable, ne peut pas être égal à zéro, 
done Yo. 
GPS RAD 


119. — Dans le cas où le nombre de constantes surpasse 
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celui des constantes arbitraires requises,art. 117,C.I., les 
constantes excédentes, par laraison qu'elles sont liées aux 
mêmes équations, n'amènent aucune relation nouvelle. 
Cherchons, par exemple, l'équation du second ordre dont 
la primitive est . | 
fair ax? +bx+C....(134); 
en la différentiant, nous aurons 
I 
Nr2, : a x dx+bdx, 


ou 
SEE (135). 

L'élimination de b et ensuite celle de a entre ces équa- 
tions nous donnent séparément les deux intégrales premiè- 
res suivantes, (en remarquant que l’éq. (135) donne b — 


dy D TV #; 

de 2e. FER = à 

EN axe + (Tax) x+C— Axe x ax 1 C— 
dy 


AtrE (136) ; 


et2° y er EEE b\ As be x Le —bx}+bx+ 
Ÿ RAS » dx 
nr T4 -bx + C. (136). 
Re dy | 
Eliminant entre les équations(136), nous trouverons 


dx 
l'équation primitive (134), art. 117, C. I. 
D'autre part, si nous différentions la première des équa- 
tions (136), nous aurons, (art. 9, C. D.): 


dy [dy PAR RT ) ATRS 
Her ‘dx x—-ax® ke). ere ARE 
2 RP + A — ax 

2 D dx? à d LINE | 
d'où d y 


2 x 
(37) 
Si, au contraire, nous différentions la seconde des équa- 
tions (136), nous obtiendrons 
19 


Da à xt Chaux ge + Tax: dx) à 
Ho a) à 10 =D, 

d'où à 

d'où x sa + D 


et comme l'équation (135) donne te l'expres- 
sion précédente donne 

re X de do 

nur dx? 
équation qui est la même que l'équation ( 137), ce qui nous 
montre que les équations (136) conduisent à la même 
équation par des chemins différents. ‘ 

Remarque. — Si l'équation primitive (134) n’était pas 
connue, il semble que l’on ne pourrait pas employer com- 
me nous l’avons fait l'équation (135) qui en dérive ; mais 
dans ce cas, on obtiendrait cette équation (135), en élimi- 
nant C entre les équations (136). 

120.— Nous pouvons, maintenant, appliquer, à l'équa- 
tion différentielle du troisième ordre, les considérations 
qui précèdent. 

A cet effet, différentions trois fois de suite l'équation 
F(x,y)=—0, nous aurons les trois fonctions : 


Res, Aer NONGE VEN AUT dy d’y 
Free Fly) 0, Fr , 
CHANT 

dx: RE 


ces équations admettant les mêmes valeurs pour chacune 
des constantes arbitraires que renferme l'intégrale 
F(x,y)=0, nous’ pouvons, en général, éliminer ces con- 
stantes, (au nombre de trois, art. 117,C.I.), entre cette 
dernière équation et les trois précédentes, et obtenir ainsi 
un résultat que nous pouvons représenter par 
el: < AY dy) 
Y1qx dx°’ dxi, 1 0...(138); 


cette équation est la différentielle du troisième ordre de 
F (x,y) = 0, et de laquelle les trois constantes arbitraires 
sont éliminées ; réciproquement l'équation F (x,y)= o est 
l'intégrale troisième de l'équation (138). 

I21.— Si nous éliminions successivement chacune des 
constantes arbitraires entre l'équation F (x,y,)— o et celle 
que nous en tirerions par la différentiation, nous obtien- 
drions trois équations du premier ordre qui seraient les 
iutégrales secondes de l'équation (138). 

122. — Si, maintenant, nous éliminions successivement 
deux des trois constantes arbitraires, entre l'équation 
F(x,y)=0 et les équations que nous en déduirions par deux 
différentiations successives, c’est-à-dire si nous éliminions 
ces constantes entre les équations, 

va T 
F(x,y)=0, Fix, D dis Ê X,Y, Se, La = (139); 
nous pourrions Conserver successivement dans l'équation 
qui proviendra de l'élimination, l’une des trois constantes 
arbitraires ; par conséquent nous aurions ainsi autant 
d'équations que de constantes arbitraires. 

Soient a,b,c, ces constantes arbitraires ; les équations 
dont nous parlons, envisagées seulement sous le rapport 
des constantes arbitraires qu’elles renferment, pourront 
évidemment être représentées comme ceci : 

COCO 00 Ca 01140 }, 

Et puisque les équations(139) concourrent foules les trois 
à l'élimination qui nous donne l’une des équations consi- 
dérées, il en résulte que ces équations (140) seront chacune 
du second ordre ; on les appelle les 2n/égrales premières 
de l'équation (138). 

123.— Concluons donc detout cequi précède, qu’en géné- 
ral,uneéquationdifférentielled'unordren, auran intégrales 
premières, qui renfermeront par conséquent les coefficients 

A 
S jusqu en Y'inclusivement, c'est-à- 
dire un nombre n—1 de coefficients différentiels ; et nous 
voyons que quand ces équations, (intégrales premières), 
sont connues, pour avoir l'équation primitive, 11 suffit 
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d'éliminer entre elles ces coefficients différentiels. (Art. 
ur CDS. 


SOLUTIONS PARTICULIÈRES DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 


124. — Comme nous avons vu, art. 68, C. [., une inté- 
grale particulière peut toujours être déduite de l'intégrale 
complète en donnant une valeur convenable à la constante 
arbitraire contenue dans cette dernière. 

Ainsi, par exemple, soit l'équation différentielle 

x dx+ydy —dyVx’+y?2—a7,. 
de laquelle on tire 
Te xdx+ydy RARE 2x Ax+2ydy 1 2x dx+2y dy 


Vx? + y'—a7 2/x2+y2—a 2 (&+y—a LS 
I I 

2 (x 2 + Yi— a) 
y2—a2})—d'(x° year) vx hyea, 

et par suite, en intégrant et ajoutant une constante, /dy— 


fdi Ve avan 

ou VC VIRE 

expression qui est l'intégrale complète de l'équation diffé- 
rentielle donnée. 

Pour plus de facilité dans les calculs, faisons évanouir 
les radicaux en élevant au carré la différentielle donnée 
et l'intégrale complète trouvée, nous aurons 

x2dx2+2 x y dx. dy +y’dy’—dy’(x?+ y’—a°) 


ou, en divisant par dx’,Xx?+2xy e +y 2 = Xi 


dy2 gi PV 
dx Y dx: * dx:’ 
ouenfin pour rentes 
(a— x?) + 2X ee HR SO 4 (TA LI 
et pour l'intégrale 
V1 2 CYR CESR EN A 
ou 2CY-ANC? = REA ON A 
Maintenant si nous donnons à c une valeur constante 


(2xdx +2ydy)— = (x 2+y—a2) 1? d.(x+ 


i 
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arbitraire 2 a, nous trouverons pour intégrale particulière, 
4aY+4a?—X?+a7—0, OU 4ay+5a?—1?—0, 
laquelle satisfera à la différentielle proposée (141) aussi 
bien qu'à l'intégrale complète (142). 
En effet, cette intégrale particulière donne 
moi CA AE STE 


dre a drahaltea 
valeurs qui substituées dansla différentielle proposée(141) 
donnent x X?2—5a°\x 
(a?—x2) = +2 SCORE Xe On 
4a ? ROBES ET 
ou | 2 5 x! a° x? 
CG a) 0 
4a* 4a° 4a° 
ou x? ; 
(ai==x?) be (K —5 a +4 )— 0, 
4a ? 146 | 
Ou'enfin "x? (&—5 at ya? )— (x — à) x’ 
MERS À AA 200 
ou X? Ke 
ee Re ee 
Are 4a ° 


expression identique, donc l'intégrale particulière satisfait 
à la différentielle proposée; et comme cette intégrale 
particulière est déduite de l'intégrale complète, elle satis- 
fait donc aux deux équations (141) et (142). 

125. — Mais s'il est vrai qu'une intégrale particulière 
peut toujours être déduite de l'intégrale complète, il n’en 
résulte pas pour cela que toute équation satisfaisant à une 
différentielle donnée soit un cas particulier de son inté- 
grale complète, c'est-à-dire soit comprise dans l'intégrale 
complète ; mais si une telle équation n'est pas comprise 
dans l'intégrale complète, elle en dépend cependant. 

Aïnsi, par exemple, l'équation du cercle, (géom. analyt.): 

X?+y—a°... (143), 
qui satisfait à l'équation différentielle (141), n’est point 
cependant comprise dans son intégrale compiète, l’équa- 
tion (142). En effet, l'équation (143) étant différentiée 
donne 2 x dx+2 y dy—0, ou x dx=—— y dy, cette valeur 
et celle de x?+ y?—a°, étant substituées dans l’équa- 
tion (141) ou plutôt dans cette équation non élevée au 


carré, c'est-à-dire dans la proposée x dy + y dy = 
Vx'+y:—a: x dy, donne 

y y INee Mare a Cl 
ou 00; 
donc cette équation du cercle satisfait à la différentielle 
proposée, et cependant n’est pas comprise dans l'intégrale 
complète, car quelle que soit la valeur constante que l’on 
donne à c dans l'intégrale complète (142), jamais cette 
équation qui est celle d’une parabole (géom. analytique), 
ne pourra amener l'équation (143)qui est celle d’un cercle. 
Une équation qui, comme l'équation (143), satisfait à la 
proposée sans être comprise dans l'intégrale complète est 
appelée une solution particulière ou singuilére de la pro- 
posée. 


AA” eyes 
OS EN | 


On crut, à tort, néanmoins, pendant longtemps, que la 


propriété de l'intégrale complète était générale, c’est-à- 
dire que lorsqu'une équation différentielle en x et en y 
était donnée, on ne pouvait trouver une équation finie 
entre les mêmes variables qui ne fût un cas particulier de 
l'intégrale complète, en donnant comme nous l'avons fait, 
une valeur arbitraire à une constante. 

Après cela, on crut, à tort également, que ces sortes 
d'équations ou solutions singulières n'étaient pas liées à 
l'intégrale complète.C'est Lagrange qui démontra qu’elles 
en dépendaient en exposant la théorie que nous allons 
examiner. 

126. — On conçoit qu'une équation différentielle du 
premier ordre Mdx-+-Ndy—o, d'une fonction de deux 
variables x et y, peut être considérée comme provenant 
de l'élimination d’une constante c entre une certaine équa- 
tion différentielle du même ordre, que nous représenterons 
par mdx + ndy—o, et l'intégrale complète F (x, y, c)=0o 
de celle-ci, intégrale que nous représenterons par u. (Voir 
article 102, Calcul Intégral). 

On conçoit également que si tout se réduit à prendre 
la constante c de manière que l'équation Mdx+Ndy=—o 
soit le résultat de l'élimination, il est permis de faire varier 


né: : 


cette constante, du moment que l'équation Mdx+Ndy—o 
résulte de l'élimination. 

Alors, on comprend que l’intégrale complète F{x,y,c)—0o 
prendra plus de généralité, puisque c peut varier; alors 
cette intégrale représentera donc une infinité de courbes 
du même genre, différant les unes des autres par un para- 
mètre, c'est-à-dire par une constante, c variant. 

On peut admettre cette hypothèse, car l'équation Max + 
Ndy—o étant donnée, il est dans l'esprit de l'analyse 
d'adopter tous les moyens pouvant amener cette expres- 
Sion. 

127. — Examinons maintenant comment on reconnaîtra 
qu'il existe une solution particulière ou singulière. 

A cet effet, supposons que l'intégrale complète, étant 
différentiée en considérant c Comme variable, on ait 

dy dy 
V— ES EE dc .… (144), 
expression que pour simplifier nous mettrons sous la forme 
dy = p dx + q dc (145); 

équation différentielle dans laquelle l'expression q dc, ou 
différentielle par rapport à la constante variable c, est sup- 
posée nulle, puisqu'on peut donner à c une valeur en 
conséquence. 

Or, il est certain que si p restant fini, q de est nul, le 
résultat de l'élimination de c variable (lequel est par hy- 
pothèse M dx+N dy — 0, art. 126), entre l'intégrale com- 
plète F (x,y,c) — o et sa différentielle (145), obtenue en 
différentiant aussi par rapport à c, donc en supposant c 
variable, sera le même que celui de c constant entre 
F(x;y,c) =oetl’équation dy—p dx, obtenue en supposant c 
constant dans la différentiation, car l’expression (145), 
par la raison que q de est nul, ne diffère pas de dy —pdx; 
mais pour que q dc — 0, l’un des facteurs de cette expres- 
sion doit être nul, donc on doit avoir 

| AGE OLOUEE:0, 

Dans le premier cas, d.c—o donne c-— constante, 
comme cela a lieu pour les intégrales particulières ; le 
second cas seul pourra donc convenir à une solution sin- 
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gulière où c est variable et q nul. Or, q étant le coefficient 
de de de l'équation (145), on voit d’après l'équation (144), 
que q — 0 donne QP ER (6 
dc 

Cette équation renfermera c ou en sera indépendante. 

1° Sielle renferme c, 1l peut se présenter deux cas ; ou 
l équation q—0 ne renfermera que c et des constantes, ou 
elle contiendra c avec des variables. Dans le premier cas, 
l'équation q—0 donnera encore c—constante, qui ne peut 
convenir, et dans le second cas elle donnera c—f (x,y), qui 
renferme comme cas particuliers ceux où l’on aurait c==fx 
ou c—fy ; cette valeur c—f(x,y), qui satisfait à la diff.144, 
étant substituée dans l'intégrale complète F (x, y, c) =o 
de cette différentielle, changera cette dernière en une 
autre fonction de x et de y, qui satisfera à la différentielle 
proposée (144) sans être comprise dans son intégrale com- 
plète, et par suite en sera une solution singulière, art. 125. 
Mais ce serait une intégrale particulière que l’on obtien- 
drait, si l’équation c—f(x, y), qui satisfait à la différen- 
tielle proposée (144),se réduisaità une constante au moyen 
de l'intégrale complète. 

2°. — Si le facteur q — o de l’équation qde — 0 ne con- 
tient pas la constante arbitraire c, pour reconnaître si 
l'équation q — o donne lieu à une solution singulière, nous 
combinerons cette équation avec l'intégrale complète. 

Aïnsi, par exemple, si de q — 0 nous tirons x — M, et 
que nous substituons cette valeur dans l'intégrale com- 
plète F(x,y,c) — 0, nous obtiendrons évidemment 
c — constante — B, par exemple, 
ou bien : CN 

Dans le premier cas, q — o donne une intégrale parti- 
culière ; puisque changer c en B dans l'intégrale complète 
n'est autre chose que donner une valeur particulière à la 
constante, tout comme on le fait quand on passe de l’inté- 
grale complète à une intégrale particulière, art, 68, C.I. 

Dans le second cas, au contraire, la valeur fy substituée 
à la place de c, dans l'intégrale complète, établira entre 


0 
NT 
Ka 

le 


x et y une relation différente de celle qui existait quand 
on ne faisait que remplacer c par une valeur constante 
arbitraire ; par conséquent, dans le présent cas, c’est une 
solution particulière que l’on obtiendra. 

On peut évidemment appliquer à x ce que nous disons 
de y. 

128. — S'il arrivait que la valeur de c se présentat sous 


O ARE | 2 
la forme —, cela indiquerait un facteur commun qu'il fau- 
O 


drait faire disparaitre. 

129. — Nous allons appliquer maintenant la théorie que 
nous venons d'exposer à la recherche des solutions parti- 
culières ou singulières, l'intégrale complète étant donnée 
ou obtenue. 

Soit donnée l'équation différentielle 

ydx—xdy=—a V dx'+dy*’.…. (147), 
et cherchons-en donc tout d’abord l'intégrale complète. 


A cet effet, divisons par dx cette équation et faisons 
d Fe 7? 


— p, nous aurons premièrement 
i DAY FES, 
Did av AN UIMOE 
Jen Dies 1+p°.. (148) ; 
différentions cette expression par rapport à x et à p, nous 
obtiendrons, (art. 9, C. D.): 


RD a.d.(1+p°)°— “a. G+p°)#%d.(t+p°}- 


1, a.p. 3 
A 2 D 0 
Tr SEE Vi+p’ 
et comme —— p donne dy — pdx, l’équation précédente 
devient À 
pdx — pdx — xdp — DA sémdarese 
V1+p° Ep: 


équation à laquelle on satisfait en faisant dp—o, d'où 
p—constante—c, valeur qui, substituée dans l'équation 
(148), la transforme en 
y —Ccx—a V 14C°.... (149). 
Cette expression contenant une constante arbitraire c, 
ne figurant pas dans la proposée (147), en est donc l’inté- 
grale complète. 
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Cette intégrale étant obtenue, la partie qdc del’équation 
(145) s’obtiendra en différentiant l'équation (149) par rap- 
port à c,considérécommeseule variable ; nous aurons ainsi 


_xdc—a.d.Vr+c —ad.(1+c MH=a. = (tte )-"r 
I I a C7dc 

a ee 2 Res ere 
2RUT-T0 9) lé 


dre 


et en l'égalant à zéro, nous en tirerons 
ac 
X CT (150) ; 
VAHC: 
élevons au carré, nous trouverons, 
a° C? « 
Xi, d'oùx + C x —=42C4NOUxt ARE 
GC: 


et enfin VAT CESR ; 


cette dernière valeur substituée dans l’équation(150)donne 
ac aCVar tx nes 
Xe ec — — — CV a2—X?, 

a a | 


d'où CRE AE 
Va?—x? 

Nous n'affectons pas la valeur ci-dessus de V 1+c? 
du double signe, parce que x et c étant de signes contrai- 
res, dans l'équation (150), il doit en être de même dans 
l'équation (151). 

La valeur de c, éq. (151), et celle de V 1 + c° étant sub- 


stituées dans l'équation (149), nous aurons 

no a ? 

d'A aq de us 
Va?—x?, Vas x? 


) 


d'où a?— x? gts" Ni 
VERRE eV 42 Lx 2; 
Va’— x? 
équation qui, élevée au carré donne 
ve — X2... (152); 


et l’on voit que cette équation est une solution particu- 
lière, car en la différentiant, nous obtiendrons 2 y dy—— 


2 x dx, d’où dy —— , Valeur qui substituée dans l’é- 


quation (147), RRQ en 


Sa ax + 


ou, en réduisant au SE dénominateur, 
y’dx + x:dx = Vy2dx°+ x’dx° 
DRE QE Ep aner n É  rn  AE c 
ou (y°+x’)dx=a V(y’+x°)dx?—ax Vy?+x° xdx, 
ou, en divisant par dx, 
DEA iv Pix 2 
mais l'équation (152) donne y°+x— a’; substituant 
. cette valeur dans l’équation précédente nous aurors enfin 
GA 
donc l'équation (152), différentiée, satisfait à l'équation 
différentielle (147) proposée et n’estpas comprise dans l’in- 
tégrale complète ; c'est dongç bien une solution particulière. 
130. — ÆÀemarque. — En appliquant, comme nous 
venons de le faire dans l’article précédent, les principes 
que nous avons démontrés à l’article 127, nous avons 
déterminé la valeur de c en égalant à zéro q ou coefficient 


différentiel D. Il peut arriver parfois que ce procédé soit 


insuffisant, car l'équation (145) 
dy — pdx + qde, 
étant mise sous la forme 
A dx+Bdy+Cdc—=o, 
équation dans laquelle À, B et C sont des fonctions de x 


et de y, nous en tirerons 


dy = — Sdx © de, dr dy. de FABLE 


et d’après ces expressions, nous pouvons remarquer que Si 
nous appliquons à xconsidérécomme fonction de y, toutce 
quenous avons dit de yconsidéré comme fonction de x, la 
valeur du coefficient de de ne sera pas la même et qu'il 
suffirait seulement que quelque facteur de B détruisit dans 
Cun autre facteur que celui que pourrait y détruire 
un facteur de A, pour que les valeurs du coefficient 
de de, dans les deux hypothèses, parussent entièrement 
différentes. Donc, quoique généralement les équations 


n'a et — © donnent la même valeur pour c, cela 
n'arrive pas toujours. Par conséquent, lorsqu'on aura dé- 
ee “ Ne Re 
terminé c au moyen de l'équation ton 0, il conviendra 

: C 
de voir si l’on arrive également au même résultat dans 
k dx | 
l'hypothèse de — — o. 
dc 
131. — [l existe une classe générale d'équations qui 


sont susceptibles d'une solution particulière; ces équations 
sont renfermées dans l'équation différentielle générale 


expression qui, en faisant — . - —p, pourra se mettre sous la 


dx 
forme ÿY:= px Fpr...(154) 

En la différentiant, nous aurons, (article 9, C.D., et 
art.38.C.D.): 


1 précède, l'équation 


Sec dente à dan 


pdx — pdx+xdp+ su dp, 
ou de CET TS 
ou / d.Fp\ 


Cette équation est satisfaite en faisant dp:= 6; 1100 
p — constante — c; par suite, cette valeur substitué dans 


l'équation (154), ne 
Y—CxXH-FCT 


expression qui est l'intégrale complète de l'équation diffé- 
rentielle proposée, puisque nous avons introduit une con- 
stante arbitraire c par l'intégration. 

Différentions cette intégrale complète par rapport à c, 


nous aurons 
/ 
d.Fc 4 LE de = 0 
dc 
par suite, en égalant à à zéro le coefficient de dc, confor- 


mement aux principes que nous avons exposés, + viendra 
d, Fe 


de 
équation à l’aide de laquelle on trouvera la valeur de c 
que l’on substituera dans l'intégrale complète et l’on 
obtiendra la solution particulière. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU SECOND ORDRE. 


132. — Les équations différentielles du second ordre à 
deux variables,art.o3,C.[., sont comprises dans la formule 

He HUE 
générale Er ge) = 0. (155) 

x’dx’ } 

Nous ne chercherons pas à intégrer cette équation dans 
ce degré de généralité ; nous examinerons seulement les 
moyens de trouver l'intégrale dans des cas particuliers. 

133. — Supposons donc d’abord le cas où l’on aurait 


l'équation £ dy d° : rer 


dx’ dx 


d y 0, dpie, 
faisons Pire da ét i Re précédente pren- 


dra la forme plus simple : 
IX CD Do mu (187): 
, ) dx, 


Si cette équation est intégrable et qu'on en tire p = X 
ou fonction de x, on trouvera facilement la valeur de 


+ 


Sie a: 
Y ; car l'équation — p nous donnant y — / pdx, en 


substituant dans cette équation la valeur de p, nous 
aurons y—/ X dx, expression quiest intégrable, (art. 88, 
C. [.), on arrivera ainsi à l'intégrale pour ce cas ; mais 


si l'équation (157), au lieu de donner la valeur dep enx, 
donnait celle de x en fonction dep, de façon qu’on eût x—P 
ou fonction dep, en intégrant par parties, art. 16, C. I., 
l'expression dy— pdx, on aurait d'abord 
_. Jfdyouy—fpdx=px—/fxdp; 
substituant ensuite dans cette équation (dernier terme), 
la valeur de x, il viendrait 
y —=px—/fPdp, 
sous cette forme on sait trouverégalement l'intégrale du 
dernier terme, art. 88, C. I., et après substitution, l’ex- 
pression ci-dessus deviendra alors l'intégrale cherchée, 
pour le second cas, quand on y aura éliminé p au moyen 
de l'équation x—P. 
134. — Supposons maintenant qu'on ait le cas où 


dvd 
| > qe) — 0 G58). 
Posons a —p, nous aurons ss = 2 et, comme de 
2 X ” X 
| — D'ONLIQUXS sa , en substituant cette valeur dans 
l'expression précédente, il viendra 
Gp ee ees 
dx? ,-dy:,.dy 
$ dy d’° d 
Substituant ces valeurs de “+ ou p et de Y où PP 
dx dx? dy 
dans l’équation (158), elle deviendra 


RDA EE ÉD AP 
.f| ——|—0o ou f|y,p, —|—0. 
ce P; dy ) © » P; dy 
Maintenant, si cette équation peut donner p en fonction 
de y ou p—Y— fonction de y, on substituera cette valeur 


à ] d ; : . ’ 
dans l'équation dx — sue et il viendra en intégrant 
fax OUR | ÿ— f Y—: dy, 


expression intégrable (art. 88, C.I.), et qui fournira l’inté- 
grale cherchée. ° 

Si, au contraire, y se détermine en fonction de p, et que 
l'on ait, par conséquent, y—P ou fonction de p, pour 


obtenir x, nous devrons intégrer par parties l'équation 
Ras étaiviendra (art 16, CL, etart:11} CD#)# 


P 
dy I I RASOIR 
OXOUX = [== _dyv= -v— f{ di x 
dx J5 as AC Del 


PRES A Dee Dr db 


p° P P Rue p 
et, en remplaçant dans cette équation y par sa valeur P, 
nous aurons Hat 
NUE ET J 12 == 


2 ) 

expression intégrable (art, 88, C. I.) ; après intégration, 
nous éliminerons ensuite p au moyen de l'équation y—P, 
et nous obtiendrons ainsi l'intégrale cherchée. 


135. — Dans le cas où l'équation générale (155) est 
réduite à 6 ARE 
(ET )=0 + (159), 


pour trouver l'intégrale, faisons S —p— (coefficient diffé- 


ee G Ne UNS 
rentiel de y par rapport à x), et par suite AE ci a 


dx “He l'équation (159) devient 
| f P . 0! 
* 


de laquelle on tire dp 


dx 
on de = PARTS ACID) 
expression intég., art. 88,C. I. 


D'autre part de l'expression Le —.p, On tire 


Apox LOUE ONE", px; 
et, en remplaçant dans cette dernière équation dx par sa 
valeur ï , DOUS aurons 
y=jp—/fpPdpl… (162), 
éq.intég.,art.88,C.I. P 
Après avoir HER les équations (161) et (162), nous 
éliminerons entre elles la quantité p pour avoir une équa- 


Le {100), 


d'où RES 


= 304 Er 


tion en x et en y, et l’on obtiendra ainsi l'intégrale 
cherchée. 
pe pue 
136. — Dans le cas où de 1050 trouve combiné dans 
x 


l'équation générale qu'avec une fonction de x, c'est-à-dire 
est donné en fonction de x, on a donc à intégrer 
d 2 Y 
dx’ 
multipliant par dx, 1l viendra 


den 
x — dx, 


Li su aurons 
Y ou Ja RS ou —— 2 =fXdx+C, 


RUE art. 88, . À 
Soit X' l'intégrale indiquée dans cette équation, celle-ci 
prendra la forme 
. = x C, d'où dy =(X'+ 0) dx = X'dx Cde 
X | 


et en intégrant, il viendra enfin 
f dy ou y=— f X'dx + f Cdx + constante ou C' = fX'dx + 
Cx+C’. d'y 

137. — Finalement, si-—" nesetrouvecombiné dans l’é- 


dx 2 


quation générale qu'avec une fonction de y, c’est-à-dire 
est donné en fonction de y, il faut donc intégrer 


dE 
dk? ; 
À cet.eftet, multiplions par 2 dy, nous aurons 
dy d dy dy .d°y 
Je 2 dy ou 2 ou 2 Lx jou enfin 
dy /dy 
tige iales — 2 Ÿ dy. 


Le premier membre est composé de la même manière 
que la différentielle du carré d’une quantité monôme, 
comme, par exemple, de y’ dont la différentielle est 
2.y dy ; donc dans l'équation ci-dessus l'expression 

2. Pa /dy\ 


nt | est la différentielle du carré de on a donc 


‘dy à dy ? ie À 
d. ) ou d. Fer Ne ed, 
et en intégrant, 1l viendra 
D faYdy+ Cou 2j Ydy + de: 
d'où dy — 
2 —V2fY 
SCA 2[/Ydy+C; 
d'où FA dy 
V2f/Ydy+C 


et par suite, en intégrant, on aura enfin 
xou fdx— {= S + C’. 
J V2fYdy+C 


EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES 
DU PREMIER ORDRE. 


138. — Quand une expression ne contient qu'une seule 
variable, et qu’on la différentie, on obtient une différen- 
tielle ordinaire. Mais si cette expression renferme plusieurs 
variables, pour la différentier par rapport à l’une des 
variables, on doit considérer les autres variables comme 
des constantes,et la différentielle qu’on obtient dans ce cas 
est une différentielle partielle ; la somme des différen- 
tielles d'une expression, par rapport à toutes les variables 
qu'elle contient est encore une différentielle partielle. 

Donc, une équation qui existe entre des coefficients 
différentiels combinés, selon le cas, avec des variables et 
des constantes, est, en général, une équation différentielle 
partielle, ou, selon l’ancienne dénomination, est une équa- 
tion aux différences partielles. 

On a désigné ainsi ces équations, parce que la notation 
des coefficients différentiels qu'elles contiennent indique, 
comme nous l’avons vu à l’art, 38, C. D. que la différen- 
tiation ne peutêtre effectuée que partiellement, c'est-à-dire 
en considérant certaines variables comme constantes.Cela 
suppose donc que la fonction proposée contient plusieurs 
variables. Pour plus de simplicité, nous n’en admettrons 
d'abord que deux, et nous examinerons les moyens d’inté- 
grer les équations différentielles partielles du premier 


20 
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ordre, quisont celles qui ne renferment qu'un ou plusieurs 
coefficients différentiels du premier ordre, art. 93, C. I. 

139. — Dans le cas où il n’y a, dans l'équation différen- 
tielle donnée, qu'un coefficient différentiel partiel du 
premier ordre, c'est-à-dire lorsqu'on a difiérentie une fonc- 
tion de x, y, que par rapport à une seule variable, le pro- 
cédé d'intégration est le même que celui employé pour 
l'intégration des équations différentielles ordinaires, sauf 
que l’on suppose constante l’une des deux variables, et 
que, par suite, l’on introduit dans l'intégrale une con- 
stante fonction de cette variable. Les exemples suivants 
vont éclaircir et démontrer cette proposition. 

r40. En effet, soit d’abord à intégrer l'équation : 


ta 


expression qui est la différentielle de z par rapport à x, et 
dans laquelle z est fonction de x et de y. Si, contrairement 
à cette hypothèse, z ne contenait que x, nous aurions une 
équation différentielle ordinaire dont l'intégrale serait 
LouyJidre 
de x et de y, et que nous n'avons différentié que par rap- 
port à x, c'est-à-dire en ne considérant y que comme une 
Conetin re il en résulte que lés y renfermés dans z ont du 
disparaître par la différentiation et que nous devons les 
restituer dans l'intégrale trouvée ci-dessus ; nous pouvons 
donc, en général, considérer la constante C comme une 
fonction de y, et ainsi nous aurons pour l'intégrale de 
l'équation proposée Z—ax +v y, 

© y pouvant contenir une constante ordinaire. 


141. — Soit maintenant l'équation 
dz LÉ 
dx 


Hs laquelle X est une fonction de x ; ; multipliant par dx, 
et intégrant, 1l viendra 
f-dz'ouz = PK Ax AGE 
et en remplaçant,comme dans l'exemple précédent,C par 
une fonction de y, nous aurons enfin pour l'intégrale 
— SX dx +eYy 


Exemple. — Soit X — x’ + àa°, l'intégrale devient z — 
RES ARS — y. (x°dx Fa dx) E o y — + 
LE ARE X + ? Y. 

142. — Soit encore ES 


DOLA NUREL 7 OU Ax OV VX EC v. 


143. — Enfin, toute équation dans laquelle _ égale 


une fonction de deux variables x et y, sera intégrée de la 
même manière. Ainsi,parexemple,sinousavons l'équation: 


dz “ 
SPRL PP EME" 
dx  Vay+x: 
: XICEX I 
HOUSTOILILOTONS 02 ne —, % Res de 
Vay+x? (Ex 


x (ay+x2)-1? dx; donc 
Z où j dz — HBÉAVEx JE x dx" 

mais la différentielle de ay+x°, en regardant y comme 

une constante, est 2xdx et ne diffère donc de x dxque par 

la constante 2 ; posons donc, comme nous avons déjà fait 

antérieurement(art.9,C.I.), ay +x 


x N : 
2 x AV OX Br substituantces valeurs dans 
l'expression à intégrer ci-dessus, 1l viendra 


CHR 
= f(x de ie CRT ( :) +C— 
ù 2 


—] +] 
as 
1/2 PRE re" 
(1 +C= LC—VvrC=Vay+x +C—Vayrx +EY. 
2/ 2 
144. — RS RE soit à intégrer 
/: I 
dx Vy 2__y? ? 
dx 4e Fa 
———, d'où, en considérant tou- 


V Vy rer 
jours y comme une EU 


ei + 97; 
SLT 


A. 308 Le, 
or,(art. 11, C.I.rem.), la partie qui est sous le signe d'inté- 
gration peut être mise sous la forme 
AN 
JV y —x? \ 15 
donc l'intégrale cherchée est 


x 
Z = arc | Sin = — | +vy. 


145. — Enfin, pour intégrer l’équation 
dz 
= Ax == (Ne 


qui est l’expression générale de la différentielle de z par 
rapport à x, nous prendrons donc l'intégrale par rapport 
à x, et nous ajouterons ensuite une constante fonction de 
y, pour la compléter, nous trouverons ainsi 


Las ou f dzouz = fF(x,y) dx+o y. 


146.— Nous allons maintenant examiner les moyens 
d'intégrer les équations différentielles partielles qui au lieu 
de ne renfermer qu'un seul coefficient différentiel du 
premier ordre, en contiennent deux ; c’est-à-dire les équa- 
tions différentielles partielles qui expriment la somme des 
différentielles par rapport aux deux variables x et y, de 
la fonction, z par exemple, de ces deux variables. 

147. — Soit donc MA ta M 

NÉE h SE IDE, 
dans laquelle M et N nue des fonctions données 
. de x et de y. Nous en tirerons 
d'A EME 


dy  Ndx’ 
substituant cette valeur dans l'expression suivante 
dz  _- +R ay. (x64), 
qui est une formule générale dont le sens est uniquement 
d'exprimer la condition que z est fonction de x et de y, 
c'est-à-dire est la somme des différentielles de z par rap- 
port à x et par rapport à y, il viendra 


Ar Z M 
de je (ax ge), 


ou dz Ndx—M dy | 
d2=—, — 65 
Re N SAGE 
Soit À l’un des facteurs propres à rendre Ndx—Mdy une 
différentielle exacte que nous représenterons par dv, nous 


aurons donc a 
À(Ndx—Mdy})— dv, ou Ndx— 


A l’aide de cette équation, éliminons Näx — Mdy de 
l'équation (165), nous obtiendrons 
de UZ ON UT OZ 


dxAN ANdx 


I D ’ L Le 
Enfin, comme la valeur de n’est point déterminée, 


nous pouvons la prendre telle que K = dv puisse s’inté- 
ARE de v, car 
Na soit une fonction F 
nous savons que la différentielle de toute fonction donnée 
de.v, doit être de la forme F v. d v. (art. 88 du Calc.Int.). 
Il résulte donc de là que QOUE devons avoir 
I 
nee 
équation qui transformera la précédente en 
| HAL VNON: 
d'où nous tirerons, d’après ce qui précède : 
HA ZEND Ar y Cr67). 
Exemple. — Soit à intégrer par ce moyen l'équation . 
X ere .…. (168) 
dy Taxe 
dans ce cas, nous avons, par comparaison âvec l'équation 
proposée(163),M——y, N—x,etparsuitel’équation(166), 
deviendra À (x dx + y dy) = dv. 

Or, à la seule inspection, nous voyons que le facteur À, 
propre à rendre intégrable le premier membre de cette 
équation, est 2, car f 2xdx + 2ydy —x? + y’. 

Substituant donc 2 à À et intégrant, il viendra : 

Jdv ouv—/f2(xdx+ydy)=— /(2xdx + 2ydy)—=x’ +y!; 
substituant cette valeur dans l'équation (167) nous aurons 
=? (x? +7"), 

expression qui est l’intégrale cherchée de l'équation (168). 


2 CEOD). 


grer,Ce QUI EXILE QUE — 
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148. — Soit maintenant à intégrer l'équation 
dz dz 
P—+O—+R—0o... (16 
dans laquelle P, © et R sont des fonctions des variables 


x, yet z. Divisons par P, et faisons ee M jee. N, cette 


P he 

équation pourra se mettre sous la forme 

dz dz 

CRT UNT ee —. 

da as LANDE 70) 
et faisons #1 —— PR q, elle deviendra 

p+Mq+N—o.……. (171), N 

de laquelle on tire p——Mq—N et Q=— ; 


La présente proposition se divisera entre les art. 148 à 
150 inclus, l’art 150 donnera l'intégrale générale U—v. 

L'équation(171) établit une relation entre les coefficients 
p et q de la formule générale (164) mise sous la forme 

dz=pdxé:qdye. 0172) 
sans cette relation p et q seraient entièrement arbitraires 
dans cette formule ; car, comme nous l’avons déjà dit, 
art. 147, elle n’a d'autre sens que d'indiquer que z est une 
fonction de deux variables x et y, et cette fonction peut 
être évidemment quelconque ; par conséquent nous devons 
considérer, dans l'équation (172), p et q comme deux 1n- 
déterminées liées par la relation que cette équation 
exprime. Substituant dans l’équation(172)la valeur c1-des-. 
sus de p, tirée de l'équation (171), nous éliminerons p et 1l 
viendra | 
d—(—Maq--N)dx+qdy——Maqdx—Ndx+q dy, d'où 
dz+N dx — q(dy—M dx)... (173); 
q restant toujours indéterminé ; mais l’on sait, (art. 150 du 
calc. diff.), que lorsqu'une équation du genre de l’équa- 
tion (173) a lieu quei que soit q, l’on doit avoir séparément 
dz + Ndx — 0, dy — 0... (174). 

149. — Lorsque P, O et R ne contiennent pas la varia- 

ble z, il en sera évidemment de même de M et de N, qui 


égalent respectivement Set à voir ci-dessus, alors la 


seconde des équations (174) sera une équation à deux 
variables x et y, et pourra devenir une différentielle exacte 
à l’aide d’un facteur que nous représenterons par À; et 
nous obtiendrons 

À (dy —Mdx)— 0... (175). 

L'intégrale de cette équation sera une fonction de x et 
de y à laquelle nous devrons ajouter une constante arbi- 
traire w que nous prendrons négative pour que transposée 
dans le second membre, elle soit positive, de sorte que 
cette intégrale sera 

F(x, y)+(—w) =0o ou F(K,y) =, 
de laquelle nous tirerons 


telle sera la valeur de y qui nous sera donnée comme l’in- 
tégrale de la seconde des équation (174) ; et pour établir 
que les deux équations (174) ont lieu simultanément, nous 
devrons substituer cette valeur de y, dans la première de 
ces équations ; or, quoique cette variable y n’y soit pas en 
évidence, on conçoit qu'elle peut être contenue dans N. 

Cette substitution, d’après la valeur que nous venons 
de trouver pour y, revient à considérer, dans la première 
des équations (174), y Comme une fonction dexet dela 
constante arbitraire w. 

Intégrons donc cette première équation dans cette 
hypothèse, noustrouverons enfin pour l'intégrale cherchée 
dz——Ndx,d'oùz—f —Ndx+constante— fNdx+vw, 
CARLA ON ER 


Exemple. — Comme application de cette manière de 
procéder, soit à chercher l'intégrale de l'équation 
dz dz PR Sn 
NA +y— —=AaAVxX +y?, 
dx dy d 
LYS ZE VX Eye ee 


qui peut être mise sous la forme 4, TL dy — 


et en la comparant à l'équation (170), nous aurons 


M=Ÿ, N=——a VER * 0470): 


Substituant ces valeurs gere les équations (174), elles 
deviendront 


dz a "7% dx —0, dy —? dx LUE 
À ” 


Soit À l'un des facteurs propres à rendre intégrable cette 
dernière équation, nous aurons 


à (dy —Ÿ dx) — 0, 


ou plutôt - /xdy—y = 
A ire se PR à 
* 
équation intégrable si nous faisons À — 
premier membre devient 
x dy—y d: 
x dy—y dx AR 
Re 
qui est une différentielle exacte, art. 115, C.[.,exemple;(et 


I 
x Car alors son 


3 


nous savons que son intégrale est ù , art. 11, Calc.diff.). 
| x 


Egalant donc l'intégrale de cette équation à une con- 
stante arbitraire w, nous aurons 
Frs 
X 
et par suité y = ox. 
Au moyen de cette valeur de y, nous changerons la 


première des équations (177) en 


/ 
VIEN D 2x2 > 'ENZ 
A1 ANR dx 0, ou de = a. dx 4/2 +0 "X = 
X 


a: Ax VI+o!: 
et intégrons, en considérant w comme constant, nous 
aurons, d’après l’art. 130, C.I., 


A 6 Vito —aVr+u JIax et VI+uw? (x) Fou 
AXV AE UE OW ; 

et, en remplaçant w par sa valeur, nous obtiendrons enfin 

SU te +9) ax) REY +eŸ avr y + 9Y. 

À X X 

150. — Dans le cas le plus général, où les coefficients 

P,0,R, de l'équation (169), contiennent les trois variables 


X,Y,Z, au lieu de deux (art. 149), il peut arriver que les 
équations (174) ne renferment chacune que les deux varia- 
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bles qui sont en évidence, et que, par conséquent, nous 
puissions les mettre sous les formes 
O2 AR ELUX— 0, ARE 0! 

Nous ne pouvons intégrer isolément ces équations, en 

écrivant, comme dans l’article (145, C.I.), 
ZEUS ZJUXE 07, y) PK, Y)dx Fa y.; 

car alors nous voyons qu'il faudrait supposer z constant 
dans la première équation, et y constant dans la seconde, 
art. 139 et 145,C.I.; et nous aurions ainsi deux hypothèses 
contradictoires, puisque l’une des trois coordonnées x, y,Z, 
ne peut être supposée constante dans la première équa 
tion sansqu'elle le soit dans la seconde. 

Voicidonccommentnous intégrerons les équations (174), 
dans le cas où elles ne renferment chacune que les deux 
variables qui sont en évidence. Soient À et u les facteurs 
qui rendent les équations (174) des différentielles exactes; 
en représentant ces différentielles par dU et par dV, nous 
aurons ; | 

A(dz+ Ndx) =dU, : u(dy—Mdx)= d\ ; 
ces valeurs changent l’équation (173) en 
ST q a OUdU— 0 z AV... (178). 
H H 

Le premier membre de cette équation étant une diffé- 

rentielle exacte, par hypothèse, il doit en être de même 


er ÉD: | 
du second, ce qui exige que q_— soit une fonction de V, 
va 
i 
(art. 88, C. I.) ; représentant donc cette fonction par © V, 


l'équation (178) deviendra 
UE d. U—=v® V.dW ; 
et en intégrant, art. 147, C.I., 
= fe VdV = VW une fonction de V. 
Exemple. — Comme application de ce procédé, soit à 
trouver l'intégrale de l’équation 


dz Le dz 
XV + X— —7YyZ, 
y dx dy ù , 
que nous mettrons sous la forme suivante, en divisant par 
xy et en transposant 


dz x dz z 


dx ydy x 
en la comparant à l’ équation (170), nous aurons 
Z 
M=T'N=—:; 
de + 


ces valeurs ChARESnE les équations (174) en 


dz—*ax—0, dy Edx—0 


ces équations ne ant chacune que deux variables, 
et en faisant évanouir les dénominateurs, nous aurons 
xdz—zdx — 0, ydy—xdx — 0. 
Nous voyons, à la première inspection, que les facteurs 


“ ’ 2 L ’ I 
propres à rendre ces équations intégrables sont —et2;car 
ve 2 


en les nd et en intégrant, nous trouverons pour 


intégrales © — et y’ (art. 149:et147, C1), 


Subantéant donc ces valeurs à la place de U et de V, 
dans l'équation U— DV, nous obtiendrons enfin pour l'in- 
tégrale de DA Ce proposée 


—_ ee Phoy-xe ) 
X 


151. — Remarquons que si nous avions éliminé q au lieu 
de p, art. 148, les équations (174) eussent été remplacées 
par celle-ci : 

Mdz+Ndy=—o, dy—Mdx=—o … (179); 
en effet, de l’équatiou (171),on tire, avons nous vu, q=— — 


N 
e y donc, d’après l'équation (172), on a 


PAR eee A et à. 
dz—pdx— ;7;dy — LÉ d’où dz + NI dy=pdx M dy, 
d'où dz+ N dy —p fax — à dy , d'où Mdz + N dy — 


p (Mdx—dy)— —p (dy — Mdx) ; cette équation ayant 
lieu quel que soit p, on a : 
Mdz + Ndy — 0 et dy — Mdx — o. 
Maintenant, comme tout ce que nous avons dit des 
équations (174) peut s'appliquer à celles-ci, il en résulte 
que dans le cas où la première des équations (174) ne serait 


pas intégrable, nous pourrions remplacer ces équations 
par le système des équations (179), Ce qui revient à em- 
ployer la première des équations (179) à la place de la 
première des équations (174), alors on examinera si l’inté- 
gration est possible. (Remarquons que la seconde des 
équations (179) est la même que la seconde des équa- 
tions (174). 
Par exemple, si nous avons l’équation 


dz _ dz ks 
AZRA NX Vis O 
dx dy ) ’ 
ou, en divisant par az, 
JrRSEUAANXV 
CE EL TT ER, + — ; 
dx Bra dr az 


en la comparant à l'équation (170), nous aurons 
K XY 
NE N— 7 ; 
a az 
par conséquent, les équations (174) deviendront 


dz+ dE 0, dv + X 4x — 0; 
az a 


et, en chassant les dénominateurs, nous obtiendrons 
az dz+xy dx — 0, ady +xdx — 0... (180). 

La première de ces équations, qui contient trois varia- 
bles, ne pouvant s'intégrer immédiatement, nous la rem- 
placerons par la premièredes équations (179), et nous 
aurons au lieu des équations (180), celles-ci : 


DR nie CU dy 0 4dy£E XX -=0)", 
a az 


: sa | à 
supprimant — comme facteur commun dans la première 
a 


de ces équations, et multipliant l’une par 2zZ et l’autre 
par 2, 1l viendra 
—22dz +2ydy—=o, 2ady + 2xdx —0, 
et en intégrant nous trouverons 
MST MCE dANE- REX: 
ces valeurs étant mises à la place de U et de V, art. 150, 
nous aurons enfin 
An 2 D (Pay erexE) 
. 152. — Nous pouvons également observer que la pre- 


mière des équations (179) n'est autre chose que le résultat 
de l'élimination de dx entre les équation (174). En effet, 


on tire de ces dernières 
dz dy 


dx—— N= M d'où — Mdz — Ndy ou Mdz + Ndy—o. 
h 

En général, on peut éliminer toute variable contenue 
dans les coefficients M etN, et enfin, combiner d’une 
manière quelconque ces équations jet si, après avoir exé- 
cuté ces opérations, on obtient, pour ces équations ainsi 
modifiées, deux intégrales représentées par U = a et par 
V—b, a et b étant deux constantes arbitraires, on pourra 
toujours en conclure que l'intégrale est U = ® V, art. 150, 
GT. 

En effet, puisque a et b sont deux constantes arbitraires, 
ayant pris b à volonté, nous pouvons composer a en b 
d’une manière quelconque ; ce qui revient à dire que l’on . 
a la faculté de prendre pour a une fonction arbitraire de 
b ; cette condition sera exprimée par l'équation a —®b; 
par conséquent, nous aurons les équations ÜU = a —®b, 
V— b, dans lesquelles x, y et z représentent les mêmes 
coordonnées ; si nous éliminons b entre ces équations, 
nous aurons donc U —® V. 

Remarquons encore que cette équation nous apprend 
qu’en faisant V—b,nous devons avoir U--Pbb—constante; 
c'est-à-dire que U et V sont constantes en même temps, 
sans que à et b dépendent l’un de l’autre, puisque la fonc- 
tion représentée par le signe est arbitraire. Or, c’est 
précisément la condition qu’expriment les équations U—a 
BEEN TD 

153. — Comme application de cette proposition, soit à 
intégrer l’équation | 


ER PTE DIEM 
en la divisant par zx, elle deviendra 
ze AY dr dé 
AR UNIX UV 
et puis, en la comparant à l'équation (170), nous aurons 
X ZX 


Te 


ces valeurs, substituées dans les équations (174) donnent 


dz—Y dx — 0, dy + T x — 0. 
ou 2. rs 
ZX dZ—y’dx—0, xdy+7ydx—o. 

La première de ces équations contenant trois variables, 
pour l'intégrer nous la transformerons de façon à ce qu’elle 
ne contienne que deux variables et devienne facilement 
intégrable ; c'est-à-dire que nous éliminerons une variable, 
art. 152, C. I. A cet effet nous y substituerons la valeur de 
y dx, ou — x dy, tirée de la seconde, nous aurons ainsi 
Z X AZ—Y (—X dy)—=0, ou z x dz+y x dy—o, ou en sup- 
primant le facteur commun x, 

Z dz + y dy —0, 
et 11 n'y a qu’à la multiplier par 2, comme on voit, pour 
qu’elle devienne intégrable ; et comme la seconde équa- 
tion est aussi intégrable, nous aurons doncen lesintégrant 
J2zdz2+2y dy—z2? +y? ,et fx dy+ydx—(art.9,C.D.)—xy, 
et comme on peut poser 
HERVE —=a"eb XV); 
on a donc, art. précédent, 
ZE Y=—DxXY. 

154. — Nous allons maintenant examiner le moyen de 
trouver l’équation différentielle partielle dont l'intégrale, 
contenant une fonction arbitraire d'une ou de plusieurs 
variables, est donnée. 

Soit donc donnée l'équation 

2 EF(x + y), 
F étant une fonction arbitraire. 


Posons x?+y’—u...(181), 
et l'équation donnée deviendra 
Pr it 


la différentielle de Fu devant être, en général, une fonc- 
tion de u mulpliée par du, (art. 88, C.[.), nous pouvons 
mettre l'expression précédente sous la forme 

dz—#u. dû; 
maintenant, si nous prenons la différentielle de z, par rap- 
port à x seulement, c’est-à-dire donc en regardant y 
comme une constante, nous devrons prendre aussi la 


différentielle de u dans la même hypothèse; par suite, 


nous aurons 


VAT A du 
Fe = OÙ: dx" G82) 


De même, si nous considérons x comme constant et y 
comme variable, nous aurons 


_ nd Es (183); 
a Y (A LA ho 8 
les valeurs des coefficients différentiels en et dy” qui 


entrent dans les équations (182) et (183) d'hbtienden en 
différentiant successivement l'équation (181) par rapport 


x et à y, et nous aurons ainsi 


d'UTES mai dus Aus) 
dx AY ATEN 
substituant ces valeurs dans les équations (182) et (183), 


nous obtiendrons 


dz sd7 
rire rique pu; 
éliminant su entre ces équations, il viendra d’abord 
ou — eu Hu 
LAUx: 2y.dy ; 


Z . + ydeis xdz 
xdx vdy° RO PC dy 
aurons enfin pour la différentielle partielle cherchée 


d'où l’on tire — » et par suite, nous 


_dz dz 
Axe fi dy 
Exemple. — Soit donnée l'équation 
Z?+2ax=F (x—y) ; 
posons XV —U A004); 
l'équation donnée deviendra 
EAU 


et, en différentiant, nous aurons, (art. 88, C.I.) : 
d. (z'x2ax)==vtiaidus 
prenant la différentielle indiquée par rapport à x, en consi- 
dérerant z, fonction de x, y, comme une variable en vertu 
de x qui y est contenu, et divisant par dx, nous aurons 
22,47, R2adx du 
- LE Sen C LA mt @ 
dx dx dx 


— @ 
1 


ou dz du 
22 + 2a—qu. TA ESS 


opérant demême par rapport à y,en considérant z, comme 
une fonction qui ne varie qu'à cause de y, et divisant 
par dy, nous obtiendrons 


22 D ou. Te (186) 
du , du 
éliminons les coefficients différentiels res et AA : à cet effet, 
) Y 


de l'équation (184), tirons, en différentiant d’abord par 
rapport à X, puis à y, 


at 
Au E= 0x, QUE 
2e du — — dy, d'où D —— 1, 


puis substituons ces valeurs dans les équations (185) et 
(186), nous obtiendrons 


> APE ou ee 11e; 
2 =— — — o) 
dx Ep dy DE 
éliminant + u entre ces équations, nous aurons 
dz 
DITS RILA NL =, 
.dy 
Où dz + FRS — ne dz Fa 2 
OX 27 dy dxoz dy 
ou enfin dz dz a 
de + dy =) re 


DÉTERMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES QUI 
ENTRENT DANS LÉS INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 


155.— Les fonctions arbitraires qui complètent les inté- 
grales des équations différentielles partielles, (fonctions 
telles que + y, dy,etc.,art.139, C.[.,et suivants), se déter- 
minent par des conditions inhérentes à la nature des pro- 
blèmes qui ont donné lieu à ces équations différentielles. 
Ces problèmes appartiennent, pour la plupart, à des 
questions physico-mathématiques ; mais afin de ne point 
nous écarter de notre sujet, nous nous bornerons donc ici 
à quelques questions purement analytiques. 
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Examinons d'abord les conditions contenues dans 
quelques équations différentielles partielles du premier 
ordre. 

156. — Soit premièrement l'équation 

es 87) 
n de DO 
et son intégrale, art. 140, C.I., 
Z— ax +oy.... (188). 

J'out d’abord, on comprend que lorsque z est une fonc- 
tion de x et de y, l'équation différentielle (187) peut être 
considérée comme celle d’une surface, c'est-à-dire comme 
la différentielle de l’équation d’une surface (géométrie 
analytique à trois dimensions). Cette surface, d’après la 
nature de son équation, jouit de la propriété suivante, que 


le coefficient différentiel En tiré de son équation, doit 
x 


toujours être une quantité constante. 

Il résulte de la: 1°. que la condition renfermée dans 
l'équation (187), est que tous les plans sécants menés pa- 
rallèlement à celui des x, z, conperont la surface suivant 
des lignes droites qui seront parallèles, et qui formeront, 
chacune, avec une parallèle à l'axe des x un angle dont la 
tangente trigonométrique sera a; et 2° que la condition, que 
nous fournit l’intévrale (188), est que les droites, dont 1l 
s’agit précédemment, passent toutes par une courbe tracée 
sur le plan des y, z, courbe obtenue par l'intersection de ce 
plan avec la surface considérée, et dont l'équation 2=9%Y, 
(de cette courbe), est la fonction arbitraire 9. 

En effet, 1°, soit, fig. 71, un plan quelconque AB, paral- 
lèle à celui des x,z,et dont l'intersection avec la surface est 
la ligne CD; il s’agit donc de démontrer que cette section 
CD est une ligne droite faisant un angle constant, dont la 
tangente trigonométrique est a, avec l’axe des abscisses. 
Pour cela, quelle que soit la naturedelasection CD, si onla 
divise en un nombre infini de parties mm’, m'm" mm", 

m'm'v,etc., ces parties, vu leur peu d'étendue, pourront 


être considérées comme des li- 
gnes droites, et représenteront 
les éléments (ou parties infini- 
ment petites) de la section ; l’un 
de ces éléments mm faisant, 
avec une parallèle mn à l'axe 
des abscisses O X, un angle 
dont la tangente trigonomé- 


trique est représentée par : (art. 3,calc.diff.)}; comme cet 


4 


) A pr . az . n 
angle est constant, d'après l'équation — — a, il en résulte 
x 


À 


que tous les angles m'mn, m'm'n', m"m'n",m"m"n",etc., 
formés par les éléments de la courbe, avec des parallèles 
DU NU Ne Inn, in, etc, à l'axe des -abscisses, 
seront tous égaux ; ce qui démontre que la section CD est 
une ligne droite. 

On arriverait au même résultat en considérant l'inté- 
grale, équation (188), car pour tous les points de la surface 
qui se trouvent dans le plan A B, l’ordonnée y est égale 
à une constante C, (distance du plan A B au plan des x, y), 
représentée par O H dans la figure 71 ; remplaçant donc 
“ yparoc, (car c varie avec les plans plus ou moins 
éloignés de celuides x,z, c'est-à-dire avec les y), et faisant 
oc — C, pour le cas du plan déterminé À B, l'équation 
(188) deviendra 

ZAC". (180): 
cette équation étant celle d’une droite (géom. analytique 
à trois dimensions, recueil des formules, du même auteur, 
p. 188), et appartenant à la section C D, il en résulte que 
cette section est une ligne droite. 

La même chose ayant lieu par rapport à tout autre plan 
sécant parallèle à celui des x, z, nous pouvons donc con- 
clure que tous ces plans couperont la surface suivant des 
lignes droites qui sont parallèles, puisqu'elles forment, 
chacune, comme nous avons vu, avec une parallèle à l'axe 
des abscisses o X, un angle dont la tangente trigonomé- 
trique est exprimée par a. 
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2°, — Si dans l'équation intégrale (188), nous faisons 
x—0, c'est-à-dire si nous considérons la section faite dans 
la surface que cette équation représente, par le plan des 
y, z, cette équation se réduira à z—+ y, et sera celle d’une 
courbe EFG, par exemple, tracée sur le plan des y, z; 
cette courbe renfermant tous les points de la surface dont 
les coordonnées sont x—0, rencontrera le plan A B en un 
point m, fig. 71, qui aura x—0 pour l’une de ses coordon- 
nées ; et comme l’on a également y—O H—C, la troisième 
coordonnée en vertu de l'équation (180) sera z—0+C—C, 
valeur représentée par H m dans la figure. Ce que nous 
disons du plan A B pouvant s'appliquer à tous les autres 
plans qui lui sont parallèles, 1l s'ensuit que par tous les 
points de la courbe EFG représentée, comme nous avons 
vu, par l'équation z—+ y, partiront des droites parallèles à 
l'axe des x ; et comme cette condition est toujours remplie 
quelle que soit la figure de la courbe représentée par l’équa- 
tion z—0 y, il en résulle que cette courbe est arbitraire, et 
que, par conséquent, elle peut être composée d’arcs de 
différentes courbes, qui se joigent les uns les aures, fig. 71 
par exemple ; ou qui laissent entre eux des interruptions, 
en certaines parties, commedansla figure72,autre exemple. 

On nomme courbe continue celle dont toutes les parties 
se joignent les unes les autres, fig. 71. On appelle courbe 
discontinue une courbe telle que celle représentée fig. 72, 
dont les parties laissent entr’elles des 
interruptions. 

On entend par courbe discontiguë 
celle dans laquelle il y a- interruption 
87; entre les parties, sans que, dans les 
endroits où a lieu cette interruption, 
son Cours soit suspendu, comme dans la 
fig.73, où nous voyons, par exemple, les 
points M et N, ainsi que OQ et R, ne 
laissant entre eux aucun vide bien que 
ne se succédant pas ; et l’on voit qu’à 
chaque discontiguité, les deux ordon- 


nées différentes MP, NP ou OS, RS, correspondent à une 


z, Fi$.72 A 


même abscisse. Enfin, wne courbe irrégulière est celle qui 
est composée d'une suite infinie d’arcs infiniment petits, 
qui appartiennent chacun à des courbes différentes,comme 
seraient, par exemple, des traits de plume que l’on 
tracerait au hazard. 

Mais quelle que soit la courbe arbitraire représentée 
par l'équation z—+ y, pour construire la surface, il suffira 
de faire mouvoir une droite toujours parallèlement à elle- 
même, avec cette condition, que son point m parcoure ,la 
courbe, (par exemple EFG de la figure 71), dont z—+ y 
est l'équation, et quiesttracée au hasard sur leplan des yz. 


157. — Soit maintenant l'équation 
dz 
XX, 
dx 
dans laquelle X est une fonction de x, et dont l'intégrale 
est, art. 1d1,C.L., 22 X dx he y. 
Menons encore, comme dans la fig. 71, un plan AB 
parallèle à celui des x, z; la surface sera coupée suivant 
une certaine section CD, qui ne sera plus uneligne droite, 


comme dans le cas précédent; car pour tout point m', pris 


pre dz 
sur cette section, la tangentetrigonométrique - 


de l'angle 


n'im'm” formé par le prolongement de l'élément m'm" de 
la section, avec une parallèle à l'axe des x, sera égale à 
une fonction X de l’abscisse x de ce point, d’après l’équa- 
tion donnée ; et comme l’abscisse x est différente pour 
chaque point, il en résulte que l'angle n m'm” sera diffé- 
rent à chaque point de la section, et, par conséquent, la 
ligne CD, nesera plus une ligne droite. La surface se con- 
struira, comme dans le cas précédent, en faisant mouvoir 
la section CD parallèlement à elle-même, de façon que son 
point m touche continuellement la courbe arbitraire EFG, 
représentée par l'équation z—+ y, obtenue en faisant x—0 
dans l'intégrale ou équation de la surface. 
154. — Soit encore l'équation 
7 P 
dx FR 08) 
dans laquelle P-est une fonction de x et de y. Comme 


cette équation renferme trois variables, elle représente 
encore une surface courbe (géom. analytique à trois dimen- 
sions p. 258 recueil, du même auteur). 

En coupant, comme dans les cas précédents, cette sur- 
face par un plan parallèle à celui des x, z, nous aurons une 
section dans laquelle donc ysera constant ; et comme dans 


: dev ZT 
tous les points de cette section, Fe égalera une fonction de 


la variablex, (puisque FRS P — fonction de x et de y, et 


Z . . , \ 
yétant constant, — fonction de x), il faudra donc, d’après 


le cas précédent, que cette section soit courbe: 


’ . Z ; 
Or, de l'équation re P'ontire dr =1PFidrtee 


JP dx+e y, qui est l'intégrale représentant:la surface, art. 
156.C.I. Si maintenant, dans cette équation, nous faisons 
successivement y—y—y"—y", etc.. et que nous représen- 
tions par P',P", P",etc., ce que devient alors la fonction P, 
nous aurons les équations 

z=f P'dx+ey',z—/fP'dx+ey",z=/fP"dx+6y",etc..(190); 
etcomme y’,y",y",etc., sont des constantes, ces équations 
représentent des sections faites par des plans parallèles à 
celuides x,Z; et nous voyons aussi que ces équations repré- 
senteront des courbes de même nature, mais différentes de 
formes, puisque les valeurs de la constante y n'y sont pas 
les mêmes ; et, en rencontrant leplan des y, z, ces courbes 
formeront une courbe dont l'équation s’obtiendra en éga- 
lant à zérola valeur de x danscelle de la surface, car on ob- 
tient ainsi la section faite dans la surface parle plan des y,z, 
etles courbes précédentes ne peuventévidemment rencon- 
trer ce plan que sur cette section, puisque ces courbes 
appartiennent à la surface. Représentons donc par Ÿ ou 
fonction de y, ce que devient f P dx dans ce cas, (P étant 
fonction de x et de y et x égalant o), nous aurons pourla 
courbe du plan Y OZ ; 

BYE 0. (A0) 
et nous voyons qu'à cause de y, la courbe déterminée 
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par cette équation doit être arbitraire ; donc, en traçant à 
volonté, fig. 74, la courbe EFG sur le plan des y, z, eten 
représentant par KH,la section dont 
z = f P'dx + ® y” est l'équation, nous 
ferons mouvoir cette dernière section en 
tenant son extrémité K constamment 
appliquée à la courbe EFG, mais de 
telle façon que, dans ce mouvement, 
cette section KH prenne les formes successives déter- 
minées par les équations(r190), et nous construirons ainsi 


la surface que l'intégrale de == LÉTÉDIeScnte 
159. — Soit enfin l’équation générale 
de + M ME +N = 0 
FFT Pr TEE 


dont l'intégrale est,art. 148, C. I, U —® V. 

Lorsque nous avons U — a et V—b, (art. 152,C.I.), ces 
équations existant chacune entre les trois coordonnées 
X, y, Z, (même article), nous pouvons considérer ces équa- 
tions comme celles de deux surfaces, (géom. analytique à 
trois dimensions :une éq.entre trois coordonnées représente 
une surface éq.258 du recueil même auteur), et comme ces 
coordonnées sont communes aux deux équations, 1l en ré- 
sulte que ces équations prises simultanément doivent repré- 
senter la courbe d’intersection de ces deux surfaces, autre- 
ment dit, ces coordonnées communes doivent appartenir à 
cette courbe d’intersection des deux surfaces. Cela étant, 

a et b étant des constantes arbitraires, si dans U=—a, nous 
donnons à xet à y les valeurs x'et y’, nous obtiendrons pour 
z une fonction de x',de y’ et de a, qui déterminera un point 
de la surface dont U — a est l'équation. Ce point quelcon- 
que variera de position si nous donnons successivement 
diverses valeurs à la constante arbitraire a, ce qui revient 
à dire qu'en faisant varier a, nous ferons passer la surface, 
dont U—a est l'équation, par un nouveau système de 
points. Et, ce que nous disons de U—a pouvant s'appli- 
quer à V=—b, nous pouvons donc conclure que les deux 
surfaces changeant continuellement de position avec a et 
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b, c'est-à-dire passant continuellement par d’autres sys- 
tèmes de points, la courbe d'’intersection de ces deux 
surfaces changera constamment de position, et, par suite, 
décrira une surface courbe, dans laquelle a et b pourront 
être considérés comme deux coordonnées ; et puisque la 
relation a — ® b, qui lie entre elles ces deux coordonnées, 
(art. 152, C.I.), est arbitraire, la section est aussi arbi- 
traire, et l’on conçoit que la détermination de la fonction 
représentée par le signe d revient au problème de faire 
passer une surface par une courbe tracée arbitrairement. 
160. — Passons maintenant à la détermination de quel- 
ques fonctions arbitraires. | 


Soit d’abord l'équation différentielle partielle 
dz se Les 
w He X 9 ); 


dont l'intégrale, avons-nous a (art. 147, C.I., exemple), 
est a) Mes PRES (193), 
et proposons-nous de déterminer cette fonction. 
Par réciprocité, on tire de l'intégrale (éq. 193), 
X? Sr 22 — D Z à 
et si nous coupons la surface par un plan parrallèle à celui 
des x, y, en faisant z — c, par exemple, la section aura 


pour équation XL NA ÆUC 
et en représentant par a° la constante arbitraire ® c, nous 
aurons s'en MR de 


Cette équation est celle d’un cercle (géom. anal. p. 141 
du recueil, même auteur) ; par conséquent la surface pos- 
sède cette propriété, c'est que toute section faite par un 
plan parallèle à celui des x, y, est un cercle. 

161. — Cette propriété peut encore se déduire de l’équa- 
tion (192), car on en tire, en vertu de l’art. 45, C. D., 

“dr °dz Ze AY 1 dy 
"ax ‘dy dx “az ax? 
or, cette équation est celle de la sous-normale à la courbe, 
art. 48,C.D., et elle nous apprend que cette sous-normale 
doit toujours être egale à l’abscisse, ce qui est la pro- 
priété du cercle avec l’origine au centre, car alors toute 
normale passant par le centre passe par l’origine. 


X— Yy 


icpé 
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162.— [L'équation (193) ne nous apprend donc rien 
d'autre que ceci, c’est que toutes les sections parallèles au 
plan des x, y, sont des cercles ; il en résulte que la loi sui- 
vant laquelle les rayons des sections, de la surface, paral- 
lèles au plan des x, y, doivent s’augmenter d’après la géné- 
ratrice, n’est pas comprise dans l'équation (193), et que, 
par suite,toute surface de révolution satisfera au problème, 
puisque dans ces sortes de surfaces, les sections parallèles 
au plan des x,y, sont toujours des cercles, bien entendu 
quand l'axe est vertical, et il n’est pas nécessaire de dire 
que la génératrice qui, dans une révolution, décrit la sur- 
face, peut être une courbe quelconque : discontinue, dis- 
contiguë, régulière ou irrégulière. 

163. — Comme cas particulier, cherchons donc la sur- 
face pour laquelle cette génératrice serait une parabole ON, 
fig. 75, et supposons que, dans cette hypothèse, la surtace 
soit coupée par un plan OB, qui passerait par l’axe des z ; 

> H675. la trace de ce plan sur celui des x, y; 

sera une droite OL qui, menée par l’ori- 
X" pginé Oj aura pour équation y — ax, 
N (géom. analyt. à deux dim. p. 124 du 
L recueil du même auteur). 

En représentant par t l'hypothénuse OO du triangle 
rectangle OPO, construit sur le plan des x, y, nous aurons 
ER Hr3 
x et y étant les coordonnées du point Q de la trace OI, 
dans le plan des x, y ; mais t étant l’abscisse O © du point 
M de la parabole ON, dont OM — z est l’ordonnée, cette 
abscisse et cette ordonnée étant prises dans le plan sécant 
ZOL, nous aurons par la nature de cette courbe, (para- 

bole), comprise dans le plan ZOL : 

Énbee, 
équation de la parabole, (géom. analytique à deux dimen- 
SIONS, p. 166, recueil) ; substituant à la place de t’sa valeur 
Xx2+y°,1l viendra 
APE D7, 0 Où:z— : (X? + y?) ; mais de l’équation 
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x? , et en mettant cette 
valeur dans l'équation précédente, nous aurons 


1 
= (x +at xt)= Ext(r+a); 


ét'en faisant = (1+a?)— m, nous obtiendrons 
tte tee 97 
par suite, la condition prescrite dans l'hypothèse où la 
génératrice doit être une parabole, est que l’on doive avoir 
Z' mx AOTsqUe AR 
Cherchons maintenant à déterminer, au moyen de ces 
conditions, la fonction arbitraire qui entre dans l'équation 
(193). À cet effet, représentons par U la quantité x° +y? 
qui est affectée du signe +, et l'équation (193) deviendra 
z2—% U... (194); 
nous aurons ainsi les trois équations 
VE ARS MAT TO LE TE NN PMU 
Au moyen de la première et de la dernière, nous élimi- 
nerons y, et nous aurons la valeur de x’qui étant mise 
dans la seconde, nous donnera 
Zn = Re (195), 
1e ac 
eneffet, la premièreïdonne yi=—=a2x4, valeur quimrnss 
dans la troisième produit x? +a?2x2ou x’(1+a?2)=U, d’où 


“4 ma et en substituant cette valeur dans la seconde, 
on obtient l'équation (195). 


Cette équation (195), en remarquant que ci- -dessus, nous 


avons = (1 + a ? pie se réduit à 


+ 


Lit 
= (1+a: Lara Le 
Substituant cette valeur de z dans l'équation (194), nous 


aurons I 
© [8] = H Lin 
remplaçant U par sa valeur, nous obtiendrons 


o (x? + À -ÿ?) D LE = (x + y? f 


et l’on voit ainsi que la pe est déterminée ; substi- 


tuant cette valeur de & (x? + y’) dans l'équation (193), 
nous aurons enfin pour l'intégrale cherchée 


rs (x? +Y°); 


équation qui possède la propriété requise, puisque lhy- 
pothèse de y — ax transforme cette équation en 


= + a? x? = X2 (1+a? = Fadr)xi= mx. 


164. — Le procédé que nous venons d'indiquer pour 
déterminer la fonction arbitraire, est général ; car suppo- 
sons que les conditions qui doivent déterminer la fonction 
arbitraire, représentée par +, soient que l'intégrale donne 
Bt 210, lorsqu'on f(x, y, 20 ;:.nouù$s;.prôocure- 
rons, dans ce cas, une troisième équation en égalant à 
U la quantité qui est précédée du signe +; et alors, en 
éliminant, entre ces trois équations, successivement deux 
des variables x, y, z, nous obtiendrons chacune des 
variables en fonction de U. Substituant ces valeurs dans 
l'intégrale, nous arriverons à une équation dont le premier 
membre sera &U, et dont le second membre sera une 
expression composée en ÜU ; pour déterminer ensuite la 
fonction arbitraire, 1l n’y aura plus qu’à substituer dans la 
dernière équation la valeur de U en fonction des variables. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 


165. — D'après ce que nous avons vu, à l’article 03, 
(Calc. Int.), une équation différentielle partielle du 
second ordre, dans laquelle z est une fonction de deux 
variables x et y, doit toujours contenir, indépendemment 
des coefficients différentiels du premier orde qu’elle peut 
renfermer, un ou plusieurs des coefficients différentiels 
Hz: z. «ed? z 
ARE 

Nous allons examiner comment on peut intégrer les 
plus simples, seulement, de ces équations différentielles 
du second ordre. 


NON C0 


166. — Soit d'abord l'équation 
4 
DE 
en multipliant par dx, et en intégrant par rapport à x, 
‘nous ajouterons à l'intégrale une constante arbitraire fonc- 
tion de y, (art. 139, C. [.), et nous aurons successivement : 
_ D, OU _ 2} 0 , d’où / d. alu uT 
et en nuiHtient de nouveau par dx et en représentant 
par d y une nouvelle fonction de y qu'on doit ajouter à 
l'intégrale, nous obtiendrons successivement : 
dz—dx.e y, d'où /dz ou z—/dx. & y'=x: p y. 
167. — Soit ensuite l’ équation 
d?z days 
dx? | 
dans laquelle P'est une fonction de x et de y; en opérant 
comme ci-dessus, nous aurons d’abord 


d’ Z dz Je dz ARE ENTRE 7 
_ —_——Pdx, oud. ï = Pax, d'où ra Pdx, 


date 
ou = J Pdx+e y; 
en intégrant une seconde fois par le même procédé, il 
viendra successivement 
dz —(/Pdx+vy)dx, POUVAIS JS Pdx+ey) dx]+$y. 
168. — Soit l'équation 
dE _p 
dy? 
dans laquelle y tient la place de x ; en opérant de la même 
manière nous aurions donc le même résultat que celui 
qu'on obtient en mettant partout, dans l'exemple précé- 
dent, x à la place de y,ety à la place de x, on a ainsi 
z= [[(J Pdy +vx)dy]+.%x: 
169. — Soit encore l’équation 
d’z 
dydx 
dont le premier membre signifie que z à été différentié 
d’abord par y, puis par rapport à x, nous intégrerons donc 


—0 + Y— Y ; 


d'abord par rapport à l’une des variables, puis par rapport 


à l’autre, et1l viendra BR È 
d’z /-dz\ Z A dz 

LC et, Padxeet dires 
ad Par Fee d'où d. | 1€ |— Par, et 


Z Ses 
ue f Pdx + constante arbitraire ou y ; ensuite 


/ 


dz=(f Pdx++7y)dy,'et,enintégrant f dz— f{(f Pdx+y) 
dy }+ constante ou © x, ou 
2— fI(f Pdx+ey)dy]+ex. 
170. — On traiterait, en général, de la même manière 

l’une des équations FETE : 

d52 de de 

dd a Bio Load an dl 
dans lesquelles P, Q, R,etc., sont des fonctions de x et 
de y, ce qui Dar Hs à une suite d’intégrations qui 
introduiraient chacune une fonction arbitraire dans l’inté- 
grale, comme nous venons de voir des exemples. 


171. — Pour intégrer l'équation 
d°z dz 
RMS PATE Q,... (196); 


dans laquelle P et Q représentent deux fonctions de x et 


de y, faisons dz 
des (197) ; 


l'équation (196), pouvant être mise sous la forme : 
FE : dy + PORC 


dy dy 
si l’on y substitue la valeur de 7 donnée par l'équation 
(197), elle deviendra e 
d. (u) : dy + Pu — Q, ou dy RPC OR (198). 


Cette équation peut être mise sous la forme suivante, 
en multipliant par dy ; | 
du: Pu dy — 0 dy, ….. (199); 
et, pour l'intégrer, nous considérerons x comme constant 
de sorte qu’'alors cette équation ne renfermera censément 
que deux variables y etu, et aura la même forme que 


Hequahou dy + Pydx — Odx.... (200), 
dont l'intégrale, art. 03, C. I., est 


(LOT): 

En comparant donc les équations (199) et (200), nous 
voyons que u,dans la première, tient la place de y dans la 
seconde, et que x de celle-ci tient la place de y de l’autre; 
nous avons donc à remplacer dans la formule (201), 
y par uet x par y, et il viendra 

1 es IEC EURE dy+C}, 
et comme nous avons supposé x constant dans l'intégra- 
tion, la constante C sera une fonction de x,art. 139, C.I., 
et nous aurons 
ue 6 ÉOOREPANE EI ER 
et en remplaçant, dans l’équation (197),u par cette valeur, 
nous aurons, après avoir multiplie par dy : 
dz=u. dy= e/F4 [fOe/Fi dy +ox}dy, 
etenintégrant de nouveau, il viendra enfin pour l'inté- 
grale cherchée, en ajoutant une nouvelle fonction de x : 
2= fe 7 PET O eddy ox dy Ed 

172. — Si l’on avait les équations 

UT que E or DE) 

dx dy der Rd dy 
dans lesquelles P et Q représentent des fonctions de x, 
ou les intégrerait par le même procédé, et, comme nous 
voyons par le premier terme de chacune de ces équations, 
on a pris la différentielle de z par rapport à x, puis par 
rapport à y, nous concevons donc bien que la valeur de z 
ne contiendrait pas des fonctions arbitraires de la même 
variable, mais l’une fonction de y et l’autre fonction de x, 
comme nous avons vu un exemple à l’article 160. 


DÉTERMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES QUI. 
ENTRENT DANS LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 
GÉNÉRATRICE ET DIRECTRICE. 


173. — Lorsqu'on intègre les équations différentielles 
partielles du second ordre, on obtient une intégrale conte- 
nant deux fonctions arbitraires, comme nous avons pu le 
voir dans les exemples précédents. La détermination de 
ces fonctions revient à faire passer la surface, que cette 


pe AIRES" 


intégrale représente, par deux courbes qui peuvent être 
quelconques : continues ou discontinues, discontiguës, 
régulières ou irrégulières. 

Comme exemple, soit l'équation 

GE zu À 
IE 0 
dont l'intégrale est, art. 166, 
Z=XPVHEUV.:.. (202). 

Soit, fig. 76, un plan AB parallèle à celui des x,z; ce 
plan coupera la surface, représen- 
tée par l'intégrale, suivant une 
ligne droite,car pour tous les points 
de cette section, y étant constant 
et égal à OP, que nous représen- 
terons par c, les fonctionse y etdby 
deviennent + cet L c, et, par suite, 
peuvent être remplacées par deux 
constantes a et b ; de façon que l'équation (202) donnera 
pour l'équation de la section, (points communs au plan AB 
et à la surface réprésentée par l'équation (202)) : 

Zap be. (207), 
qui, d’après la géométrie analytique (p. 124 du recueil), 
est celle d'une droite. 

Pour savoir le point où cette section perce le plan des y,2, 
faisons x — 0 ; l'équation (202) deviendra 

Z = Ÿ y, (204), 
équation qui représente une courbe amb tracée sur le plan 
des y,z. On peut facilement démontrer, (comme dans l’art. 
156, 2°) que la section rencontre la courbe amb en un 
point m; et, puisque cette section est une ligne droite, 
pour en déterminer la position, il suffit de trouver un second 
point par lequel cette ligne passe. A cet effet, remarquons 
que quand x—o0, l'équation (202) se réduit, avons nous vu, 
à Z — 4 y, tandis que lorsque x est égal à l'unité, la même 
équation se réduit à Z — © y + Ÿ y ; faisant donc, comme 
précédemment, y — Op — c, ces deux valeurs de z de- 
viennent z — b et z— a + b, et déterminent deux points 
m et n pris sur la même section, puisque OP = c dans les 
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deux cas, et nous avons vu que cette section est une ligne 
droite. Pour construire ces points, nous tracerons arbitrai- 
rement sur le plan des y, z, la courbe amb, et par le point 
p, où le plan sécant AB rencontre l'axe des y, nous élève- 
rons la perpendiculaire pm — b, qui sera une ordonnée à 
la courbe ; nous prendrons ensuite à l'intersection CB, 
trace du plan sécantsur celui des x, y, la partie pp’ égale 
à l'unité, et parle point p' nous mènerons un plan parallèle 
à celui des y, z, et dans ce plan nous construirons la courbe 
am’ b' identique à la courbe amb, et de manière qu’elle 
soit semblablement disposée ; alors l’ordonnée m'p' sera 
donc égale à mp ; et en prolongeant m' p' d’une quantité 
arbitraire m'n, qui représentera a, nous déterminerons le 
point n dela section en ligne droite dans le plan AB. 

Si nous prolongeons ensuite, par le même procédé, 
toutes les ordonnées de la courbe a'm’b", nous construirons 
une nouvelle courbe a’ n b', qui sera telle qu'en menant 
par cette courbe et par amb, un plan parallèle à celui 
des x, z, ou au plan AB donc, les deux points où les cour- 
_bes seront coupées appartiendront à la même section de 
la surface, laquelle section est, comme nous avons vu, en 
ligne droite. Il résulte donc de ce que nous venons de voir, 
que la surface, représentée par l'équation intégrale (202), 
peut être engendrée par une ligne droite mn, que l'on 
appelle génératrice, glissant le long des deux courbes 
a mb, a’n b', que l’on nomme directrices. | 

Doncdans la surface représentée par l'équation (202) 
Je Z=XEY+YY, 
la génératrice est représentée par l'équation (203) ou 

2 D Ci MC AK D, 
aet bétant des constantes variant avec y; enfin la direc- 
trice située dans le plan des y z est représentée par l'équa- 
tion (204) savoir BD 
et la directrice située dans un plan parallèle à celui des 
y, Z, et à une distance de ce plan x=—1, est 
LEE TAN 


Fin du calcul intégral. 
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CALCUL DES DIFFÉRENCES 


Du Calcul direct des Différences 


1. — Si l'on prend une suite de quantités quelconques, 
et si l’on retranche chacune d'elles de la suivante, on a ce 
que l’on appelle les différences premières de ces quantités. 
Si, ensuite, chacune de ces différences, est retranchée en- 
core de celle qui-la suit, on obtient une nouvelle suite de 
quantités qui sont les différences secondes des quantités 
proposées. De mème les différences premières des diffé- 
rences secondes sont les différences troisièmes. En conti 
nuant de la sorte, on trouve les différences des divers or- 
dres des quantités proposées. 

Pour abréger, ces différences se désignent par le carac- 
tère grec À placé devant la quantité, caractère que l’on. 
affecte d’un chiffre indiquant l’ordre de la différence : par 
exemple, A, signifie différence deuxième. 

Soient donnés les nombres 2, 4, 3, 15 et 39. On peut for- 
mer le tableau de leurs différences en adoptaut la disposi- 
tion ci-après : 


Nombres| A l AS À, À, ï- 
2 2 € 16 | —17 
4 gra: 13 cas 
3 12 1 
Pa, | 
AR TA 


RRNr LRTUL. 


1°. — Pour former ce tableau, on retranche chaque 
nombre de celui qui est placé au-dessous de lui et l'on 
écrit la différence à droite du premier. — La première 
colonne verticale renferme les nombres ;' la seconde, les 
différences premières A, ; la troisième, les différences 
secondes À, ; etc. Dans chaque colonne, il y a une diffé- 
rence de moins, jusqu'à la dernière qui ne renferme qu'une 
différence quatrième. 

2°,— Réciproquement, si l’on donne le premier nombre 
2 et ses quatre différences successives 2, -3, 16 et -17, 
c'est-à-dire la première ligne horizontale, on peut recon- 
stituer le tableau et retrouver les autres nombres 4, 3, 15 
et 39, en remarquant que chaque nombre du tableau s'ob- 
tient en faisant la somme du nombre qui est placé au-des- 
sus de lui et du nombre qui est à la droite de celui-ci. 

2.—La différence d’une fonction variable est l’accroisse- 
ment ou la diminution que subit cette fonction lorsqu'elle 
passe d’un certain état de grandeur à un autre. 

Cette différence s'indique également comme pour toute 
quantité par le signe A placé devant la fonction variabl>. 
Par exemple, lorque la fonction y—ax’ devient y’ par un 
accroissement h donné à la variable x, on a 

y'—=a (K+h} —a(x +2xh+h? }—ax? +2axh+ah? 
et Y—y—ax? +2axh+ah? —ax? —2axh+ah?, 
d’où Ay—2axh+ah:. 

En général, lorsque x se changeant en x+h, la fonction 
y de x devient y'; le théorème de Taylor, (page 46 de la 
première partie), nous donne, pour le développement de 
y’, une suite de cette forme 

y—=y+Ah+Bh: +Ch3 +etc… 
et alors la différence de la fonction sera exprimée par 
y —y ou Aÿy—Ah+Bh +Chs + etc.(r) 
Si nous nous reportons à la page 14 de la première par- 
tie, nous voyons que 
y —y—Bh+Ch: + etc., 
ou pour conserver les mêmes coefficients que ci-dessus, 
y —y—Ah+Bh:+etc., | 


doi pu 
où 2 =A + Bh+ etc., 
ou enfin, en passant à la limite, où h est nul, 
dy 2e 
Fetes d'où dy—Adx...(2) 


En comparant les équations (1) et (2), on voit que la 
différentielle de la fonction y ne se compose que du pre- 
mier terme de la différence de cette fonction, terme dans 


lequel on changera l'accroissement h en dx. En effet, si 
la différence h devient infiniment petite dans l'équa- 


tion(1), on tombe dans le cas de la différentielle, car alors 
Ay et h ou Ax se changent en dy et en dx, (art. 3 de la 1° 
partie), ondoit donc supprimer, dansl’équation(r)(expres- 
sion de la différence), les termes affectés de h° ,h3 ,etc., qui 
sesontchangés en dx? ,dx3 ,etc., car ce sont des infiniment 
petits des ordres supérieurs (art. 141, 1° partie), alors 
l’équation(r) devient pour le cas de la différentielle 
dy—Adx 

comme dans l’équation(2). 

3. — De même que nous indiquons l'accroissement po- 
sitif ou négatif de la fonction y en plaçant devant y la 
caractéristique À, de même nous indiquerons par Ax l'ac- 
croissement positif ou négatif de x. 

Par exemple, pour connaître la différence de y—x", 
nous développerons d’abord, par la formule du binôme 
(voir p. 56 de notre recueil en y remplaçant a par Ax), 


l équation y'—(x+Ax)" 
et nous trouverons 
m m (m—1) 
Y No +- F XM—I AXx ne PAGE xm—2 (Ax } _ 


MONET) € 
OO (Ax)3 +etc., 
1.2 2 

d’où 


ICE 
AY ou ÿ' LE y —"mxnTI AW f m(m—1) 


XTU=—2 (Ax } + 
m(m—1)(m—2) La 


T3(AXx)3 te 
fes SES 


PRE 


Rèmarque.— Nous pourrions nous dispenser de ren- 
fermer Ax entre des parenthèses, en admettant que Ax, 
Ax5 ,etc., représentent la seconde, la troisième puissance, 
etc., de Ax; mais pour éviter de confondre Ax?, Ax, 
etc., avec les différences de x? , de x3 , etc., nous désigne- 
rons ces différences par A.x°, A.x3, etc. De cette manière 
vous pourrons écrire l'équation précédente comme ceci : 
ROUES Ax? ARTE 

2 2,8 


AY=mMmxr TAx+E x2-3 Ax3 


etc. 

Observons que quand la différence devient infiniment 
petite, cas auquel Ax et Ay se changent en dx et dy (voir 
art. 3, Calc. diff. 1'° partie), on doit supprimer les terme 
affectés de dx’, de dx3,*etc., comme des "nfinimenet 
petits des ordres supérieurs, (voir art. 141, calc. diff. 
1'e partie), par suite la formule se réduit à 

Omer tee 
et comme x OA 
DESTIN ET 
résuitat conforme à celui trouvé à l’art. 12 calc. diff. de la 
première partie par une autre méthode. 

4. — On peut parfois se dispenser de développer la 
fonction y de x suivant les puissances ascendantes de Ax 
pour obtenir la différence Ay. Ainsi, si l’on avait l'équation 

DES A NE AUS 
ER FN a Ne 
(X+Ax) —b? x? —b? 
X+Ax X 
en élevant au carré (x+Ax), réduisant ensuite au même 
dénominateur, et effectuant la réduction, on trouverait 
successivement 


x? .LA2X AXHPARTE TNT ETS 


, 


la différence y'—y ou Ay étant 


à x + Ax X 
ou X5 + 2X° Ax+x Ax° —D? x—(x? —b: (x+Ax) 
(x+Ax)x | | 


ou X3 2x2 Ax+ x Ax? —b x x3 +b2 x x? Ax+b: Ax 
+ ei 


TT 


— 9 —— 


ou enfin (x? +b? JAx+x Ax? 
X(X+Ax) 
5. — Si la différence Ax était négative, on changerait 


x en x—Ax dans la fonction. 
Soit, par exemple, à déterminer la différence Ay pour 
Va’ Ah 
de 3 
C 2 
en changeant d'abord x en x—Ax, on trouverait 
En ‘a? + DCR AX je = V PONTS CE DAx 
. C C 
t la différence 


la fonction 


Va? PE SDALEN Va? +bx 


y — y où Ay — - 
C C 
va? ÆDx—DAX — Va? px 
C 
6. — La différence de la fonction 
y —logx, 
est égale à Avÿ=4dor (+ Eh) 
ou encore Re” Êas PDT ec: #2(2) 
< 2 Le ox 
En effet, .y = log (x+Ax), 
ou d'après la HE des logarithmes (p.41 de mon 
recueil X+Ax 
), Ha At - &), 


ou en effectuant la division par x, 


AXx 
y — y ou Ay—log Ü Re )..@) BACS 


Pour obtenir la formule (2), remarquons que nous avons 
(p. 51 de la première partie), 


h° h: 
cette équation nous donne d’après la propriété des loga- 
rithmes rappelée ci-dessus : 


h 
log (x+h)— log x => — — etc.; 


/x+h 
log (x+h) — log x ou log (en ou, 


en effectuant la division par x 


[ h\ n h? _ | 
et en Ua h par À x, nous aurons 
Lo . ARR ANE RS 
É, + =-etc;:; 


S | Ne 0 D LPO TES 
substituant ee. valuer dans l'équation (1), nous trouve- 
rons enfin 

A V __AX LA x” + À x° ETC EE (2% 
£ X > x! 3 X3 
Remarque. — Lorsque Ay et À x deviennent infini- 
ment petits, en négliveant les infiniment petits des ordres 
supéiieurs (p. 162, 1° partie), on obtiendra, puisque 


x par hypothèse: 


dy où d'log x == 


conformément à ce qui a été trouvé dans le calcul diffé- 
réntiel (D 37; 1 partie). 
7. — La différence de y—a*, est 


AY. OU AAEE=a* (aX —1). 
En effet, nous avons 


va TT, et y'—y où Aya TA ax ax (a 71) ; et 


en remplaçant y par sa valeur, il viendra enfin 


entra ss (aŸ TI AE 
8. — La différence de y—sin x est. 
x+(cos AX—1)3in x 
En effet, y'—sin (X+Ax) 
ou (voir mon recueil p. 70), 
y'=sin x cos Ax+cos x sin Ax, 
et Y'—y—sin x cos Ax+cos x sin Ax—Sin x 
ou, en réduisant : 
y —Y où Ày ou À sin x=—sin * (cos Ax—1)+cos x sin Ax— 
sin Ax cos x+(cos Ax—1)sin x. C. O.F. D. 


9. — La différence de y —= cos x est : 
AyouAc —sin X sin Ax+cosx(CcosAx—1). 
En effet, on a x+AX), 
ou, en développant, (voir mon recueil P. 70), 
ÿ'—Cos x cos Ax—sin x sin Ax, 
d'où V—-COS XCOS AX SH x SIN AX COS x— 
—COS X(COS Ax—r)- sin x sin AX, 


donc enfin 
Ay ou À cos x——sin x sin Ax+cos x (cos Ax—1). 

1°. — Lorsque la fonction y contient non-seulement la 
variable x, mais encore d’autres variables 7, t, u, etc., 
on obtiendrait la différence Ay en remplaçant x par x+Ax, 
z par Z+ A7, t par t+ At, etc., et en opérant comme précé- 
demment. 

Ainsi, | , (à, étant le coefficient) 
est Ay = azAU + auAz + aAzAu. 

En effet, on a d’abord 

y'— a(z+Az)(u+Au), 

et en développant, il vient 


puis en Heu ë fonction ppt on a enfin 
Me Y 
azAU + RE = He + auAz + Sue ; 
et l'on peut remarquer que lorsque Ay et Az deviennent 
infiniment petits, cette différence devient 

dy — azdu + audz + adzdu, 
et en supprimant le dernier terme, comme infiniment 
petit du second ordre, (art. 136, p. Fe de la 1 partie), 
nous aurons enfin, 

dy = azdu + audz, 

conformément à ce que nous avons trouvé en calcul difté- 
rentiel, p.15 dela 1°" partie. 


11. — La différence de la fration y — L'est 
“AAU-UAZT 2 
(Nr) 
En effet, on a d’abord 
S u+ Au 
EUX: 


et par suite, ORAN EU 
Re Fe ZENZ 


d’où en réduisant au même dénominateur et simplfiant, 


LANÉRTROnSE uZ+ZAU—ZU—UuAZ - ZAU—uAZ 
AY — - = : 
z(z+ Az) (+ A7) a 
Lorsque les différences sont infiniment petites, Az 
s'évanouit au dénominateur (art. 136, p. 162, 1°"° partie) 
parce que Az est infiniment petit par rapport à z ; Ay, Au 
et Az se changent en dy, en du et en dz, et la formule 
précédente se réduit à 
dy — 


? 


zdu—udz 

7? 
conformément à ce que nous avons trouvé à la p. 16 de la 
1° partie pour la différentielle d’une fraction. 

On voit donc, par ce qui précède, que le calcul des diffé- 
rences conduit au calcul différentiel. 

12.— Dars le calcul différentiel, p. 25 de la 1°'° partie, 
nous avons considéré des différentiellles de divers ordres. 

On établit une semblable division dans le calcul des 
différences, comme nous avons déjà pu remarquer à l’art. 1 
qui précède. 

Ainsi, en considérant Ax, Ay,°A7,'etc., comme des 
différences premières de x, de y, de z, etc., ces fonctions 
auront pour différences secondes A, x, À, y, A, z, etc.;pour 
différences troisièmes À, x, A, y, A,7z, etc.; et ainsi de 
suite. À 


13. — La différence seconde d'une fonction, c’est donc 
“Ha A la différence de la différence de cette 
Y M" 


fonction ; de même, la différence 
troisieme c'est la différence dela dif- 
férenceseconde, et ainsi desuite. 
Soit donc la fonction représentée 
par VEIx 
et soit OMM'M"... la courbe que re- 
présente cette équation (fig.1).Si OP—x, MP—y sont les 
coordonnées d’un point M de cette courbe ; on peut consi- 


en I 


dèrer MQ—PF' comme l’accroissementAx de x,et M'O— 
M'P'—MP ou y —y comme étant l'accroissement corres- 
pondant de y ; on a donc M'O—Ay—défférence première 
de la fonction. De même OR—P'P" peut être considéré 
comme étant l'accroissement h de MO en supposant l'ori- 
gine des coordonnées en M, et M"S représente la différen- 
ce des ordonnées correspondantes ou M"R—M'O. Donc 
M'S—M'"R —M'O—AM'Q. Mais M'O—AYy, et par consé- 
quent M'S—AAy—A, y—différence seconde de y,(Art.1). 
Concluons donc que M'S—y"—y'—Ay'—différence pre- 
miére de y’, et M'S— A, y— différence seconde de y— 
= En considérant les ordonnées comme des fonctions des 
abscisses correspondantes, et comme nous avons 
M'O=M'P—MP—y—y, 
nous aurons M'Q ou Ay—y—y—f(x+Ax)-1x, 
ou Ay—{(x+Ax)—fx... (3); 
équation dont le second membre s'obtient en faisant 
x—=x + Ax dans la fonction donnée y ou x, pour avoir y’ 
ou f(x+Ax), et en retranchant ensuite de cette fonction 
y ou fx. 
Nous avons ensuite 
M'S=M'P"-MP=—y"—7y", 
ou À, y—{x+Ax+h)—f(x+Ax)...(4). 

Or, il peut se présenter deux cas: ou la différence 
P'P'—h sera égale à PP'—AX, ou elle ne le sera pas. 

Dans le premier cas, l'équation (4) deviendra 

À, Y—"{(x+2Ax)—f(x+Ax)...(s); 
et 1l est facile de voir qu'elle peut se déduire de l'équation 
(3), en rogardant Ax comme une quantité constante, ct en 
changeant x en x+Ax, c'est-à-dire qu'il viendra 
A, y—t{(&+Ax)+Ax]—f(x+Ax)=f(x+2Ax)—f(x+A%), 
ce qui est l’équation (5). 

Mais dans l’hypothès: où h différera de Ax, nous indi- 
querons cette différencs de h à Ax, différence qui pourra 
être positive ou végative,par À, x,ensorte que nous aurons 

h—Ax + A, x, 
ce qui changera l'équation (4)en 


=. {A = 


À, y=f(x+Axt+Ax+A, x)-f(xHrAx)=f(x+2Ax +4 x)= 
x +Ax), (6) ; 

et il est facile de voir que dans le second cas, la valeur 
de A, y se déduira de celle de Ay (éq. (3)), en changeant 
Ax en Ax+A, x et x en x+Ax, de sorte que nous aurons 
A, y= f [(K+Ax)+(Ax+A x)] —f(K+Ax)=f (K+2Ax+ 
A, x)—f(x+Ax), 

ce qui est bien l'équation (6). 

Donc, l'équation (3) peut servir, dans ces co 
dans les deux cas. 

14. — He — Soit à trouver la différence seconde 
2, danslaquellenous supposonsd abord 
Ax constant, 2e ES) et nous aurons y—(x+Ax)? — 
x? 2x Ax AR et Vi Y OU VAVE=2x ARE RE PRE 
ensuite, en changeant x en x+Ax, dans l’éq. (7) tenant 
lieu de l’éq.(3) (toujours 1° cas), et en retranchant du 
résultat, comme à l’éq. (3), le second membre de cette 
éq. (7)non modifiée, il viendra 
AAy ou À, y—2(x+Ax) Ax+Ax? — (2x Ax+Ax? ). ..(8) ; 
en développant et réduisant, 1l vient successivement 

A; y—2x Ax+2A x? + Ax? —2x Ax—Ax? —2A x, 
ou V2 Nr eo. 
15. — Exemple. — Si, au lieu de supposer Ax constant, 


on considérait Ax comme une quantité variable (24 cas), 


l'équation (7) au lieu d'amener l'équation (8), donnerait 
la suivante, obtenue en remplaçant non seulement comme 
précédement x par x-Ax, mais encore Ax par Ax+A, x 
dans l'équation (7); et en retranchant ensuite le second 
membre de l'équation (7), comme nous l'avons fait pour 
l'équation (8), on a donc ainsi 
A: y—2(x + AX) (AxX+A, x)+H(AxX+HA, x)? —(2xAx+Ax? ) (10), 
ou, en développant ct réduisant | 
À, :y—2x AX+2XA,; x 2AX M OAX À, XE AXE AXES 
(A, x} —2XAx —Ax —2xA, x FAAXA, X H2Ax? (A, x} —= 
—(2X+4AX)A, x +2Ax° FA, x} == 
æ2AXx? +(2Xx+4AX)A, x+(A, x) (11). 
16. — Par des considérations analogues, nous prouve: 


" 
"4. 

: Aa 
4 


rions également qu’en donnant l'accroissement A, xa A, x, 
nous devrions, dans cette hypothèse,changer x en x+Ax, 
Ax en Ax+A, xet A, xen À, x+A,x dans la fonction(r1), 
pour obtenir l'expression de À, y ; et ainsi de suite. 

17.-- En ce qui concerne le choix de l’une des hypothè- 
ses que nous avons considérées, 1l est évident que lorsque 
rien ne s'y oppose, 1l est toujours préférable de faire 
accroître x par des différences égales ; aussi est-ce l’hy- 
pothèse que l’on choisit ordinairement. Cependant il peut 
arriver qu’il ne dépende pas de notre choix de donner des 
valeurs constantes à Ax, Par exemple, si x et y étaient 
des fonctions d’une troisième variable t et que l’on eût 
x—vt, et y—vt, on sent que l’accroisement Ax de x dépen- 
drait, comme celui de y, de l'accroissement At, et ainsi, 
n'étant plus arbitraire, ne pourrait être supposé constant. 

18.— Maintenant, si nous remplaçons par h la diffé- 
rence Ax que nous avons prise pour constante dans l’art.r4 
et si nous cherchons les différences successives de:la fonc- 
tion y—x3, par exemple, nous trouverons (éq. (3), art. 13, 
14 et 15), en changeant x en x+h dans les résultats suc- 
cessifs ; et en retranchant les seconds membres de chaque 
éq. qui précède 
Ay=(x+h}3—x5=— x3 +3x2h+3xh2 +h3—x3— 3x°h + 
3xh? + h3; 

(on remplaçant donc encore x par x+h dans le second 
membre de l’éq. ci-dessus et retranchant ce membre (art. 
14) nous aurons 
À, y=3(x+h)"h+ 3x +h)h°+h3— (3x2h+3xh° +h3}— 
6xh? + 6h3; | 
en remplaçant x par x +h dans le second membre de l'éq. 
précédente et retranchant ce second membre, on a : 

ÀA,y —=6(K+h)h? + 6h3—(6xh° + 6h35) — 6h: ; 
(en opérant toujours comme précédemment, mais en 
observant que puisque x n'existe plus on a le second mem- 
bre de l’éq. précédente moins ce membre ou zéro), donc 
puisqu'on a une expression indépendante de x, il vient 

A,y —=6h3—6h5= 0. 


On peut remarquer que dans cet exemple, comme dans 
tout autre semblable d’une fonction rationelle, les expo- 
sants de x diminuant successivement d’une unité, les 
différences qu’on déduit ainsi les unes des autres doivent 
diminuer, et finir par devenir nulles. 

Par bxeHble. si l’on écrit dans une ligne horizontale la 
suite des nombres triangulaires, (voir mon recueil p. 60 
et 61), et que l'on place au-dessous leurs différences suc- 
cessives, comme cela est indiqué ci-après : 

189 OI O PERMET RME TER 
2) 3» 4, 5» 0, etc., 
TER NOT, EL SIC ECS 
O0 O7 "OMS 
on voit qu'à la quatrième ligne seulement, les différences 
finissent par être nulles. 
19. — S1 nous prenons maintenant une suite de termes 
a FA A 0 did) die t( 2) 
ayant pour différences premières, 
DD D DE DRE MD CT 
pour différences secondes, 
CRC C2 Ci HOONS Se CH (TAN, 
pour différences troisièmes, 
d, d; ; de » d; » d, 0 d: “6, (15), 
et ainsi de suite, 
on en déduira 
Aa; dan —b%, a,tea, =} a/24 pb eten 
Di =-D=C, ph; DEC DRE D EC to 
CC, "CC: ==d,), © -c, —d,, c/ cd.) etc pe 
dde, d,!d,=8,,d 46 dd tte 
etc, etc, etc, etc. 

On tirera de la première colonne de ces équations, 

a —a+b, b —b+c, c;:. —c+d, d, —e+d, etc., (17) ; 
de la seconde colonne, 

A3 A; + D, Ds br +c, € —0;#+d/, etc, (183% 
de la troisième colonne 

a; —4, +b,, b, 
et ainsi de suite. 


Li] 


C3 ==0: "ds tete; (ro) 


— 17 — 


20. Pour exprimer les différents termes des suites (12) 
et(13)en fonction des quantités a, b, c, d, etc., remar- 
quons que nous avons d’abord, par les deux premières 
équations (17), a: —a+b, b; —b+c; 
ensuite en substituant ces valeurs de a, et de b, dans la 
première des équations (18), nous aurons la valeur a,, 
SAVOIT: A;—a;:+b,;—at+b+b+c—a+2b+c; 
on trouve, de même, par les équations (18) et (17), 

ru RENE ANT b+2c+d,. 

Cr=Ci +di=c+d+d+e—c+2d+e ; 
et en substituantces valeurs de a,et deb,dans celle dea,, 
donnée par l’éq. (18), nous aurons 

a;—a, +b,—a+2b+c+b+2c+d—a+3b+3c+d, 
on aura également 

b;—b,+c;,—b+2c+d+c+2d+e—b+3c+3d+e. 

En continuant de la sorte, on trouvera 

a,—a+4b+6c+4d+e. (20). 
b,—=b+4c+6d+4e+/ÿ. (21); 
et, par analogie, on a, en général 


RP n (RE T) DJ L na 1Xn — B2} ete. Œ 
I 162 Le. 2 

ES 4 ne n(n— n(n—1) j : DAS (eee ns NA. 
I 152 EAU 


21. — Cette série s’arrête si l’on rencontre des différen- 
ces constantes dans l’une des lignes horizontales des équa- 
tions (16). Par exemple, si l’on avait 

DD D A pie toton 
et qu'on substituât ces valeurs dans les équatione(16),les 
premiers membres de celles qui composent la seconde 
ligne se reduiraient à zéro, ce qui donnerait 
C0 Cr 0 CN 0,0: 0elC.; 
ces valeurs de c, de c,, de c,, etc., substituées dans les 
mêmes équations (16), feraient à leur tour évanouir les 
premiers membres des équations de la troisième ligne, d’où 
il résulterait 
HR 0 0e OS Us 0 Ne =0)el0. 
et en continuant de la sorte on comprend que les équa- 
2 


SÉLTRPOT RE 


tions de toutes les lignes suivantes, comprises dans les 
etc., se réduiraient à zéro. 

22. — Les équations (22) et (23) ont été trouvées par 
analogie. Pour en prouver l'exactitude, remarquons que 
quand n—4, les équations (22) et (23) deviennent les équa- 
tions (20) et (21); et, comme celles-ci sont démontrées, 
nous avons donc une valeur de n pour laquelle les équa- 
tions (22) et (23) se vérifient ; mais nous ignorons encore 
si, en augmentant n d’une unité, les valeurs de a, et de b, 
se composeront d’une manière analogue, et si, par Consé- 
quent les équations (22) et (23) subsisteront toujours ; 
autrement ce serait conclure du particulier au général ; 
tout ce que nous pouvons admettre, c’est que la démon- 
stration ayant eu lieu pour le cas où n—4, il est du moins 
constaté que dans une certaine hypothèse de n (celle de 
n—4), les valeurs a, et b; se forment suivant la loi qui est 
indiquée par les équations (22) et (23) ; nous allons démon- 
trer que si l’on augmente n d’une unitéet que l’on obtienne 


par conséquent en in, (+r)n(n— 
2 


112 


Ant A + (n + 1)b+ = c+ D 4e (24), 


la valeur de a,:, sera Le 

À cet effet, nous partirons de ce point que, puisque nous 
considérons les équations (22) et (23), qui ont lieu 
pour une hypothèse de n, comme légitime, nous aurons 
un résultat qui sera encore exact, si nous tue, ensem- 
ble ces équations de cette façon, nous trouverons 


n +bi—=atn b+ er che Des d +etc., 


Mais, en vertu des équations (16) et (18), as +b: — 
a, +1, Substituant dans l'équation précédente et rédui- 
sant, il vient 
n(n- -1}+2n UE 2) SNL) ESS 
1:2: 2.3 

—2n+3n 


Anti—=aà+(0+1)D+ - 


n°—n+2n 


+etc.— 


a+(n+1)b + c+(n—1)d © 


— jo — 


a+(n+1)b+ — Re RCE +etc.—a+(n+1)b+ 
PÉEU + PEDE Er (25). 


Cette équation dont nous venons de démontrer l’exac- 
titude, est la même que l'équation (24), et elle prouve 
donc que celle-ci est exacte. 

Il résulte donc de là que puisque l'équation (22), est 
vraie pour ü—4, l'équation (24), qui a lieu pour l'indice 
n+i—5, sera vraie également. Faisant ensuite n—s5, 
l'équation (22) sera donc vérifiés pour cet indice, et par 
suite l'équation (24) prouvera qu'il en sera de même de 
l'indice n+1—6. En continuant de la sorte, on prouvera 
que l’équation (22) aura lieu en augmentant successive- 
ment l'indice à partir de la valeur 4 jusqu'à une valeur 
quelconque n. De même pour la formule (23). 

23. — L'équation (22) peut nous conduire à une formule 
analogue à celle dite de Newton. 

En effet, puisque b est la différence des deux premiers 
termes a et a, de la suite (12), l'accroissement de a que 
nous représenterons, (art. 1) par Aa, sera donc égal à b; 
de même c étant la différence des deux premiers termes 
bet b,de la suite (13), sera donc égal à l'accroissement de 
b ou Ab ; et ainsi de suite pour d, e, etc., à l'égard des 
termes dont ces lettres représentent les accroissements ; 
nous aurons donc | 

DNA, CAD Ad AC e Ad etc. (26); 
au moyen de la première de ces équations (26), éliminons 
b de la seconde, il viendra 


CS NA AE; GI 
substituant cette valeur de c dans la troisième, nous ob- 
tiendrons d=A. À, a 2: 


cette valeur mise dans la quatrième, nous donnera 
e—=A. À, a=A, à ; 
et ainsi de suite. 
Substituant ces valeurs de b, de c, de d, de e, etc., dans 
l'équation (22), celle-ci nous donnera enfin 


ET ZONT 


dn a = Aa+ De à 


he n(n - be NE a Let (en 
2 1520 i 


Re désinnée sous le nom de formule de Newton. 
24.— Si nous Supposons que l'on prenne pour la suite 
Fig. 2 â, 4:, 43,43 de es OO 
mp,m'p",m'p",etc., d'une courbe 
OM, fig.2, et que la première et la 
dernière de ces ordonnées soient 
| représentées par y et par y nous 
PPS PRE KIMAUTONS ANS NAN 
Di le ces valeurs dans l’équation (27); il viendra 
que un NL ne 2) à + bete 
1.2 

25. — An ON à l’aide de cette équation (28), 
démontrer que le calcul des différences conduit à la for- 
mul de Taylor, (p. 47 de la 1° partie). 

En eïffet, supposons que l'accroissement h—pP, (fig.2), 
donné à l’abscisse op, soit partagé en n parties pp', pp", 
p'p”, etc., égales chacune à Ax, nous aurons 

RÆRAX 


d’où res (20) 


(4 


ÿ+ 


Ms 


Cette valeur de n, substituée dans l'équation (28), donne 
h'th L'URSS \[ he 
ete ee ie Rortu Aa 4) 
= Tax a Un NE 11257 PE : 
HELC 
réduisant au même dénominateur ls quantités qui sont 
entre les parenthèses, nous aurons 


h /h— Ax\ h} es | . 
VUE ue Ax\ Ar? ja SR Ax\ Ax /\ ÀX Âsy 
AX 12 L2ra 


etc. 
ou, en Ds es Ax sous les Ay : 

y, h(h—Ax)A,;y, h(h=Ax) (h=—24x) A5Y 
+ A ea È 11213: PINS 


yY—=y+h 
“+ etc (40): 


LAURE 


Lorsque les ordonnées sont infiniment proches les unes 
des autres, Ax, qui exprime la distance de l’une à l’autre, 
devient une quantité infiniment petite qui s’évanouit, 
art. 136, p. 162, de la 1°"° partie), devant la quantité finie h, 
représentée par pP, fig. 2 ; en outre, Ax devient la diffé- 
rentielle de x, (art. 1, 1°'° partie). De même Ay devient la 


ee HE fat Ay A:y A;:y 
différentielle de y, et les rapports Ag Axe? Au ” CIC. 5e 


PE re RS are VAE 
TOUMSeneauxCoeficientsiditièrentielse;t-). >, ele, 
Üx2 diras dx 


quisubstitués dans l'équation (30), la transforme en l’équa- 
cherchée, quand on néglice Ax qui s’évanouit vis à-vis 
D dn d,yh? d,y h35 
dx Ar Tlxeer 22 

26. — Dans la démonstration précédente, nous avons 
partagé l'accroissement pP de x, fig. 2., en un certain 
nombre de parties égales, et nous avons prix pour Ax l’une 
de ces parties ; nous aurions pu, au contraire, désigner 
par Ax l'accroissement pP, et considérer Ax comme com- 
posé d’un nombre n de parties égales chacune à une quan- 
tité constante h. En admettant cette deuxième hypothèse, 
nous aurons  x'—x ou Ax—nh, 
d'où AX 

E e.(32); 


+ etc.(31). 


substituant cette valeur dans l'équation (28), 1l viendra 
AxX (tr Ax en Æ) 


Ax he thon h 


er da AY + Eu A:ÿY+ | a 
h 12 1252 

A35y +etc ; 

ou en réduisant au même dénominateur les quantités 

entre parenthèses 


AL AN Ax/Ax—h\/Ax—2h\ 
Ax De NANATES SA 
7 — T SUN T 1 HS T +- Ù 
Mer ru h 7) Le è Ru 
A,y +etc.; 


ou © 
Ax, Ax (Ax—h) 
nn Ne rioht à 


A;y +etc. (33). 


Ax (Ax—h) (Ax—2h) 


RUN 1:2:3 hf 


——ChAC DE 


et, en prenant h pour unité, cette équation (33) devient 

27 l'ithy  SCUTNOS PRESS 
A, y + etc. (34). * 

Remarquons que cette équations peut se mettre sous 
une autre forme ; en effet, l'hypothèse de h=—1r, réduit 
l'équation (32) à n—Ax. Cette valeur de Ax transforme 
l’équation (34) en celle-ci : 

pe 
Y'—=Y +n.Ay + Av + 
1320 

ce qui nous ramène à l'équation (28). 

Remarque. — Observons que ce que nous appelons Ay, 
dans la formule (33), n'est pas la même chose que y —y ; 
car Ay exprime la différence, telle que m'n', (fig, 2.), qui 
existe entre deux coordonnées consécutives telles que mp 
et m'p’ ; tandis que y'—y est la différence MN qui existe 
entre y—MP et y—mp; puisque Y=i<) —f(op) aimes 
TR DE O PE DRIEET O D)ENTES 


A, y+etc.(35), 


27. — Comme application de la formule (35), nous al- 
lons chercher l’ordonnée répondant à l’indice n dans la 
suite AT 112 00, 25, 0M0tCE (AU 


à cet effot,comparons cette suite à la formule(r2), savoir 
| ddr des did, d Net | 
et désignons le premier terme a par y,nous aurons(art.19): 
AYLOU DEA carre 
Da Rae re nr 
D; —a; —a, —19—12— 7, 
D; a, —à; —28— 19— 9, 
D, —a,; —a, RES ls 


ART 2 Ne = 1-9 2 
Gp ebDevee 
Gi —P;, —b, + MOD 20 
C3 me —D, —11-9—2 


A; y ou d CR C2 2 — 0), 
DC Cr 235 — 0; 


— 23 — 


toutes les autres différences sont également nulles. Par 
suite, l'équation (35) se réduit à ses trois premiers termes, 
de sorte qu'on a 


ÿ'=y+nAÿ + - ee A: Y..(37) ; 


substituant dans cette équation ces valeurs de v, de Av et 
de À, y, on aura 


(n—1) ! 


, n 
Y —4 +0 3+ — se —4+3n0+n—n—4+2n+n (38). 


Cette formule donne le moyen de déterminer Je terme 
cherché, de la suite (36), qui répond à l'indice n. Ainsi, 
si l’on prend successivement pour n cos valeurs. 

0,1, 2, 3, 4, 5, ©tcC. 
et qu'on les mette dans la formule (38),on retrouvera tous 
les termes de la suite (36). 
Ainsi, n—0 donne y —41 ; 
Dr iQ Vds: 144 2 17), 
N—2, 1d. Y—4+2.2+2 —1+4+4—I2; 
et ainsi de suite. 

28, — On appelle ferme général d'une suite de termes 
ou d'une série, une formule qui, comme la formule (38), 
détermine tous les termes de cette suite ou série, à com- 
mencer par la valeur n—o. On dit aussi que le terme gé- 
néral est une fonction de n. 

Soit donc la suite de termes 

dy Ar y A2 3 A3 pee. An ; (39), 
correspondant aux indices 
QD SE Ts: 

il est facile de voir que à, est le terme général de la for- 
mule (39) ; car un terme quelconque de cette suite a, , par 
exemple, s'obtient en donnant à n la valeur particulière 3. 
Le premier terme a équivant à à, , ce qui veut dire sim- 
plement que a n’a point d'indice. — En ce qui concerne 
dn , l'indice de ce terme indique le nombre de ceux qui le 
précèdent ; car en comptant les termes de la suite (39),à 
partir de a, inclusivement, ce nombre de termes sera ex- 
primé‘par p,et par suitedeviendra n+1,s1nousyajoutonsa, 


= 5 2 — 


D'où il résulte que le nombre total des termes étant 
n+1,le nombre de ceux qui précédent a, dans la suite(39) 
sera exprimé par n. Cette observation est basée entière- 
ment sur ce que la première des valeurs qu’on substitue à 
n, pour obtenir tous les termes de la série, doit être zéro. 

Ainsi ce que nous appellerons le terme général de la 
suite des nombres naturels. 

152, 3: 4, 5,10, 7, etC...(40), 
n6 sera pas n, parce que, bien que nous obtenions tous les 
termes de cette suite en faicant successivement 
HE 02 EE NUS 
nous ne commençons pas par n—0.Le terme général,dans 
ce cas,sera donc n+r,car en faisant h—0,1n—1,n—2/etc, 
on obtiendra tous les termes de la suite (40). 

On trouverait de même que les termes généraux des 

suites 12 +22 +3? +4 +....Ln, 

FE 28 ER RAERE R PTe 

LEP Re TO REPARER TEE, 
qui sont celles des nombres carrés, des nombres cubes et 
des quatrièmes puissances, sont 
(n+1), terme général de la suite des carrés, 
(n+1}, id. id. des cubes, 
(n+1}t, id. id. des quatrièmes puissances ; 
car en faisant successivement n—0, n-=1, n=—2, etc., dans 
ces séries, on en obtient tous les termes. 

29.— Si l’on fait suivre l'unité des sommes des deux, 
des trois, des quatre, etc., premiers termes de la suite (40) 
des nombres naturels, nous obtiendrons la suite des nom- 
bres,dits nombres triangulaires; c’est-à-dire, si l’on prend 
d'abordle premier terme r, puis la somme des deux pre- 
miers,1+2—3,puislasommedestroispremiers 1+2+3—6, 
et ainsi de suite, nous aurons pour la suite des nombres 
triangulaires : | 

153; 0; ID; 0102 Tr, 428) LC: 

Pour trouver le terme général de cette suite, écrivons 

au-dessous la suite | 
a, A1, 4, 43, 44, As, A6, etc. (42), ; 
nous aurons (art. 27) : 


| 
| 


Ver, 
Ayoub —a;, —a — 3— 1—2, 
Dear" 07, 
D, —a; —a, —10— 6—4, 
D; —a, —a; —15—10—5, 
D; =4; — 2} —21 156, 


A yvouc —b, —b —3-—2—1, 
Cr tea De b, —4À——3—1, 
C2 re —), —i— AY, 


À, ” ou Tee C PORN 


À, y ou e—d,; —d—0—0—0, 
etc. 

et puisque a, b, c, etc., sont censés posséder l'indice 0, 
on a les indices 0, 1, 2, 3, 4, etc. qui suivent l’ordre des 
nombres naturels ; leur différence est l'unité ce qui nous 
donne h—1, (art. 26). Cette hypothèse est celle de la for- 
mule (35), art. 26 ; et puisque dans le cas présent, nous 
avons, comme nous venons de voir, y—1,Ay—2,A, y—1, 
et toutes les autres différences A,y, À, y, etc., nulles, 
nous obtiendrons en substituant ces valeurs dans la for- 
mule (35) ; 


Verne ee + O—I + D 1 


7. ; 


ce qui est le terme général de la suite des nombres trian- 
gulaires. Et en effet, faisons dans ce termesuccessive- 
ment=0,n1—-1r}0--2, 13, e0tC., nous rétrouverons.les 
termes de cette suite, savoir : 


Rime 


MI OI à VIE 1 +23 ; V—I+ — 


3-3+3° ss 


1+5—=6 ; Y—I +" —1]+9—10, etc. 


30.— Jusqu'à an nous avons supposé que n était 


hr de 


un nombre entier ; mais 1l se peut 
qu'il soit aussi un nombre fraction- 
paire, c'est le cas, par exemple, 
quand les ordonnées, dont on connaît 
“ les valeurs, sont équidistantes, et où, 
0] 28 APT X  parsuite, on a le droit de prendre h 
pour unité. C'est ce ne arriverait fig. 3, sile point P, dé- 
terminé ie le 
piece DD AHRelCS rt does ées équidistantes mp,m'p’, 
INDE EC: Parexemole sil on prend la courbe exprimée par 
lestermes dela série (41), dont nous construirons trois or- 
données, en faisant, fig. 4, pp—pp'—=1, 

Fig 4 et en prenant, conformément à cette 
série (41), 

MD, HIDE NDS 
et si l’on demande quelle sera l’or- 
donnée correspondante àlindice n— 


ARR ER ESS 


272! 


171 


2 
1+ -,onsubstitueracette valeur dans 
X 3 


CAPES SPAM EUE la formule (43), qui est l'expression 

générale de l’ordonnée de la courbe proposée, et l’on 

obtiendra 

(c+2)+ fs #2 (re : 

mo 3/27 0 = +È Mr 
2 2: 9 

Donc, l’ordonnée MP—4+ sera celle LS 


y=1: 


à l'indice ner ou, Ce qui revient au même, à l'abscisse 


k#fi+2 Space (rt Er 
3 Negra 3 
31. — Nous pouvons, maintenant, à l’aide du problème 
que nous venons de résoudre, érouver le logarithme d’un 
nombre qui n'est pas compris dans les tables. En effet, 
soit à déterminer le logarithme du nombre 2,718281828 
qui, Comme nous avons vu à l'art. 26, de la première 


partie, est la base du système népérien. 


\ 


Nous sans qu’en déplaçant la virgule, on ne change 
pas les chiffres décimaux du logarithme ; donc nous la 
placerons de façon que la partie entière du nombre pro- 
posé soit aussi grande que les tables puissent la contenir ; 
et, à cet effet, au lieu du nombre enquestion,nousécrivons 
271,0281828, parce que plus un nombre entier est grand, 
plussonlogarithmeest donné avecexactitude dansles tables. 

Nôtre recherche se ramenant ainsi à trouver le loga- 
Fig. 5 rithme de 271,8281823, 


m4 à , 
supposons que l'on ait 
construit les points m, m', 

I 1 j ; = 
À HSE tee TT Ii setCt fon, 
$ au moyen des coordon- 


nées suivantes : 

CD 1Mmp=lor dez7i, 

Opes2;2 mn -Iopite 272. 

PTE RO Er 

OD 2/4 Dep =lOp 00:24; 

Op—275, m''p"—log de 275, 

Qt: 
il est évident que si les points m, m', m”,etc., se succé- 
daient immédiatement, 1lsconstitueraientune ligne courbe; 
mais comme ils sont séparés les uns des autres, si l’on fait 
passer par ces points une ligne mm'm”, etc., cette ligne 
pourra être regardée comme une courbe approximative 
AB, dont l’inflexion s’éloignera peu de celle de la vérita- 
ble courbe. Par suite, si l’on mène par le point P une 
ordonnée PM qui rencontre en M notre courbe approxi- 
mative, on conçoit que cette ordonnée diffèrera peu de 
celle qui appartiendrait à la véritable courbe ; et cela 
résultera de l'influence que les ordonnées mp, m'p', m'p” 
etc, ont exercée sur l'inflexion de la courbe approxima- 
tive ; de façon que l'on pourra considérer MP comme une 
fonction de ces ordonnées : c'est également la conséquence 
que l ontire de la formule (35), art. 26, dans laquelle 
l’ordonnée MP, représentée par y’, est une fonction de y 
et de ses accroissements successifs. 


4 


— 28 — 


Nons allons donc déterminer la valeur de MP au moyen 
de cette formule. 

À cet effet, remarquons que nous avons, fig. 5, 

X OL OD = 271 NY OUDIDAIO EYE 
x'ou OP—x+Ax--une quantité comprise entre Op ou 271 
et op'ou 272, soit ici — 271, 8281828, 
ce qui donne Ax—0,8281828 ; 
il s'agit de déterminer y’ ou MP. 

Cela étant, nous savons que les abscisses op, op', op”, 
etc., étant représentées par les nombres 271, 272, 273, etc. 
la différence de l’une à l’autre est égale à l’unité; donc, 
nous avons, dans le cas present, h=1, art. 26 ; par consé- 
quent, nous ferons usage de la formule (34) pour trouver 
la solution du problème ; et, comme nous connaissons de 
cette formule Ax et le premier terme y, nous n’avons plus 
besoin que dé connaître Ay, A, y, A, y, etc. Pour obtenir 
ces différences, prenons d'abord, comme nous l’avons fait 
dans l’art. 19, la suite 

AA LAS TA PAOIDE 


et posons 
y ou a—log de 271—2,4329692909, 
a. —10g de 272—2,4345689040, 
a ,—log de 273—2,4361626470, 
a;—log de 274—2,4377505628, 
a,—log do 275—2,4393320938, 
êtes, étos BEC 
on déduit de là, art. 19 et ci-dessus, 

Ay ou b—àa,—a—0,0015996131, 
Di—a,—a4;—0,0015937430, 
D,—a;—a,—0,0015879158, 
D;—a,—a,—0,0015821310, 

- CtCr CLCMARIEUCRE 
ÀA,y Ou C—b;—b——0,0000058701, 
Ci==b,—b; ——0,0000058272, 
C:—b;—Db,——0,0000057848, 
etc. etc, etc. 
À ,y ou d—C; —C——0,0000000429, 
EtOMREIC: 


| 


dr mt ET 


Formons d’abord maintenant le terme AxAy, de cette 
formule (34),nous aurons | 
AxAy—(0,8281828)(0,0015996)—0,00132476... (44). 
La valeur Ax n'est ici qu'approximative, car nous 
avons négligé les chiffres décimaux qui passent le sep- 
tième rang, car la valeur de la base du système népérien 
est e—2,718281828450045.. etCP: 
il résulte donc de là que le premier facteur de la valeur de 
AxAY, n'est exact que lorsque l’on se bonne aux sept pre- 
miers chiffres décimaux. Les deux zéros du second facteur 
de l'expression (44) reculent la virgule de deux rangs dans 
le produit, ce qui donnerait neuf chiffres décimaux ; mais 
à cause des retenues, ne pouvant compter sur l'exactitude 
du dernier chiffre, nous n'en Re que huit. 
Cherchons maintenant la valeur du troixième terme du 
second membre de la formule (34), c'est-à-dire de 


Fire 


Comme la fraction décimale, valeur de Ax, est moindre 
que l'unité, nous remplacerons AX— 1 par — CAE et 
nous aurons d'abord 

AX—1 (1 —Ax 1 —AX 
Ax Hate Lab er) LS AN —— | 0,8281828 

2 2 2 
0,1718172 
QLPACT TAN —0,071148025, 
CS 

eten multipliant par A,y ou par —0,0000058701, valeur 
aussi ou nous obtiendrons le produit positif 

Ax— 
A À y —= (—0,0711 48025) — 0,0000958701) 
SEE 000 4176. 

Nous ne chercherons pas les valeurs des autres termes 
en A;y, À, y, etc., dela formule (34); car le terme en 


(Ax-—1 ee Le 


A,y, c'est-à-dire le terme Ax — 2) A, Y,na, 


dans les huit premières décimales ne sa valeur, aucun 
chiffre significatif; à plus forte raison, en sera-t-1l ainsi 


des termes suivants qui sont moindres. Donc la valeur de y’ 
ne dépend que des huit premières décimales decelle de Ax. 
En résumé, vous avons donc de la formule (34) : 


Ne MP 2143200020 
Ay AÂx . 0,00132476 
Ax EN, ÿY— . . . 0,00000042 


y' oulog de 271,8281828— 2,43420447 
D'où, en reculant la virgule de deux rangs vers la gau- 
che,dans le nombre 271,8281828, et par suite en retran- 
chant deux unités de la caractéristique du logarithme, il 


viendra 
log de e ou de 2,718281828—0,4342944. 


Nous n’avons pris que sept décimales dans la valeur du 
logarithme, parce qu’on ne peut compter sur la huitième, 
qui, bien que exacte dans chacun des nombres que nous 
additionnons, peut se trouver fautive dans leur somme, à 
cause des retenues qui pourraient provenir des chiffres 
omis à partir de la neuvième décimale. 

Observons que dans le raisonnement précédent, nous 
avons considéré l'hypothèse où l'ordonnéeétaitle logarith- 
me de l’abscisse ; on pourrait au contraire supposer que 
l'abscisse est le logarithme de l’ordonnée. On arriverait 
au même résultat; seulement ia courbe n'aurait pas la 
même position. 

32. Remarque. — Le calcul des différences peut servir 
dans le développement des séries, art. 20, 22, etc. ; dans 
la recherche des termes généraux de séries, art. 28, 29; 
dans la sommation des termes d’une série, art. 38, ci- 
après ; il conduit à la formule de Newton, art. 23 ; à celle 
de Taylor, art. 25, et, en général, il conduit naturelle- 
ment au calcul différentiel, art. 2 et suivants et art. Ir; 
on peut l'employer pour trouver les logarithmes de nom- 
bres qui ne se trouvent pas dans les tables, art. 31 ; etc. 


— 31 — 
Du Calcul inverse des différences. 


33. — Nous avons vu dans la première partie, art. 1, du 
calcul intégral, que l’infégration, qui se représente par le 
signe /, consiste à remonter d’une dérivée ou d’une diffé- 
rentielle donnée à la fonction d’où elle a pu être déduite. 

De même, le calcul inverse des différences a pour objet 
de remonter de la différence à la quantité qui l’a produite. 

Cette opération, qui s'appelle intégration, se représente 
par le signe », qui signifie somme et qui s'appelle sigma. 

Ainsi,étant donné la différence Ax, supposée constante, 
il est év dent qu'on aura 

5 Ax—x. 

34. — Où paut tonjours admettre que l'unité entre com- 
me facteur dans cette équation ; or, algèbre, on sait que 
x°=—1 ; remplaçons donc l'unité par x°, et l'équation ci- 
dessus prendra la forme 

STE NOUS ue 
faisons passer la constante Ax en dehors du signe d'inté- 
gration, et nous aurons 


d'où > Tu (45) 


35. — Supposons encore Ax constant, et soit 


On aura, art. 3, 
et par suite  y—y ou Ay—(x+Ax)n—x" ; 
développons par la formule du binôme, et supprimons les 
termes en x" qui se détruisent, nous trouverons, art. 3 

Ce nm 

I 
intégrons et faisons passer les constantes hors du signe y, 
il viendra. 
mn M—1 


>Ay où y—m>x""'Ax + th Sr LEelc. (47) 


remplacons y par sa valeur x”, et faisons comme à l’art. 
34, passer les constantes A x, A x’ ,etc., hors du signe 
d'intégration, nous aurons 


xe?Axt betc., (46); 


— 32 — 


IN Ne m M PIE 
RUE n1. A He xMm—I + ver EX xZ SX 2 . TRE 
I 2 3 


Ax3 3x"—3Letc. (48). 
Faisons successivement, dans cette équation m—2, 
—3, etc., nous obtiendrons 


RE 
2 
étc.,—2Ax>x +Ax? x? FOAX mo Mae AxXUSxRe 


x —2AX.S: Érne » 


14 


X3 —3AXIXS + - 23 I Axe 5x2 + S LT à 377 A xs 5x3 34 


BEC = SAIT ss tres Xe 
De même, on trouverait 
X+ —Ax5x3 + 6AX? Sx? H4AX3 SX + Ax4# Sx° : 
etc. etc. etc. 
D: ces équations, on tire 
X? —AXx? 3x°— 2AX3X ; 
X3 —3Ax? 3x —AxX3 Sx°—3AxYX), 
X4 — 6AX? 3x? —4AX3 3x —Ax4 SX —Y4AXIX: : 


etc etc 
d'où l’on tire successivemt 
| x? AXAS TXT 
qe — ; 
: 2AX 2AX 
ART 20 SA RAS ANNEE 
3AX 3AX 3AX 
Er x4 GAx? 5x? | AARIS KL Axe 
4AX 4AX 4aAÂx 4AX 
BEC, etc etc 


supprimons les termes en Ax, etles termes numériques 
qui dans chaque fraction, sont communs au numérateur et. 
au dénominateur, nous obtiendrons 


. 8 © 

sn X ATX \ 
2AX 2 
X3 | A! & 

S x — ÉAXES EX — > XF; 
x4 AXx3 

sx JAxyx Axyx ES x: 
ANSE 4 


Be; ns 
09 
Remplaçons, dans la première des équations (49), 
valeur de ÿ x”, donnée par l'équation (45), art. 34, nous 
aurons R'MPFAXEX » “ 
> ER AIT E ot “(cor 

2AX ARR RARES 
substituons cette RTS de >xet celle de > x°, dans la se- 
conde des épuations (49), 1l viendra 


À X3 ee ver DS à X3 AX%X? 
SX = — —/N\x — =) — = —— +- 
3AX AA 2 JRPAR PET ASE 2AXx 
KA ASE,X X3 4 X Abe MERE 
AK — © 2 _ —— | Ax— — Ax a — 
2 3Ax 3AX 2 2 SAX OMSAX 
\ es X X3 x XX X5 
CE NX AXIS =— — — A | = 
2 2 PR VAR ET AN a RU AX 
ni DOrXMNEZ Na Ke X3 RAR =. 
FO \ 
+ Ax|=———ou—ou—|\— Re Ace 
2 DE NEC OR af Axe 


En substituant dans la troisième des REA PA les 
valeurs de > x”, de > x et de ; x? , données par les équa- 
tions (45), (50) et (51) on trouvera de même 

DR ur ee AXe 5 2) 
1 AS Ve 4 

Mais comme l'accroissement Ax, qui est supposé con- 
stant, est d’une grandeur arbitraire, nous pouvons le 
remplacer par h, afin d'enlever l’idée d'opération renfer- 
mée dans Ax, et il viendra, d'après les équations (45), 


(50), (51) et (52). 


Ext — 


». X°— z — se | 
AX h 
x x? X 
x 
2h De 
X 3 x? xh È (53) 
xt — — , 
3h 2 2:3 
ASE ASS x H : 
DK = = — — + ; 
ARS 4 
etc :< elc. etc. | 


Donc si l’on substitue ces valeurs dans les équations 
(47) ou (48), en y remplaçant Ax par h, on trouvera l’inté- 
grale cherchée. En général, une fonction rationnelle 


3 


entière de x, après qu'on a développé les opérations et 
placé les signes d’intégration,se réduisant à une somme de 
quantités de la forme ÿx" ,on conçoit, d'après ce qui pré- 
cède, que l'on peut toujours en faire l'intégration. 

36.— Soit, par exemple, à trouver l'intégrale de la 
fonction (a+bx})3 

Développons le cube, nous aurons (p. 20 recueil) : 

a3 +3a° bx+3ab° x? +b3 x3. 

Multiphions le premier terme a3par x° qui égale 1, 
comme nous avons vu, art. 34, puis intégrons, nous 
obtiendrons 

> (a+ bx)5 —Yÿas x°+53a? bx+>ÿ3ab? x? +5b3x3, 
ou, en mettant les constantes en dehors du signe d’inté- 
gration 

3 (a+ bx} —a3 3x° + 3a° byx + 3ab° 3x? +b3 5x5 ; 

Remplacons maintenant ÿ3x°, 3x, >x° et >x* par leurs 
valeurs que nous donnent les équations (53), nous aurons 


+ x: [x X 4 El 
N X}— 23 — 2 al ee EE: A b° Me A. Deer 
> (a+bx) a G + a DAS : +3ab°| Gr à + 
FRA ULRS MEErah x A° 0x? 
PAL er PRE A SES 
af CR 2 4 h 2h 
a. DR sabre ap 3ab° xh 
RTE MR R 2 23 
D: x4 1 45 x LE EE 
4h 3 RN 


ou, en ordonnant par rapport aux puissances décroissan- 
tes de x, et en supprimant les facteurs numériques com- 
muns aux deux termes des fractions, nous trouverons 


br xt abs a%.D03 ab Te00n 
b 34 PR EN ee Ke pie El” à 
(a Dr? PE ai =) « . PT ro 
ee . a = + constante. 


Remarqnons que nous avons ajouté une constante, 
comme nous l'avons fait, en calcul intégral, art. r, de la 
première partie. En effet, l'intégrale d'une différence Ax, 
est aussi bien x que x+a, puisque ces fonctions ont la même 
différence laquelle est Ax. 


37. — Soit à intégrer le produit de divers facteurs 
X (x+h) (k+2h) (x+3h)....(x+nh), 
dans lequel la différence Ax est constante et représentée 
ar h. 
A cet effet, différentions (différence et non différen- 


tielle), le produit 
ÿ—(x—h)x(x+h)(x + 2h)(x+ 3h)..(x+(n—1)hXx + nh)(54), 
qui contient de plus que le précédent, le facteur (x—h) : 
remplaçons dans ce produit x par x-+h, y deviendra y’ ou 
(y +Ay), art. 2, et nous aurons 

y+Ay={((x+h)-h){x+ h)((&+h)+h) ((x+h)+2h).…. 
((&+h)+(n—1)h) ((x+h)+nh). 

Ou y+Ay—x(x+h}x+2h}{x+3h)....(x+<nhX{x+h+nbh) ; 
retranchant de ce résultat l'équation primitive (54), il 
viendra 

(y+Ay—y) ou Ay—x(x+h)(x+2h)..(x +nbXx+h+nh)— 
(x—h)x(&+h)....(x+nh). 

La partie x(x+h) (x+2h)...(k+nh)étant commune aux 
deux produits qui composent le second membre de cette 
équation, nous la mettrons en facteur commun, et nous 
obtiendrons 
Ay —={[x(x+h) (x+2h) (x+nh][x+h+nh—(x—h)] — 
[X(&-+h) (&+2h).....(k+nh][m+2) h]. 

En intégrant, nous aurons 

>Ay ou xs) (x+2h)....(x+nh)|[(n+2)h]; 

Le second facteur étant constant, nous pouvons le faire 
passer hors du signe >», et il viendra 

| y—(n+2)h5{x(x+h) (Kk+2h)...(x+nh)|. 

Remplaçons y par sa valeur donnée parl’équation (54), 
aous aurons 
(x—h}x(x+h)(x+2h)..(x+nh)=(n+2)h;{x(x+h)x+ 2h) 
Rs ml ou, en divisant par (n+2)h les deux membres 
Fe Ch) + ab) nd « (x+nh)}=> x(x+h)(x +2h) Me 
(x+nh)]; ou, en transposant les sous membres 
> [x(x+h)(x+2h)....(k+nh)]=- ED px #h)(x 42h)... 


(x+nh)|. 


enr 


38. — Sommation des termes d’une série à l'aide du 
calcul des différences finies. | 
Le calcul des différences va nous permettre de détermi- 
ner le /erme sommatoire d'une série, (art. 158 cal. diff. de 
la première partie), c’est-à-dire l'expression algébrique 
au moyen de Haquelle on peut calculer la somme des ter- 

mes de cette série. 

Nous examinerons d'abord comment le terme somma- 
toire peut être obtenu lorsqu'on connaît le terme général 
d’une série (art. 28). 

À cet effet, soit la suite 

A; A0 dalles AE 
laquelle correspond aux indices, 0,1, 2,3, D-:,n0. 
il est facile de voir qu’en donnent successivement à n les 
valeurs 0,1, 2, 3, ..n, on formera avec a, tous les termes 
de la suite (55) ; par suite a, en est donc le terme géné- 
ral, art. 28. Mais ce terme général peut être considéré 
comme la différence dont s’accroîtrait 

AH A: +, +as +....+an 1 (56), 
pour former la somme des termes de la suite (55). 

Donc, si nous désignons par S la somme des termes de 

la suite (56), nous aurons 
ASE 

d’où, en intégrant, nous tirerons, art..33 ; 

SAS OUS = ARE: 
_ l'elle sera la somme des termes compris inclusivement 
depuis a juspu'à a, ;,, c'est-à-dire jusqu'au terme qui 
occupe le (n—r)°" rang. à partir de a,, c'est-à-dire 
pour les indices depuis r à n—I1; mais si au lieu de com- 
ter les rangs depuis a, , nous les comptons depuis a, le 
terme a°-! occupera le n"rang, c’est-à-dire pour les 
indices depuis o à n—-1, car a est cencé avoir l'indice o, ou 
a,—a ; et alors les indices 0,1,2,3,.... n—1,de la suite (56) 
pourront se changer en ces autres indices 1,2,3,...n. 

De cette façon, le terme sommatoire S exprimera la 
suite des termes compris depuis n—1 jusque n—=n. 

Application 1. — Comme exemple, cherchons le terme 
sommatoire de la suite 


————s 37 ER ” 


2 RAIDE 10) 204 (00), 
dont le terme général, (art.28), est 4n+3. Cette formule 
nons donne (ci-dessus) : 
S—Y (4n+3), 
ou, art. 34 et 36 : S—Y (4n+3n), 
ou, en mettant les constantes hors du signe d'intégration 
S—4ÿn+3;n° (59); 

Mettons n à la place de x, dans les équations (45) et (50), 
et faisons Ax— 
nous déduirons de ces équations 
DA RSN SRE At Hu DÉAAILIE DAT ARE je 

EG ST PAP D) PAT Ne 2 22 
substituant ces valeurs dans l'équation (59), nous aurons 


See re — D +3n+constante, 
Fate 


ou en réduisant 

ATEN AD 

a rs 3n Econstante—2n —2n+3n+constante— 
2n° +n+constante (60). 

La constantes se déterminera, en remarquant que quand 
n—0, la somme S des termes est nulle, puisque 3n°—n—o 
oO? o) | à 
ES RU Hong (64. 59) SO (4xo)iE 

(3X0)}=0 ; dans cette hypothèse l’éq. (60) se réduit à 
0—0 +0+constante ; d’où constante—o. 
Supprimant donc la constante, nous aurons 
S—2n? +n (61). 
Ponr appliquer cette formule à la sommation des ter- 


mes de la suite (58), nous remarquerons que ces termes 
étant au nombre do six, nous avons n— 6 ; mettant cette 


valeur dans l’ég. (61), nous trouverons 
SE 2 00/0: 
Application 2. — Soit à chercher la somme des quinze 
premiers termes de la suite des nombres naturels, c'est-à- 
dire de la série 


et que >n— 


VA AE TT PE AN es 
le terme général de cette suite étant n+1r, art 28, nous 


aurons pour son terme sommatoire art 38 : 


* : ss. 38 Rens 


S—ÿ(n+1)=>(n+n°)=>n+5n, 
et en remplaçant n par x, 
S—>X+>X 


mais éq. (50), on a ÿx — sou - ;etl’éq.(45)donne>x — 
LE: en remplaçant x par n, et Ax par 1, puisque les ter- 


mes de la série différent de l’un à l’autre si une unité, on 


obtiendra | 
<< 5e X ln? n n n° Hr262 ROAD n 


—— —— — — = — = — ——_—— —— — 


2AX, 2 FAX on 23. T7 200 ONE SÉTSCRE 
Cette équation, comme celle de l'application précé- 
dente, ne comporte point de constante. Les indices ne 
différant pas des termes de la série, qui sont 1, 2, 3 Jusque 
15, nous aurons pour lasommedes quinze premiers termes, 
en faisant n—15 dans la formule ci-dessus : 


< LS 1: 22 
ES VER 


2 2 4 
De l’interpolation. 


39. — Lorsqu'on connait un certain nombre de valeurs 
d'une fonction f(x) correspondantes à des valeurs don- 
nées de la variable x, et que l’on veut déterminer celles 
qui se rapportent à des valeurs intermédiaires de x, l’opé- 
ration que l’on exécute s'appelle éréerpolation. L'objet 
qu'on poursuit dans cette recherche n'est pas /owjours 
d'obtenir une résultat rigoureusement exact, mais d’obte- 
nir le plus simplement possible des valeurs qui aient un 
degré suffisant d’approximation. Par exemple, quand on 
calcule, au moyen d’une table de logarithmes, le loga- 
rithme d'un nombre qui ne s’y trouve pas, on fait une 
interpolation. On peut à l’aide de l’interpolation, abréger 
le calcul des tables de logarithmes de sinus, ou autres ; 
on se borne à calculer directement certains résultats de 
distance en distance, et on remplit les intervalles par 
interpolation.Les tables astronomiques se forment d’après 
les mêmes principes. 


= 39 —— L 


On fait aussi usage, en physique, des méthodes d’inter- 
polation pour déduire d’un certain nombre de résultats 
d'expérience, une formule qui exprime approximative- 
ment la loi du phénomène ; si, par exemple, on a déter- 
miné l’état hygrométrique correspondant à diverses indi- 
cations d’un hygromètre,on s'assure d'abord de la marche 
régulière des résultats en cherchant, comme nous le ver- 
rons plus loin, à construire une courbe y—f(x) qui les 
représente le mieux possible. Quand cette épreuve gra- 
phique a réussi; on pose. se | 

y—=M + Nx + Px°+ Ox3+ etc... (62), 
en prenant autant de termes que l’on a d'observations ; 
puis on détermine les coefficients M, N, P, etc. qui se 
trouvent liés entre eux par un égal nombre d'équations du 
premier degré. 

On peut donc dire aussi que l'interpolation a pour but 
d'insérer dans une suite de termes qui suivent une certaine 
loi, d’autres termes subordonnés à cette même loi. 

Par exemple, si l’on nous donnait les coordonnées OP 
et MP, OO et NO, de deux points M et N, fig. 6, situés 

sur un plan, il suffirait de mener 
Ÿ 59 la droite MN par ces deux 
points pour résoudre le problè- 
me ; car il est évident que les 
coordonnées OP et MP, OG et 
NO, ainsi que toutes celles de 
la droite ON seraient enchaînées par une même loi. (Voir 
recueil p. 124 ot 125, en faisant l’'ordonnée b à l’origine 
égale à zéro, l'équation de cette droite ON est y—ax, d’où 


40.— Lorsque trois points L, M, 
N,fig.7, non en ligne droite, situés 
dans un même plan, sont détermi- 
nés par les coordonnées OP, PL ; 
GOAOMESORARN-Es1l' on tfatt 
___— passer l'arc de cercle LMN par ces 

trois points, ce qui est toujours 


“ TT: MOT LES 

possible (géométrie élémentaire), on satisfera encore au 
problème. Mais l’arc de cercle LMN ne pourra plus nous 
en donner la solution, si l’on æun plus grand nombre de 
points, car par plus de trois points non en ligne droite, 
il n’est pas toujours possible de faire passer un arc 
de cercle. — Du reste, quoique le cercle soit une courbe 
facile à décrire, il n'est point, par son équation, celle 
qu'on pourrait considérer comme la plus convenable au 
cas présent. Nous devrons donc en choisir une autre 
se prêtant mieux aux hypothèses que nous pourrons éta- 
blis sur le nombre de points par lesquels la courbe doit 
passer. — Cette courbe est la parabole de tous les genres 
ou de tous les ordres; (remarque art 74, 1'° partie, calcul 
intégral) qui est comprise dans l'équation générale,art.39, 

Y—=M + Nx + Px: + Ox5+etc. (63) 


Méthode d’interpolation De Newton. 


41. — Si par l'observation ou par tout autre moyen, 
art. 39,0n est parvenu à reconnaître que les abscisses 
OP,O0O,0R, OS, etc. fig. 8 ont pour 
FETE ordonnées correspondantes KP, LO, 
MR,NS$,etc., et si ces abscisses sont 
représentées par les lettresa, b, c, 
d, etc., et leurs ordonnées par À, B, 
C, D, etc., l'équation (63), dans 
laquelle les coefficients M, N, P, Q, 
etc. sont indéterminés, sera satisfaite 
ou vérifiée ainsi bien par les valeurs aet À, que par les 
valeurs bet B, cet Get ainsi de suite; de façon que 
nous aurons pour déterminer les coefficients M, N, P, Q, 
etc., leséquationssuivantes(64).obtenues en faisant succes- 
sivement dans l’éq. (63), y—A et x=—a ; y—B et x=—b; 
Y=C'étx—0, y—D'etxd'étamebdersouEeR 
A—M 1 Na + Pa’ + Oa + etc. | 


LPS 


B = M + Nb + Pb: + Obs + etc. 
C = M + Nc + Pc’ + Qc + etc. \ (64) 
D —M + Nd + Pd: + Odi + etc. 

etc NPrreetc. etc. 


—…— 4T — 


Il faudra que ces équations soient en même nombre 
que les coefficients M, N, P, ©, etc., qui sont à détermi- 
der, Car il faut autant d’ ee qu'il y à d'indétermi- 
ee 

S1'la première équation est retranchées dela seconde, 
et que la seconde le soit de la troisième,et AR de suite, 
on aura 

B—A=N(b—a)+P(b?—a:)+Q(b3—a5)-+etc., 
C—B=N(c—b)+P(c?—b2)}+Q(c3—b3)+etc., 
D—C— eu are )+O(d5—c5)+etc,, 
etc. etc. etc; 
et en divisant, successivement, chacune de ces dernières 
équations respectivement par le multiplicateur de N dans 
chacune de ces équations, on obtiendra 


BEA p(b'—a°) (Dia) | 
Mere: LC: 
LS an Es + Q SR 4 
CR CDS Ne 0) 

EN ps Q Es 
PA en  . } (65) 
D —C N+ pt C?) 2 D CE C3) + ctc 
d—c cu TRE 

etc. etc: etc. | 


Les termes qui se trouvent compris entre les paren- 
thèses étant la différence de deux quantités élevées à une 
même puissance, sont donc de la forme u”—v" ; or, nous 
savons, (recueil p.22, 3°), qu'une expression de ce genre, 
lorsque m est un nombre entier, est exactement divisible 
par u—v, et donne (recueil, 5°, p. 23): 


1 m — y® 
++ {El +- AU Se V 2 RS EE . Noel - NE 
1) So # 


d’où 

UP — ve —(u—vur + vu yum... viiu + vi] (66), 
en comparant les quantités (b?—a°),(b3—a3)...(c?—b?), 
(c3—b3}, etc. à cette formule, nous pouvons les décom- 
poser ainsi 

(b—a) (b+a), (b—a) (b?+ab+a’), .… (c—b) (c+b), 
(c—b}(c? +cb+b!’), etc. ; 

et en substituant ces valeurs dans les équations (65), nous 
obtiendrons 


ne —N+P nie "Dee a +etc. 
a EE 
C-B_ x, pére D), Qc" rebsv )+ ete 
ER ENVUeE Lis ou+e ous cXd'+dc+rc?) + etc. 
d—c d—c 
ii etc. ARRECs 
ou en sinplifiant 
= AN + P(b+a)+ QD? +abæa: )+etc, | 
C=—B T 2 2 | 
2 N+P(c+b}# Q(C* 2 chFbI) ee 
TN +P(d+0) + Q(d* +de+e’)+ete. 


Si maintenant, nous pOosOns 
D OU 
B', C’, D’, etc., se composant de valeurs données, seront 
encore des quantités connues ; et en les substituant dans 
les équations (67), nous aurons 
B'=N +P(b+a)+0O(b?+ab+a’)+ etc. | 
=N +P(c+b)+0(c?+cb+b’)+etc. (68) : 
D'=N + P(i+c)+0(d?+dc+c’)+ etc. < 
etc. etc. etc. 
d'après ce qui précède ces équations remplaceront les 
équations (64) dont le nombre sera diminué d’une unité ; 
et au lieu des inconnues M, N, P, ©, etc., elles ne ren- 
fermeront plus que N, P, O,etc., c'est-à-dire que le nom- 
bre des indéterminées sera aussi diminué d'une unité. En 
continuant d'opérer comme ci-dessus, si nous prenons les 
différences C'—L", D'—C', etc., nous aurons, 
C—B'=N-N+P(c+b—b—a) +0 (c7+cb+b?—b— 


ab—a?) + etc., 
D'=C=N—= ÉNUP di eee —b) +0 (d?+dce+c—c'— 
cb—b’) + etc. 


etc: etc. etc: 


ou, en simplifiant, et en divisant chaque équation, respec- 
tivement par le multiplicateur de P dans chacune de ces 
équations : | 

C'—B' CAN e" (c?+cb—ab—a") 


= P=_— +0 + etc 
C—a C—a C—a 
D'—C' d—b (d°? +dc— Se b’) 
De PL D Se UD oies 
etc etc. etc 
ou enfin 
CEE D " DAS TC a Ce ÿ 
C— a C—a (69) : 
D—C [d?—b?+c(d—b)] RE 
vrai RS Pine Sn D + etc. 
etc. etc. etc. 


Mais c? —a? —(c+a)(c—a), et d? —b: —(d+b) (d—b), 
etc., donc substituant, les ue A 


® THE etc. 
C—a ar 
DSC [(d+b).(d—b)-+c(d4—b)] 
0) BtC: 
d—b d—b LÉ 
etc. etes CIC 
ou, en posant À D: ee. —C", etc., et en suppri- 


mant les facteurs communs aux termes de second mem- 
bre, nous aurons 

B'=—P +0 (c+a+b)+etc. | 

C'—P+Q(d+b+c)+etc. ‘! (70) 

etc. etc: BEC: 

et l’on voit que les diviseurs (c—a) et (d—b)etc., ont 
disparu aussi des seconds membres de ces équations, dé- 
barrassées des inconnues ou indéterminées M et N ; donc 
nous aurons maintenant deux équations et deux indéter- 
minées en moins que dans les éq. (64). En continuant 
d'opérer de la sorte, nous parviendrons à éliminer toutes 
les inconnues ou indéterminées moins une seule que nous 
savons Calculer; et en remontant nous obtiendrons ensuite 
dans l’ordre inverse les valeurs de M, de N, de P, de O, 


etc., que nous substituerons dans l'équation (63), art. 40 ; 
équation qui est la même que l’éq. (62), art. 39 ; et nous 
aurons l'équation de la courbe qui nous servira pour lin- 
terpolation, art. 39 et 40. 


Méthode d’interpolation de Lagrange. 


42. — La méthode de Lagrange, comme celle de New- 
ton, qui précède, repose sur le facteur commun, que nous 
avons supprimé. 

Nous démontrerons la présente méthode de la manière 
suivante : 

Soient p, q, r, s, etc., différentes abscisses auxquelles 
nous avons reconnu que correspondaient les ordonnées P, 
O,R,S, etc; si maintenant, nous considérons les abscisses 
p, q, Tr, S, etc. comme des valeurs qui, mises à la place 
de x dans une certaine équation, amènent pour les ordon- 
nées y, respectivement les valeurs P, 0, R,S, etc., cette 
équation devra avoir la forme générale suivante : 

y—=A P+BO+CR+D S+etc.(71), 
car la condition exigée sera remplie, c'est à dire,que pour 
X=—p, x—q,etC., OWatay==?, y=0,etC SRE 
X—=D, 0n 4 A1, b=0 C0 DE 0 er 
X==4, OM ab 1, A9 (= 0ND=0RELERS 
X=T,; 004 Et A =D PQ NMD=0 600 
Etc ces etc. 

Pour satisfaire aux équations (72), c'est-a-dire, B—o, 
C—o, D—o, etc., il faut que B, C, D, etc., soient des for- 
mes suivants : ; 

B—{x—p) Q", C—{x—p) R', D—(x—p})S, etc. (7), car 
puisque dans ce cas x=—p, il vient xX—p—o, et par suite 
BSox0=-0"; demémeponrerier, É 

De la même manière on prouverait que pour satisfaire 
aux équations (73), c'est-à-dire A—0, C—o, D—o, etc., le 
facteur x—q doit appartenir à tous les coefficients A,C,D, 
etc., excepté celui B de Q ; et qu'il en sera de même des 
facteurs x—r, x—s, etc., à l'égard des coefficients de P, 
de Q, de S, et de ceux de P, de O et de R., etc. 


Jus ARE Se... À 


En nous bornant aux quatre premiers termes du second 
membre de l'équation (71), nous voyons que la valeur de 
y sera de la forme générale 

x—s) P | 
BAD EE) OP 
Hy (xp) (x=q)(xs) R | V 
Le (xp) (x—q) (x—r) S 
Or, pour que le coefticient de P se réduise à l'unité 


I 
quand x=p, il fautque z soit de la forme — 
car alors (P —qXp—rXp—s) 


I : 
2 (p—Q)(p- rp 5) P—1.P—P. 

ie PESTE NUS 

On démontrerait de même qu'on doit avoir 


Ke I I I 
l 
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Q-pXarXas G-ph-qrs)  (s-ps-qsr)? 
substituons donc les valeurs de v, de $, de y et de es dans 
l'équation (76), nous obtiendrons donc la formule d’inter- 
polation suivante : 


Ve - Me q)(x—r)(x—s) P ou | 


2 


(p—q)(p-r)(p— 
A ne. Are DErIErS) 


(77) 


Die pp) de 
Pros) pr) e | 


G—p) xd) (—s) (S—p) (Sd) 1) 

Par conséquent, fig. 9, si à l’aide des coordonnées 

X=—0p—-pheN=plP, 

x—0q—q, y—qQ—0Q, 

RON ER -R, 

Re SN = 
nous construisons les points 
P,Q,R, S, par lesquels passe 
une courbe PO RS, une valeur 
arbitraire ON donnée à l’abscis- 
se x, étant mise dans l'équation 
(77), déterminera toujours pour 
l'ordonnée correspondante y, 
une valeur M N. 


Dans la démonstration précedente, les accroissements 
donnés àl’abscisse x peuvent être quelconques,mais dans le 
cas particulier où ils seraient égaux, en les représentant 
par Ax, la formule (27) de Newton, démontrée à l'art. 23, 
et dans laquelle nous ferions Ax constant, pourrait nous 
servir à l'interpolation. Nous en avons déjà fait usage, 
art. 31, pour trouver le logarithme d’un nombre donné ; 
car nous y avons fait usage de la formule (35) qui n’est 
autre que la formule (28), celle-ci n'étant qu'une forme 
particulière de la formule (27) dite de Newton, art. 26, 24 
GE322, 


CALCUL DES VARIATIONS 


Principes fondamentaux 


1. Le calcul des variations a été conçu par Lagrange 
pour l'application du calcul infinitésimal à la résolution 
de certaines questions de maxima et de minima. Ces 
questions ont pour objet de trouver la foomeanalytique de 
fonctions telles que certaines quantités dépendant de ces 
fonctions elles-mêmes possèdent une valeur maxima ou 
minima. Ainsi, par exemple, si l’on donnait deux points 
fixes et une droite située dans le même plan, il s'agirait 
de trouver quelle est la courbe qui engendrerait une sur- 
face minima en tournant autour de la droite fixe tout en 
passant par les deux points. 

Les problèmes se rapportant à la Brachystochroneetàla 
Tautochrone dépendent du calcul des variations. 

On appelle Brachystochrone la courbe de plus vite des- 
cente, c’est-à-dire la courbe que doit suivre un point 
matériel pesant pour descendre d'un point à un autre 
dans le temps le plus court possible. 

À l’aide du calcul des variations, on peut trouver très 
simplement cette courbe, laquelle est une cycloïde, (art. 
120, Calc. diff., 1°"e partie et plus loin), cycloïde dont la 
base est horizontale et dont l’origine se trouve au point le 
plus élevé. Si les deux points donnés, au lieu d’être fixes, 
sont simplement assujettis à rester sur deux courbes don- 
nées la trajectoire esttoujours une cycloïde et, en outre, 
cette dernière est perpendiculaire aux deux eourbes don- 
nées aux points de départ et d'arrivée. 


On peut généraliser la question en la posant de la ma- 
nière suivante : 

« Trouver la courbe que doit suivre un point matériel 
soumis à des forces quelconques pour aller d’un point à 
uu autre dans le temps le plus court possible ». 

Dans le cas où la force donnée est dirigée vers un cen- 
tre fixe et est proportionnelle à la distance, la courbe sui- 
vie par lé mobile est une épicycloïde dont le cercle généra- 
teur roule, soit à l’intérieur, soit à l'extérieur du cercle 
fixe suivant que la force est attractive ou répulsive (voir 
épicycloïde plus loin). 

On nomme fautochrone unc courbe telle que des points 
matériels pesants, (physique), glissant sur elle et partant 
de différents points, arrivent exactement ensemble à la 
partie inférieure. La seule courbe jouissant de cette pro- 
priété est la cycloïde. C’est pourquoi Huyghens avait 
proposé le pendule cycloïdal,dont les oscillations seraient 
rigoureusement isochrones, tandis que le pendule circu- 
laire ne donne qu'un isochronisme approché. 

La cycloïde, appelée aussi roulette, est la courbe que dé- 
crit un point d’une circonférence qui roule sur une ligne 
droite. Par exemple, le chemin suivi en l'air par un clou 
d'une roue quand elle roule de son mouvement ordinaire 
depuis que ce clou commence à s'élever de terre jusqu’à 
ce que le mouvement continu de la roue l'ait rapporté à 
terre, après un tour entier achevé. Nous supposons que la 
roue soit un cercle parfait, le clou un point de sa circon- 
férence et la terre parfaitement plane. 

L’épicycloïde est la courbe que décrit un point du plan 
d'un cercle qui roule sans gliser sur un autre cercle fixe. 
L'épicycloïde est dite ordinaire, rallongée ou raccourcie 
suivant que lo point décrivant est situé sur la circonfé- 
rence génératrice, au-dedans ou en dehors de cette circon- 
férence. On dit également que cette ligne est ex/erne ou 
interne, selon que le cercle mobile roule à l'extérieur ou à 
l'intérieur du cercle fixe. 
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2. Lorsqu'un point M, appartenant à une ligne /courbe 


Ex. 4 ou à une surface courbe est trans- 

”i MS porté de M en N, l’ordonnéey == 

. LA MP, qui détermine ce point M, 

UP AE SE reçoit un accroissement MN, le- 

NS je /? quel est appelé la variation de y. 

ls #1 Re Par exemple, si la courbe AB, 

AN 2 fig.1, change d'inflexion, etdevient 

s. Ab, la variation de l’ordonnée 

MP sera MN ; et l’abscisse oP 

et appartiendra aussi bien à l’ordon- 
Ô # 


née primitive MP qu'à l’ordonnée 
NP ainsi augmentée de la variation MN. 

Donc, si l'ordonnée MP, en se prolongeant, rencontre 
successivement les courbes Ab, Ab',etc., les parties inter- 
ceptées MN, MN',etc., seront les variations dont cette 
ordonnée s’accroitra successivement. 

Remarque 1. — Une variation se distingue d’une diffé- 
rence, en ce que l'on change de courbe quand une ordon- 
née MP, fig. 2, reçoit une variation MN ; tandis que l’on 
reste sur la même courbe lorsque l’ordonnée MP devient 
M'P'en s’accroissant d’une différence M'O, laquelle diffé- 
rence, (art. 2 du cal. des diff.) se change en différentielle 
lorsque cette différence devient infiniment petite. 


Remarque 2. — Dans la suite de l'ouvrage, nous em- 
. ploierons, comme précédemment, la 
He ” notation dy pour exprimer la différence 

ÿYI w infinie ou la différentielle de MP ou y, 
m'_ fig. 2, et nous ferons usage de la carac- 

M Q téristique D pour exprimer ia différence 


finie M'O qui égale donc Dy, différence 

pa _X finie dont s’accroîtune ordonnée y.Nous 

De ER ARS désignerons en outre, par Ay, la varia- 

tion MN de y,et par dy cette variation lorsqu'elle devient 
infiniment petite. 

Donc dy et Dy représentent les différences de y, la pre- 

mière, la différence infiniment petite ou la différentielle ; 
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mn 50 ms 


la seconde, la différence finie ou appréciable. Tandis que 
ôy et Ay représentent les variations de y; la première, la 
variation infiniment petite, et la seconde, la variation finie 
ou appréciable. 

3. — Comme nous venons de voir, une variation ayant 
lieu lorsqu'on passe d'une courbe à l’autre, cela peut se 
produire de diftérentes manières. — Par exemple, soit la 
parabole CAB, fig, r, dont l’équation (recueil p. 136,) en 
remplacant x par y et vice versa et en divisant par S et 


faisant — a —m est 
y=mx? +b (1), 
Le sommet étant en A,et b étant égal à oA; Ja courbe dis- 
poséecomme davslafig. 1. S1 l’on fait varierla constante m, 
par exemple, si m devient m', la courbe se rétrécira ou s’é- 
largira, suivant que m' sera pins grand ou plus petit que m. 
‘En effet, si m'est plus grand que m pour une même abs- 


cisse oP, on aura 
m'x? +b>=>mx? +b, 


donc l’ordonnée y augmente et de MP devient N P, donc 
la courbe se rétrécira. On verrait évidemment de même 
que la courbe s’élargirait si m' était plus petit que m. 

Maintenant, si la constante m ne variait pas, mais si la 
constante b variait, elle ne changerait que la position de la 
courbe en la transportant, fig. 1, de CAB en C'A’B'ou en 
C'A"B", etc. OA ou b devenant OA’ ou b', ou OA" ou b', 
etc., lacourbe se transportant parallèlement à elle-même. 

Concluons donc,qu'en général, c'est par la variation des 
constantes qu'une courbe change de position, est transpor- 
tée dans l’espace, c'est pourquoi l’on affecte la caractéris- 
tique à aux différentielles qui se rapportent à des points 
de l’espace, différentielles qui, comme on le voit, ne sont 
autres que des variations ; et l’on donne la caractéristique 
d aux différentielles qui se rapportent à des points pris sur 
une courbe ou sur une surface courbe et en général à tout 
système de points composant ou terminant un solide. 
(voir Remarque 2 de l’article 2). 

4. — Dans l’éq. (1) la constante, moub, qui par $a 
variation entraîne celle de y est en évidence, mais il n’en 


| 
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est pas toujours ainsi; le plus souvent même cette con- 
stante ne paraît pas dans l'équation de la courbe. 
Ainsi, par exemple, si l’on a l'équation 
(y + ax — b}? — c' x + 2b°2(2) 
LÀ Fij.S laquelle représente une parabole 
(fig. 3), car extrayant la racine 
carrée des deux membres et 


D transposant, on obtient succes- 
RIRES ‘ sivement 
à y+ax—b—+Ve’x+2b? 


d’où y—b—ax+Vc’x+ 2b? (3). 
o, on obtient 
y=—b=EV2b2—b+bV 2=—b(1+V 2), 
ce qui détermine les points B et A. 

S1 l’on fait y—0o, on obtient en transposant b — ax Le 
élevant au carré les deux membres 
(ax—b)?—c? x+2b?, ou a°x2— 2abx + b? —c'x + 2b°, 
d'où en divisant par a° et transposant 

ee no 
MORE À 
d'où, (recueil, p. 34, 3°) 
See ee 
2a 

ce qui détermine les deux points D et C. 

L'on voit, en outre, que la courbe est limitée vers les x 
négatifs, car en faisant x——x dans l’éq. (3), on voit que 
y deviendrait imaginaire lorsque c° x surpasserait 2b°. 


Lorsque c° x égale 2b? 


zéro et il n'y a qu'une seule valeur pour x et pour y; cela 
correspond au point M, où ia courbe se ferme. 

Donc la courbe est située comme l'indique la figure. 
Enfin, c'est bien une parabole: Car .l'éq. (2): donné en 
développant le carré 

y? +2axy+a? x? —2by—2abx +b! =: x L2D! 
et l’on voit que le carré du coefficient 2a de xy est égal à 
quatre fois le pro luit des coefficients de x’et de y’, soit 


D —_— 


um 


(2aÿ —4(a X1)—44, ce qui est caractéristique de la 
parabole, (voir recueil p. 128 et 129,où B'—4AC—o 
donne B? —4AC, voir l’éq. (A)). 

Le paramètre de la parabole, dans le cas présent, sera 
composé, comme on peut le voir, des constantes a, b,c; 
c'est-à-dire que ce sera une fonction de ces constantes ; 
or, une parabole diffère d'une autre parle paramètre ; 
donc la parabole variera avec la fonction des valeurs a, 
b, c. Par conséquent, dans la parabole, la constante qui 
varie n’est pas toujours une de celles contenues dans son 
équation, mais elle peut êtreune fonction de.ces constantes. 

On peut dureste se dispenser de connaitre cette con- 
stante qui varie, il suffit de déterminer les coordonnées 
sur lesquelles elle exerce son influence, ce que nous exa- 
minerons bientôt. 

5. — La variation À de la difjérence D d'une fonction 
V,par exemple, est égale à la différence D de la variation 
À de cette fonction V ; c'est-à-dire, qu'on a 
ADV=DAVES (4 

Soit V une fonction des varia- 
bles x et y et de leurs coeffi- 
cients différentiels, 
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L’ordonnée z d’un point de la 
courbe MN, est évidemment 
une fonction des deux autres 
coordonnées x et y ; nous pou- 
vons donc regarder V comme l’ordonnée MP—z (fig, 4). 
(voir recueil p. 185 et 186). 

Passons maintenant de l’ordonnée MP—z=—V à une 
autre ordonnée M'P'; la différence M'p de ces ordonnées 
sera généralement, une quantité finie, que art. 2, remar- 
que 2, nous représenterons par DV et nous aurons ainsi 

| M'P—MP+M'p 
ou CHEN ANR 
ou V'=V +DV, 
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Nous avons admis que la différence était positive dans 
la courbe,pour plus de facilité,mais il est évident que cette 
différence serait négative si l’ordonnée M'P'au lieu d’être 
plus grande était moindre que MP. On arriverait au même 
résultat. 

Supposons maintenant que, par la variation do la courbe 
MM, les ordonnées MP et M'P’ deviennent NP et N’P'; 
en nous servant, (art. 2, remarque 2), du signe À pour in- 
diquer l'accroissement dû à la variation, et que, par suite, 
nous représentions par AVet AV'les variations NM etN’'M' 
nous aurons NP=V+AV, N'P—V'+AV'(5). 
mais, comme ci-desus, V'=V + DV, en substituant, il vien- 
dra_ N'P—V+DV+A(V+DV) . (6). 

D'un autre côté, nous pouvons considérer NP et N'P’ 
comme les ordonnées d’une certaine courbe NN’ qui 
passerait par les points N et N’; et de même que dans 
la courbe MM, y devient y+Dy lorsqu'on passe de MP 
a M'P', de même NP ou V+AV deviendra 

NP+D(NP)ou V+AV+D(V+AV) 
quand on passera de NP à N'P' dans la courbe NN’. On 
aura donc ici: N'P=—V +AV+D(V+AV) (7). 

En comparant ces deux valeurs (6) et(7) de N'P’, nous 
trouverons V+DV+A(V+DV)=V+AV-+D(V+AV) 
ou V+DV+AV+ADV=V +AV +DV-+DAV 
ou, en réduisant : ADV=—DAV, 
ce qui est la formule (4) qu’il fallait démontrer. 

Remarqus I. — Si au lieu de V—f (x, y) ou z—f(x,y}), 
nous avions seulement y—{(x),la courbe MM’ deviendrait 
une courbe plane, (géom.analyt. recueil p.124 et 184 à 186) 
(2 coordonnées fig. plane, donc 2 axes; et 3 coord.fig.dans 
l’espace, donc 3 axes). 

On considérerait alors l’ordonnée MP comme une fonc- 
tion y de x. La démonstration est la mêmoc et l’on obtient 
successivement : 

M'P—y=MP+M'p—y+Dy 
NP=—y+Ay 
Nb y E AY 
mais, ci-dessus, y —y+Dy 


en substituant, il vient 
N'P'=y +Dy+A(y+ Dy). (8) 

D'un autre côté NP et N'P'sont les ordonnées d'une 
certaine courbe NN'.Et de même que dans la courbeMM', 
y devient y+Dy lorsqu'on passe de MP à M'P',de même 
NP ou y+Ay deviendra 

NP+D(NP) ou y+Ay+D (y +Ay) 
quand on passera de NP à N'P’ dans la courbe NN’. On 
aura donc aussi 
N'P—y+Ay+D(y+Ay) (9) 
En comparant les deux valeurs dérNaPe éq- (8) et (9), 
nous trouverons 
y+Dy +A(+Dy)=y+Ay + D(y +Ay) 
ou, en développant 
y+Dy+Ay+ADy=;+Ay+Dy+Day, 
et, en réduisant, on trouvera 
ADy—DAYÿ. (10). 

Remarque 2.—Dans la démonstration qui précède,nous 
avons regardé la variation AV et la différence DV comme 
des quantités finies ; mais les équations (4) et (10) ne sub- 
sistent pasmoins si AV et DV sont des quantités infini- 
ment petites.Mettant donc pour ce cas, (art. 2,remarque2), 
lescaractéristiques d eto,les équations(4)et(r10o)deviendront 

SAV— (Ho VEUT) 
ù dy — dèy. (12). 

Et l’on peut donc dire, aussi que : 

La variation de la différentielle d’une fonction V ou y 
est égale à la différentielle de la variation de cette fonction 
Vou y. | 

6.— Comme nous avons pu le voir, dans ce qui précède, 
nous n'avons attribué des variations qu'à y, nous accor- 
dant ainsi avec cette observation de Lagrange: Dans les 
différentiations par à ou par variation, il faut considérer 
comme constante la variable dont la différentielle a été: 
prise pour conslante. — Par exemple, dans l'hypothèse la 
plus fréquente où cette différentielle est dx, il en résulte 
que x doit ètre considéré comme constante Jorsqu” on 
prend les variations. En effet, nous avons vu qu’à la même 


abscisse OP, fig. 1, art. 2, répondaient diverses valeurs 
PM, PN, PN’, etc., de l’ordonnée. 

. Mais ce n’est là qu'un cas particulier, celui où les varia- 
tions sont supposées perpendiculaires au plan des x, y. 
Or, la position des plans coordonnés peut déterminer 
x à recevoir des variations aussi bien que y. Lagrange, 
lui-même, donna, sans en expliquer la raison, des varia- 
tions aussi bien à x qu’à y. Il faut donc savoir de quelle 
manière la position des plans coordonnés déterminent x 
à recevoir des variations aussi bien que y. On voit d'abord 
que la cause qui produit ces variations ne dépend pas de 
notre volonté, et qu’il en est de même de la fixation des 
plans coordonnés, laquelle peut être soumise à certaines. 
conditions du problème, et même avoir été fixée avant 
que les points de la courbe aient changé de place. 

Donc, puisqu’entre toutes les positions différentes que 
peut prendre la direction de la variation qui affecte un 
point M, il n’y en a qu'une (cas particulier) où elle soit 
perpendiculaire au plan des x, y, pour plus de généralité, 
nous devrons considérer cette variation comme inclinée 
à ce plan des x, y. Dans cette hypothèse, nous allons 
démontrer que non seulement y, en variant, entraîne la 
variation de x, mais, qu’en outre, leurs variations dépen- 
dent encore l’une de l’autre. 

À cet effet, soit MN, fig. 5, la variation que reçoit un 

pointM d’une cour- 

be et supposons 
qu'un plan Y'OX' 
passant par l'ori- 
gine O des coor- 
données soit per- 
pendiculaire à la 
* direction de MN: 
ce plan étant dif- 
er férent de celui dé- 

"*" terminé par YOX, 

la direction MN sera donc inclinée à ce dernier plan. 


Donc, lorsque le point M sera transporté en N, les 
coordonnées OL, LP et PM ou x, y, z, par rapport aux 
plats coordonnés OX, OY et O7, deviendront OH, HQ 
et ON et s’accroîtront des différences LH, QG et NK ; ce 
qui démontre que lorsqu'une ordonnée MP=—z=V, par 
exemple, subit une variation, 1l en est de même des autres 
coordonnées PE==Yy et OL=x: 

En outre, les variations de ces coordonnées dépendent 
l’une de l’autre. 

En effet, soittoujours, comme ci-dessus, MN la variation 
reçue par le point M perpendiculairement au plan Y'OX; 
menons parce point M la perpendiculaire M P au plan YOX 
et prolongeons jusqu'en I l’ordonnée PM ; il en résultera 
que l’angle IMN formé par les deux perpendiculaires MI 
et MN aux plans YOX et Y'OX’ mesurera l’inclinaison de 
ces plans (géométrée élém.) ; et que lorsque l’angle IMN 
sera nul, ces plans se confondront. 

Cela étant, menons les perpendiculaires MK et NIsur 
la direction des ordonnées MP et NO, le triangle MIN 
sera rectangle en I, et puisque l'angle IMN, qui mesure 
l’inclinaison des plans, est déterminé, 1l suffira que nous 
connaissions, dans le triangle MIN, 16 côté IM pour que 
le côté IN—MK en résulte. 

Or, IM-NK--NO—KO-NO—MP-—A7—AV et IN= 
PO, ‘et comme PO détermine 12 différence POLE 
OH—OL—Ax, on voit donc que AX dépend immédiate- 
ment de AV,et qu’il en estde même de Ay à l'égard de Ax. 

Remarque. — Lorsqu’ on passe des différences aux diffé- 
rentielles,on arrive des variations finies Ax, Ay, Az ou AV, 
aux variations infiniment petites x, 0y, èz ou ÔV, donc.la 
même dépendance a lieu entre èx, dy et àz ou àV. Ceci est 
bien différent de ce que l’on observe dans le calcul diffé- 
rentiel,où,lorsqueV est déterminé à l’aide descoordonées x 
et y, (ces coordonnées pouvant varier chacune séparément), 
il n'y a en général aucune dépendance entre dx et dy. 

7. — Dans le théorème démontré à l’art. 5 et Remar- 
que 1 de cet article, les variations étaient, avons-nous vu, 
perpendiculaires au plan des x,y.Nous allons maintenant 
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examiner le cas général. oùles variations ont des direc- 
tions inclinées à ce plan, et où, par suite, le point M, fig. 
6, pour arriver en N, ne suit pas la direction du prolonge- 
ment de l’ordonnée PM, comme le supposait le cas par- 
ticulier des démonstrations données à l’art. 5, remarques. 

Dans le cas général que nous considérons, le point M, 
fig. 6, après la variation aura reçu un accroissement d’or- 
Fey. 6 #'_ donnée qui 

Mere sera exprimé 
. par la diffé- 
rence NO— 
MP,nous au- 
rons donc va- 
riation de MP 
ou AzouAV— 
NO-MP.(13)- 

D'autre part, l’ordonnée MP de la courbe primitive, 
lorsqu'elle devriendra M'P' s'accroîtra d’une différence, 
art. 2, remarque 2, que nous représentcrons par 

DV=M'P—MP. (14). 

De cette équation, on peut déduire 
variation de DVouADV=—variationde M'P'-variation deMP 

ou ADV—AM'P—AMP. (xs). 

Le but du théorème est de démontrer, dans le cas géné- 
ral présent, que la quantité précédente ou ADV est égale 
à DAV, art.s. A cet effet, l’'équation(15) nous montre qu’il 
s’agit d’abord de déterminer la variation de M'P”. Orcette 
variation, après qu'elle a transporté M’ en N’ est égale à 
la différence des ordonnées de ces deux points. Donc, on 
a, comme à la formule (13) : variation de M'P'ouAM'P— 
N'O—M'P' (16). 

En remplaçant, dans l'équation (15),les valeurs données 
par les équations (13) et (16), nous aurons 

ADV=N'O'—M'P—(NO—MP), 
ou ADV=N'O'—M'P—NO+MP (17). 
D'âutre part, nous avons, remarque 2, art. 2 : 


différence de NO ou D.NO—N'O'—NO, (18) 


s 
> 
2?’ 


mais de l’éq. (13), on tire 
ON—AV +MP—AV +V 
et en substituant cette valeur dans l’éq. (18), on trouve 
D.NO ou D (AV +V}=N'O—NO. 
Retranchant de cette équation, l’éq. (14), on aura 
D (AV+V)—-DV=NO—-NO—(M'P—-MP) 

ou DAV +DV—DV=N'O—NO—M'P'+MP 
ou DAV=N'O—-NO—M'P'+MP. (10) 

Les seconds membres des équations (17) et (19) étant 
égaux, les premiers le sont aussi, et l’on a 

ADV—DAV. (20). CaiOESD 
En passant aux limites ou aux infiniment petits, remar- 
que 2,art. 5, il viendra 
8dV—doV, (21), 
équation qui nous donne encore celles-ci ; 
ôdy—dôy et Ôdx-—dox. (22). 

Ces équations (20), (21) et (22), ont un degré de géné- 
ralité que nous ne donnions pas aux équations (4),(10),(11) 
et (12), car les premières supposent que les variables 
x et y, renfermées dans z ou V, sont des quantités dont 
on peut prendre la variarion. (art. 6). 

8.— Les formules qui ne contiennent que des variations 
ne différent pas des différentielles. Lagrange disait : 

Le calcul des variations à pour but de différentier sous 
un nouveau point de vue des quantités qui ont été différen- 
tiées sous un autre. 

En effet, déterminer la variation d'une fonction V der 
cela se ramèneà trouver l'accroissement de cette fonction 
lorsque y s’augmente de la quantité infiniment petite dy ;: 
ce qui se réduit en quelque sorte à différentier, (voir calc. 
QfÉ art 7, D 00: | 

Il est donc évident qu'on doit arriver aux mêmes 
règles que celles que l’on emploie pour obtenir des diffé- 
rentielles ordinaires. 

Aussi les formules (21)ét(22) vont-elles maintenant nous 
ser vir à modifier convenablement les formules qui contien- 
nent des différentielles et des variations. 


9. — Afin de prouver quela règle à suivre pour trouver 
la variation d’une fonction V,par exemple,est la mêmeque 
celle qui détermineraitla différentielle de cette fonction V. 
soit V—a+by: 

Et soit V'ce que devient V quand y s'accroît de la quan- 
tité infiniment petite y, nous aurons 

V'=a +b(y+0y)’ 
d'où V'—V ou 9 V—a+b(y? +2yôy +0y’ éspree + 
| a+by? +2byôy+bôy? —a—by? — 
2byoy+bôy’, 
passant à la limite, ou ce qui revient au même, effaçant le 
terme boy’, qui, étant un infiniment petit du secondordre, 
doit disparaître à côté du terme 2byôy, (art.134 et 136,p. 
161 et 162 du Calc. diff., 1° partie), 1l viendra pour la 


variation ÔV—2byôy, 
ce qui revient à la différentielle qui eut été 
dV—2 by dy. 


Il suffit de changerd en à. (Remarque 2, art.2, ci-avant). 
Donc, en général, pour obtenir la Chae d’uve fonction 
V, dont la différentielle totale (remarque IT, p. 57, 1°" 


partie), en faisant de etc. ou e , ds. etc. M, N, 


etc., est représentée, en général, par 
dV—Mdx+Ndy+Pdp+0Odq-+Rdr-+etc., (23), 
il suffira de changer la caractéristique d en à, et nous 
aurons 0V—Mox+Nôy+Pèp+Odq+Rôr+etc. (24). | 
Nous pouvons même remplacer M, N, P,O, R, etc., 
par les coefficients différentiels que ces lettres représen- 
tent, et nous aurons 
sd: ox + T° QYEe . Op + de oq + S r+etc. (25). 
Remarque. — Nous n'avons pas changé dx en x, dy 
en dy etc., dans les coefficients différentiels, car les Coëf, 
ficients iront M, . —N, etc., représentent 
respectivement les coefficients différentiels dela fonction V 
par rapport à x, à y,etc, c'est-à-dire queM, N, etc., sont 
simplement des fonctions de x, de y, de p, etc., fonctions 
x 
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dans lesquelles les caractéritiques dx, dy, etc., n’en- 
trent pas. 

10. Nous avons vu, précédemment, que les variations 
sont des différentielles d’un genre particulier. Mais il ne 
faut pas en conclure que èx soit à l'égard de dy ce que 
dx est à l'égard de dy. 

En effet, on choisit ordinairement dx pour variable 
indépendante, et l’on ne peut en faire autant avec Ôx, car 
nous avons vu, art. 6, remarque, que Ôx dépendait de 6y. 
Aussi la variable indépendante qui détermine l’accroisse- 
ment de y n'est pas x, mais la constante, qui devient 
variable lorsque les points de la courbe changent de 
position (art. 3). L'hypothèse de différentiation est donc 
différente. Ainsi, par exemple, soit l'équation 

DIVINE IOUREE en * 
; “ LE D: 
et en supposant d’abord x constant et a variable, cher- 
chons le coefficient différentiel par variation (art. 3) de y 
par rapport à a, nous trouverons d’abord en désignant par 
h l'accroissement de a : 


, (a+h}: TA a+h} a ? 
YŸ BAC ) x° d’où Y —y— Éree ) XF NE 
et D: b3 b 3 
/(a+h} a’ | 
| Det 
Pre \ *D3708 Die a? +2ah+h° -a? 
a res 2) PO RE EN RER QE er X2 E 

accroissementde a h hb3 
2a+h 
Ed 


Si, au contraire, considérant a comme constant, nous 
faisons varier seulement x, nous aurons pour coefficient 
différentiel ordinaire : 

Z 2 


__ r red 2 2 Ha rs a a” 2 
ne (x+h) = -2xh+h°) rs + 2xh+ h 


3 b3 
2 2 2 2 
ST IR PAR SE MN El CRE ns x? 
Her be Dr b3 Dai 

et PR SEE AD A DER —- = —— 
; accroissement de x h 

2a? a? 
SERIE PRE ITS 

b3 D3 


OT Tee 


La première hypothèse appartient à la courbe variée, 
et la seconde à la courbe primitive (fin art. 3). En passant 
à la limite où h—o0, on voit qu’on obtient 


'e hypothèse Yen 24077 2ax; 
oa D: b3 
et2*hypothèse dy  2a°x Red sn 
dx b3 DS 


ce qui nous montre évidemment que la variable indépen- 
dante, dans le cas de variation que nous considérons, loin 
d’être x est da. Cependant, lorsque nous déterminons la 
variation d’une fonction V de y, nous n’examinons pas si 
y varie par l'accroissement de x ou par celui d’une con- 
stante; donc le procédé qui détermine la variation est 
le même que celui qui sert à différentier. 

11. — D'après ce qui précède, 1l ne faut pas cependant, 
parce que Ôx, y, op, etc.. entrent dans ÔV, comme dx, 
dy, etc. entrent dans dV, en conclure que ÔV est égal à 
dV ; car ce qui établit une différence entre ces deux 
expressions, c'est qu'on ne peut assimiler les variations 
èx, dy, ôp, etc., dont se compose la première, aux diffé- 
rentielles dx, dy, dp, etc., qui constituent la seconde. 
En effet, Ôx, dy, Ôp, etc., d’après ce que nous avons 
vu, comportant une autre variable indépendante, que 
celle qui a lieu pour les différentielles dx, dy, dp, 
etc., il en résulte qu'on doit être amené, par des hypo- 
thèses différentes de différentiation, à des résultats diffé- 
rents. Aussi, lorsqu'une formule contient à la fois des 
différentielles et des variations, nous ne devons point 
confondre ces deux sortes de quantités ; dans le cas où une 
semblabe formule a lieu, le théorème de l’art. 5 devient 
applicable, et nous allons voir qu'il est suffisant pour 
établir une différence entre les résultats amenés par le 
calcul des variations et ceux qui nous sont fournis par le 
calcul différentisl. 

Soit, par exemple, à chercher la variation de la for- 
mule _dy 
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À cet effet, déterminons la variation (art. 9) par la règle 
des fractions, donnée art. 11, 1'° partie, et nous obtien- 
drons ; 


susis Dub dxôdy—dyüdx_ ôdy_ dy sax dy _ dy dx 
EP Gx dx’ dx ‘dx ‘dx dx di 


dy  _ôdx ‘ôdy  pôdx 
CHARLES ER EE 
En transposant les signes, comme le permettent les 
équation (22), art. 7, nous aurons pour la variation de p: 
S __ dèy dùx 
SRE — p de (26). 
Si nous cherchons ensuite la variation des (0 QUE 


nous trouverions de même 
SA AN Sa dxodq — dqôdx , 


dx: É de 
dp 49 
effectuant la division et remplaçant ee et Je Da etparr, 


nous obtiendrons 


dx dx dx dx dx 
Sa ‘dq dqüdx ôdq rèdx 
ARMES IR NUS dx 

et en transposant les caractéristiques d et à, en vertu de 
l'éq. (22), art. 7, 1l viendra 

ss dp  qdèx __ dû 

de 2 ve di (27). 

Remarquons que la formule (24) ne ressemble à la for- 

mule (23), art. 0, dont elle a été déduite, que parcequ'on 
n'a pas mis en évidence les différentielles renfermées 
implicitement dans les fonctions p, q, r, etc.; mais si nous 
remplaçons ôp, àq et èr par Les valeurs que fournissent les 
équations (26) et (27), et que nous rassemblions d’une part 
les termes positifs et de l’autre les termes négatifs, nous 
trouverons, au lieu de l’éq. (24) : 


ÈV = Mèx + Nèy + P De) Lol ee À 


CÜX dx ar dx dx 


\ 


. réduit à 


/dèq .dèx 1® 1 
MG — ee etc.— Môx + Nôy ee SEX serv 
2 dôp = & qdix <s E dèq —: as ë =rdèx +ete.—Môx+Nôy+ 
P (®) R 3 dèx dèx 
qe y + 4e dôp ed ÿq + etc. Pr 9 ee 
Rr &. — ete. = Mèx+ Nôy + (Pdèy + Qdèp+ Rdëq + 
etc. > = (Pp+Oq+Rr+ étc.) (28). 


Ne y seul reçoit des variations, cette équation, en 
supprimant les termes renfermant les variations de x, se 


V— Nèy +P _ +Q ee na Ron 


et comme en transposant les car rique (éq. (22) art. 
7, 0na 


dép odp. _dy SRE A A EC 
FA [comme p de =Ô. 1 : dx RE D FA dx? ? 


dèq odq dp. ER . YA ESS ddy . DES 
ne {a dx = (d.dp : dx a : dx ke 


eto. 
en substituant ces valeurs ce. l'éq. a il viendra 


doy d3 à 
0 V=—Nôy+P de +0 :- Lee > 
12.— Proposons-nous maintenant, comme application, 
de rechercher la variation de la sous-tangente. 
A cet effet, nous nous servirons de la formule (26). 
Si, dans l'expression de la sous-tangente, (1° partie, 
GS ou en général, PT=yÉ, 


art.47, p.60) qui est PT — He , 


nous éliminons le coefficient différentiel au moyen de 
PL dyynre 
l'équation p—-"., art. II, NOUS aurons 
dx” . 
; I 14 ER 
nt - 


BR 64 Nu 


Prenant en suite la variation par la règle des fractions, 
(art. 11, p. 16, 1°° partie) et (art. 9, 2° partie cal. des Var.) 
DOUS aurons SE s ô 

8PT ou à sous tangante — POVTIP LÉ SE £ 
P B'EERE 
substituant dans cette équation, la valeur de ôp donnée 
par l’éq. (26), nous obtiendrons 


ù sous-tangente ED pa AS æs 0y ras (3 pdox: 
DEEP: hs D bé 

y _ydèy , ypdèx _oy_ ydèy | ydèx 

D Dix DA dx RD IRD RTE 


dy 
remplaçant p par sa valeur -—, art. 11, nous aurens enfin 
dx 


àsous-tangente— 7 — ydoy ydox _., dx _ ydoy 


Up fan ERA y dy dax 
ds a GX dx’ 
ydèx dx. Y 4 Axe ydx SEE 
ne rad 2 Ha Du d ôy Are Je ox. 
dx 


13.— Nous pouvons trouver encore des corollaires très- 
remarquables dans le théorème renfermé dans l'équation 
(21), art 7, qui, jusqu’à présent, nous a servi à établir 
une différence entre les résultats fournis par la différen- 
tation et ceux qui sont donnés par le calcul des variations. 

1° En effet, si dans cette équation (21), nous chan- 
geons V en dV, nous aurons 

| od. dV ou ôd: V—dèdV, 
transposant la caractéristique du second membre, nous 
obtiendrons od°V—ddèV—d iv. 

Par des procédés analogues,nous obtiendrons cette for- 
mule générale DAY ON ME 

2° L'intégrale de la variation d’une foncticen est égale à 
la variation de l'intégrale de cette fontion ou /SU—&/U. 
En effet sinous représentons parU, par exemple, une cer- 
taine fonc.icns de x, de y, de dx, de d°x, etc., de dy, de 
d’y,etc., et que nous désignions par V l'intégrale de cette 
fontion, nous trouverons 


PONS RU: 


Différentiant, nous aurons 
ts d/U ou U:-dV, 
et, par. suite MO LEON 
transposant Ja caractéristique du second membre, (éq. 21, 
art. 7), nous aurons  OU—dùV'; 
intégrant QE 9 ci-dessus), il Héndra 

fRU—ÔV. 

Lane V par sa valeur donnée par l'éq. (32), nous 
obtiendrons erfin : 
OU ONE A CAO "RAT 

3°. — Du théorème précédent, on peut déduire celui 
ci-après, qui est analogue au premier pour les intégrales 
doubles. Soit VS 
d'après l’éq. (33), nous aurons : 

fèU ou ASUS SI; 

et, en transposant les signes f et à du premier membre, 
(art, 7 et 2° ci-dessus), il viendra 


ROUTES 


_On trouverait de même 
MN MS 


Ras 
et ainsi de suite. 

14. — Nous pouvons maintenant chercher quelle est la 
variation de la formule intégrale indéfinie [ U, dans 
laquelle U est une jonction de x, de y et des différentielles 
dx, d’x;'43x,elc., dy; d’v, d3y, etc. 

À cet eftet, supposons que par le calcul différentiel on 
_ ait trouvé 


* dU — mdx + nd°x + pd5x + etc. 
Vs + Mdy + Nd°y + Pd3y + etc. 

Nous pouvons considérer cette équation comme prove- 
nant d’une‘équation d’un ordre immédiatement intérieur 
dont nous voudrions prendre la variation. Or, la dernière 
différentiation .qui nous a fourni la valeur de d u, nous 
ayant donné la velenr.ci-dessus, et notre intention étant 
de faire rapporter cette dernière opération à une variation, 
nous mettrons cette valeur sous la forme 
dU—mdx +nd.dx+pd.d? x+etc. 

+Mdy+Nd.dy+Pd.d’ y+etc., 


En pue 


en séparant par un point sur la droite la caractéristique 
qui y est relative dans les termes qui, autres que mdx et 
Mdy, ont subi plusieurs différentiations, et alors, comme 
nous l’avons fait, art. 9, pour l'équation (23), changeant 
cette caractéristique en à, nous trouverons 

U—môx +nôûdx+pèd? x+etc. } 

+ Môy+Nèdy +Pôd? y+ etc. ( (34) ; 
intégrant et mettant ensuite, dans le premier membre de 
cette équation, la caractéristique à devant le signe d’in- 
tégration f, en vertu de l'art. 13, 2°, éq.(33), nous aurons 
successivement 

FOU— fmôx + fnèdx + fpèd’ x+ fqèds x+etc. 
+ [Môy+ fNôdy + /fPôd’ y + fOd3 y+etc. 
puis, éq. (33) 
ÔfU—/fmèx+ fnèdx+ f pod’ x + fqids x etc. e 
+ fMôy+ fNèdy+ f Pôdr y+ fOËd: yete.| G5)- 

Si dans ie second terme, fnodx, nous transposons les 
caractéristiques à et d, et que nous intégrons ensuite par 
parties (art. 16, p,191, 1°"° partie) nous aurons successive- 
ment rh dèx==n0x -- foxdn. 

Pour taire subir la même opération au troisième 
terme, nous aurons successivement en transposant les 
caractéristiques 

fpôd’ x—/fpd’ èx—/fpddèx—/pd(dèx), 
et en intégrant par parties, il viendra 
fpôd: x—/fpd.(d.èx)-p.dèx--/d.5xdp-pdèx-/dp.dèx.(36). 

L'intégration par parties pouvant s'appliquer également 
à la nee intégrale de cette équation, dans laquelle le 
double signe dû affecte x, nous aurons de même | 
fdp.dèx=dpèx-/fèx.d.dp=—dpèx- fox.d? p—dpèx-/fd? pôx. 

Substituant cette valeurdans l’éq. (36), nous obtiendrons 

pod? x=—pdèx —dpèx + fd’? px. 

En appliquant le même procédé aux termes suivants 
fqèd3 x, etc, nous continuerons à intégrer par parties 
jusqu’à ce que nous parvenions à une intégrale qui ne con- 
tienne plus de différentielles de x mêlées à des intégrales 
et nous trouverons 


faèd3 x—qd° èx—dqdèx + d? qùx—/fd: qùx, 
et ainsi de suite. 

Opérant de même pour y, et réunissant d’une part les 
termes qui sont délivrés du signe f, et de l’autre ceux qui 
en sont affectés, nous aurons ce résultat 

d f U—(n—dp+d° q—-etc.) ox 
+(p- dq+etc.) dûx 
+(q—etc.) d’ ôx-+etc. 
+(N—dP +d° Q-etc.)0y 
+(P—dQ +etc.) dèy (37)- 
_ +(Q—etc.) d’ y +etc. 
+ f(m— dn +d° p—d3 q+etc.)èx 
+ [(M—AN +d’° P—d3 Q +etc.) dy 
15. — Exemple. — Soit la fonction 
te Vdx! + dy? 
pi 
que nous mettons sous la forme 


U = Vdx +dy: x 


I 
| SA 

En différentiant ensuite par la règle de l’art.9, 1"° partie, 
et en remplaçant la caractéristique d par à, art. 9, 2° par- 
tie, nous obtiendrons pour la variation de U, 


Ro CRT D 
OU —Vdx" dy x 6 +—0Vdx + dy’. (38). 
REV y 


Les valeurs des variations indiquées se trouveront en 
‘appliquant les règles dés art. rr et F4, 1° tot on. aura 
donc 


ë es SA LE ST 72 1/2—1$S 
Li A NE NS Et NN TER en EN OR 1 
Vy (y hi FA: 2 Y 
Tue 
a: So 
VON L y'l FPS PAR 1 .0Y 
A — — — PT EL sent ON —— 
“HI 2 F) Tai 
À À #2 yVy 2 YV Y 


5Vdx dy? —0(Jx 2 +dy 2 ee : (dx 2+dy z DEL o(dx 2+dy ‘ *2 


E 
2(11x°4+dÿ7)12 
L. 


dx? +dy? = 


(dx +dy ? )-a(ax dy "= 


LT (3(4x)? +8(dy) = — 
2Vdx’+dy° 2 VIx* + dy? 
24xèdx +2dyèdy 

2Vdax?+dy? 

Substituant ces valeurs dans l’éq. (38), il viendra 
U=VaR + ay |— JL Ôy y. \ 4 2dx0dx+2dyôdy 


(24x dx 5 


2dyèdy)=— 


2 yv y/ LE VY. 2 Vdx? + +dy? 
I Vdx: + dy! + 1 dxè ô dx+dyà dy 
y VW vs 
Poursimplifier représentonsVdx’ +dy’ par ds, art. 88, 
p. 121, 1° partie, et substituons, nous aurons | 


SU 1 ds Sa dxèdx+dyüdy 1 ds as. dx Se 
NUE 2 EEE pre ee LE rer à — 

Ke 2yVy Vy ds 2 yVy dsv y 
Se 


Par comparaison de cetteéquation avec la or 
pous déduirons 


Ma Les N== su Ne O0 ete 
y Va te dsvy 
M—0, 2—=————, p—0, q—0, elc 
ds Vy 


L'équation (37), en substituant les valeurs égales à zéro, 
soient P—0, Q—0, m—0, etc. se réduisant à 
fU=nèx+Nôy+/f—dnèx+(M—dNy, 
en y A . autres valeurs de n, N, M, deviendra 


SUSARE nr de Dj LORS 
me ds es \ds Vy ae 
d re DV Ts GRR  èy Je d (=) 5x 
ds Vy, ds Vy ds V \ds Vy/ 


sy +a( D); dy. nn 
ds Vy/ 


LE) 0 ie 


16. — Le procédé pour déterminer la variation de fU, 
que nous venons de voir, a été donné par Lagrange. 

On trouve à ce procédé l'inconvénient de confondre 
trop les quantités différentielles avec les quantités finies, 
quoique la marche des opérations soit assez simple. 

Nous allons examiner maintenant le procédé qu'em- 
ploya Euler, lui, qui donna au calcul des variations une 
forme plus en concordance avec sa vraie métaphysique. 

Il remplaça d’abord la fonction U par la fonction Vdx, 
dans laquelle V est une fonction des variables x, y, et de 
leurs coefficients différentiels successifs p, q, etc. (voir 


art. LE, Ce etc.); etil trouva pour la variation de 


fVdx, la formule : 


dr dER 
BINAx=Vêx +0| P— ra — AR etc. 
dw dR d° w 
+ a ze + etc. } ie etc) etc. C0) 
. cu Or R : 
+ fwdx, a Lt CET etc. 
a l 


Voici comment il opéra : 

D'abord le théorème renfermé dans l'éq. Ce RE 
nous donne en y remplaçant U par V dx : 

fVdx—/fo(Vdx).(41). 

Nousdéterminerons la variation de Vdx, (art.o,2epartie), 
indiquée dans le seond mombre de cette équation, par le 
procédé de l’art. 9, p. 15, 1°" partie, et en cela, nous agi- 
rons d’une manière entièrement conforme à l'hypothèse. 
où l’on considère ces variations comme des quantités 
infiniment petites ; car,dans cet article 9, 1°"° partie,nous 
n'obtenons la différentielle d'un produit de deux valeurs 
qu’en nous bornant au premier terme de la différence, ou, 
ce qui revient au même, en négligeant les termes en h?, 
en h5 ,etc., du produit z' y’. Donc, en déterminant, d’après 
cet article, la variation du produit VXdxou Vdx, nous 
aurons  Ô(Vdx) ou 5Vdax—Vèdx+dxèV 


et, en transposant les caractéristiques det d, du premier 
terme du second membre,en vertu de l'équation (21),art. 7 
il viendra A(Vdx}—Vdix +dxoV. 
En substituant cette valeur dans l’éq.(41),elle deviendra 
of Vdx=—/fà(Vdx)- —f Vdëx + fdxèV. (42), 

Si nous appliquons au premier terme du second mem- 
bre ce cette équation l'intégration par parties, (art.16,p. 
191, I°'e partie), qui, comme conséquence de l’art, 9, 1° 
partie, suppose encore que à affecte des quantités infini- 
ment petites, nous aurons | 

fVdèx ou fVd(èx)— Vox fox. AV—Vox— fav x ; 
cette valeur substituée dans l’éq. (42), donnera 
à fVdx—=Vôx-fdVox+ fdxoV—Vôx + f (dxèV-AVÈx).(43). 

Pour développer maintenant la quantité qui est entre 
les parenthèses, nous aurons d’abord, art. 44, calc. es 
1e partie, pour la différentielle fotite d'Eve 

V 
= dx + Ha 7 + do dP+ de dT+ tre etc. (44) ; 
remplaçant ensuite les coefficients différentiels par les 
lettres M,N,P,0, etc., cette équation nous donnera (voir 
art. 9): dV—Mdx+Ndy+Pdp+0Odq+Rdr+etc. (45). 

Changeant maintenant la caractéristique d en à, nous 

obtiendrons art. 9, pour la variation de V : 

0V—Moèx+Niy + Pop +Oüùq + Rèr +etc. x 
équation dans laquelle les fonctions M,N P.OR, eto 
des variables y, p, q,r, etc., sont les mêmes que dans 
l'équation précédente. ee 9). 

Substituons enfin ces valeurs de 2V et de av be l'ex- 
pression renfermée entre les parenthèses de l’éq..(43), 
elle deviendra 

dx9V—dVôx—dxMôx+dxNèy +dxPèp+dxQùq 

+dxRôr+etc.—ôxMdx—xNdy 
—0xPdp—ÜxRdr—etc.— 
—N(dxôy—dyox) 

_ +P(dxôp—dpèx) 
+ Q(4x5q—dq8x) 
+ R(dxèr— drèx) 
+ EtCe 


Faisons art. 11, dÿ=—pdx; dp—qdx, dq=—rdx,: atc., 
cette équation deviendra 
dx ÔV—dVox=Ndx(oy—pôx) | 


+ P dx (èp— qùx) 

+Qdx (üq—rêx) } (46). 
+ Rdx (Ôr—sèx) | 
+etc. 

Nous allons déterminer d'abord maintenant les valeurs 
des expressions entre parenthèses en fonction d’une 
même quantité w et de ses coefficients différentiels par 
rapport à x. 

Pour cela nous poserons 

ÔY—pox—w. (47). 

Différentions ensuite cette expression en employant 
pour pèx leprocédé de ladifférentiation de deux variables, 
art. 9, Calcul diff, nous obtiendrons 

d.oy—d{pèx) ou d.0y—pd.èx—dpèx—d.w (48). 
Par le même procédé, prenons aussi la variation de. 
dy—pdx, 
nous aurons 
ody—pèdx +0p.dx ou —podx+dxèp., 
et, en transposant les signes à et d, art. 7. c. variations, 
dans. le premier membre et dans le premier terme du se- 
cond, il viendra 
dûy—pdèx+dxôp. (49). 

- En substituant cette valeur de dûy dans l’éq. (48),celle- 
ci deviendra : 


pdox + dxop—pdèox—dpèix—d.w 

ou, en simplifiant 
| dxèp—dpèx—d.o ; 
en y remplaçant dp par qdx, art.1r, c. des V., elle devien- 
dra  dxôp—qdxèx—dw, ou dx (ôp—qèx)}—du, 
. et, par suite, on aura : 
ne den, 
| TR UT I CT | 

valeur comprise entre parenthèses dans la seconde ligne 
de l’éq. (46). | 


2 LA 


De même, on trouverait 
do à « I duw 
«(oq—rùx)}—d.-—, dx(èr—sox) —d| — d. etc. 
dx(0q 0 ) dx”? ( ) _ d n ) 
substituant maintenant ces valeurs dans l’éq. (46), nous 


aurons 


du du du 
ax dVèx -Ndx.w + Pdx L® + Qd. +Rd|2 EU Fe 
—Nodx + Pdu+Qd. À +Rd a à ete 
bus a ES ë 


Donc, l'intégrale que renferme le second nombre de 

l’éq. (43) sera 
f(AxèV-dVox}- = fNoudx+ fPdw+ QAR +R. (re : ae) 
etc, (50). 

Si nous intégrons, par parties (art, 16, cal. [Intég.)tousles 
termes qui, dans cesesond membre, contient des diffé- 
rentielles de w, du 1°, du 2°, du 3° ordres, etc., nous 
obtiendrons (art. 38, calc. diff.) : 


fPdo—Po— fo L dx—Pu ARE 


du du Pai 
+ fes 
JQ Ft dx 2 d.Q ; » 
et comme la différentielle de O se “uns par rapport à x; 
nous te 


du du d Q mi: dQ do 
ETES EN P : IL de — jé d x RAF 


d.Q 
fa ou 


intégrant par parties, art. 16, C. I., le dernier terme de 
cette éq., elle deviendra 


Se dw  dQ dQ 
fOd. On ee OAQUS DANS pe 


ox ; 


On trouverait . même pour le terme en KR : 


do) #46, 400 Rio Re ETOR 
ÈS le ire Pr ne 
dR 
f w LE a) 


Et ainsi de suite. 4 
ne en les valeurs de fPdw, de f Od. ren de 
do 


fk.d|— An , etc., dans l’éq. (50), il viendra 
dm dP d 
S (dx V —dV ëx) —f No dx+Po— fa vdx-+Q © — 
dO dQ du  dR ue 
A Rd 


I aR\ : dk 
= 2 6— food Œc 5 HNCICN— 
en ordonnant par rapport à w et à ses 


coefficients différentiels = Pwu— _ LÙ + 
X 


PRET 
Rd. Le — Fe + [Nodx fact 
fodT je vd pd A in 
D) ee - + = d ee ete.) + = 
Q— = retc. + d. _ (R—etc).… 
ox Le EN ne. 
+ Ed. ES +etc. \ 


Substituons cette valeur dans l’éq. (43), à laquelle nous 
ajouterons une constante, pour tenir lieu de toutes celles 
que l'intégration par parties s. nous aurons enfin 

dQ aR 

"Vdx=Vo — — d.— — etc. 

ON AX— x + |P tx “ et. 
CS + etc. jet. Fe = d. = - etc. ) etc. 


| Cax\* 
me dO I HR 
+ fodx{ T2 ++ d. ei de —d. Res 


+ constante. 


Ou, en prenant dx pour variable DR 


RE <k _ = — ne 
ee (Or etc. Le D. © (R —etc).etc. 
dx 
Et HOME TR 
—- fodx! N— RE pes es , ete. 
+ Constante C. . FD'{5r) 
17, — Remarque. — Dans cette solution, on suppose 


que la fonction U de x, de y, et des différentielles des dit- 
férents ordres de x et de y puisse se ramener à la forme 
Vdx. Mais cela n'est pas toujours possible. Ainsi, par 
exemple, si l’on avait 
A sea Has X ES 
Hux ina dx °° 
et que l’on fit, comme précédemment 
dy—pdx, 
on trouverait en différentiant (art. 9, C.D) : 
d? y—dp.dx+pd: x. (53). 
Substituant ces valeurs dans l'équation (52), on obtien- 


Grait _ dpdx+pd? x # nue dp Ê de 


ou BE dx | ux dx dx 
ASE 
por AV dix RAY dy d’x, 
De dx RATES ‘dx dx dx 


expression dont le second membre ne se réduit pas à la 
forme Vdx. 
Mais si l’on avait l'expression 

CORRE 

FAUX dede 
et si l'on y substituait la valeur de d’ y, donnée par l’'équa- 
tion (53), et celle de dy—pdx d'où D — p, il viendrait 
dpdx +pd:° x CS dp dx PER EEE 

RTS — —dX, 
dx Pace de 0 El 

expression ramenée à la forme Vdx. 


UE 


Des maxima et minima des formules 
intégrales indéterminées. 


18. — Nous avons examiné, art. 54 et suivants du calc. 
diff., une méthode pour résoudre des questions de maxima 
et de minima, méthode consistant à déduire de l'équation 


y=—fx du problème, la valeur de a 
zéro on à l'infini, pour obtenir la relation entre x et y, 
qui doit avoir lieu au maximum ou au minimum. Mais 
cette méthode n'est pas applicable à tous les cas, et le 
calcul des variations a comme principale application de 
chercher la solution d’un genre de problèmes de maxima 
et de minima qu'on ne saurait résoudre avec la méthode 
rappelée ci-dessus. ° 

Ainsi, si dans un problème donné, on avait seulement 
la formule intégrale fVdx, dans laquelle V serait une 
fonction de x, de y, de p, de q, etc., et qu'on demandât 
quelle est, parmi toutes les courbes qui jouissent de la 
propriété commune /Vdx, celle pour laquelle fVdx est 
un maximum, un tel problème serait d’une nature bien 
différente que ceux que nous avons résolus en calcul diffé- 
rentiel, sur les maxima ou minima. On serait donc bien 
dans l'erreur si l’on croyait que, pour en obtenir la solu- 
tion, il suffirait de passer à la différentielle, comme il est 
rappelé ci-dessus, en Otant le signe d'intégration et en 
écrivant donc Vdx. Cela ne servirait à rien, puisque le 
signe f,quiici nous indique que c’est x que l’on fait varier, 
n’est plus le signe de l'opération contraire (intégration 
de variation) à celle qui se rapporte à des variations, 
mais bien à celle qui se rapporte à des différentielles ; et 
au lieu de passer d’une courbe à l’autre, on resterait sur 
la même courbe ce qui est inadmissible, d’après ce que 
nous avons vu aux articles 2 et 3, précédents. 

Ce ne sera donc pas Vdx que, d’après la méthode ordi-. 
naire des maxima et minima, (art. 54 et suivants du calc. 
diff.), on devra égaler à zéro, mais à /Vdx, parce qu'’alors, 


qu'on devait égaler à 


bien que nous ignorions la relation qui existe entre x et y 
renfermés dans V, nous considérons néanmoins y comme 
une fonction de x, et par suite fVdx comme une autre 
fonction de x, dont la variation est indiquée par le signe 6, 
variation due aux accroissements successifs que reçoit 
une constante qui, le plus souvent,ne paraît pas dans les 
calculs, (art. 4, précéd.) 

19. — Comme nous savons, l'intégration de / Vdx, ne 
peut donc s’exécuter sans qu'il ne soit établi une relation 
entre x et y ; cette valeur nous est fournie, comme nous 
allons voir par la condition même du maximum.En effet, 
la variation de fVdx ayant été déterminée par l’éq. (51), 
représentons pour plus de simplicité, par À la partie qui 
s'y trouve hors du signe d'intégration; la variation à /Vdx 
ét#nt nulle dans le cas du maximum, nous aurons donc 
ONE fodx( NT ee 

L'RORAETSS 

Et bien la relation cherchée entre x et y pour que la 
courbe soit du maximum ou du minimum, c'est que le fac- 
teur,entre parenthèses, de cette équation soit égale à ri 
c'est-à-dire que l’on doit avoir : 


Ne A PS) 
dx dx’ 4 
En effet, dans le facteur N— wP Le O_ — etc. de l’éq. 
ve 


(54), on reconnaît la quantité qui, égalée à zéro, exprime 
(art. 107, p. 277 du calc.intég.), la condition d'intégra- 
bilité de Vdx ; par suite, il suffit que Vdx soit intégrable 
pour que le terme affecté du signe f s'évanouisse dans 
l’'éq. (54). Ce terme disparaît également lorsque Vdx 
n'est pas intégrable, car alors les termes en x et en y, 
renfermés sous ce signe, ne peuvent entrainer la dispari- 
tion des termes en x et en y, des autres termes de l’éq. 
(54), qui, n'étant pas affectés du signe d'intégration, sont 
d'une nature différente. Il résulte de là que si l’on repré- 
sente l’éq. (51) ou (54) par 
À + fu dx+constante—o. (56). 


(en faisant fw dx N sie ete. 4 ax), 
\ x 
on ne peut satisfaire à cette équation, d’après ce qui 
vient d’être dit, qu'en faisant, 
À+ constante — o et fudx — 0. 

Cette dernière équation représente en général une 
courbe, car elle exprime la sommation d’une infinité 
d'éléments que l'intégration convertit en courbe. 

La partie À + constante de l’éq. (56) n6 peut se rappor- 
ter qu'à des point isolés. En effet, l'équation 

À + constante — 0, 
étant une équation rationnelle en x et en y renfermés 
dans À, (ci-dessus), il s'ensuit que cette équation ne com- 
porte qu’un nombre limité de valeurs, qui seront déter- 
minées par le degré de cette équation après qu'on y aura 
mis la valeur de y en x; de plus, les points déterminés 
par ces valeurs ne se apporten t qu'aux extrémités de la 
courbe, car lorsqu'on donnera des valeurs particulières a 


et b aux variables x et y, on ne fera que déterminer la 


valeur de la constante qui entre dans l’éq. (56), en fonc- 


tion de a et de b, valeur qui se rapporte toujours au com- 


mencement et à la fin de l'intégrale, (art. 69, p. 248 du 
calc. intég.). 
Enfin la condition fudx — o (ci-dessus) nous donne 


P \ 
dx [N — ARR re LE 
fodx TRS O, 


et puisque la différentielle d’une fonction égale à zéro est 
nulle aussi bien quecette fonction,(art.43,p.52 du cal.diff.)., 
on peut enlever le signe d’intégration, ce qui donnera 


dx ie + etc. _- GE 


dx 
expression à nr on satisfait en faisant 
8 ete © 
+ GC O, 
Tax * dx 


ce qui est l’éq. (55) qu’il fallait démontrer. 
Remarque. — Nous pouvons remarquer que la pro- 
priété /Vdx appartient à toutes les courbes que nous 


considérons, et que nous pouvons passer de l’une à l’autre 
par degrés imperceptibles, en faisant accroître V d’une 
quantité infiniment petite èV. 

Dans cette hypothèse, V devenant V + êV, la formule 
fVdx se change en f(V+8V\)dx ou /Vdx+ fèVdx et s’ac- 
croît de la quantité fVdx, quantité qui, par la transposi- 
tion des signes f et à revient à /Vdx. (art. 13, 2°, cal.des 
var.). Nous reconnaissons, dans cette expression, la varia- 
tion dont nous avons déterminé la valeur par l’éq. (51), 
art. 16 ci-dessus, et qui devant, comme /Vdx, appartenir 
à toutes les courbes du genre que nous considérons, n’en 
spécifie aucune en particulier. 

Ensuite, en égalant à zéro la variation fVdx, (art. 19 
ci-dessus), nous déterminons cette courbe quelconque qui 
jouit de la propriété requise, à devenir, entre toutes les 
autres, celle qui convient au maximum ou au minimum ; 
nous franchissons en idée toutes les courbes intermédiaires 
comprises entre la courbe primitive et la courbe du maxi- 
mum où du minimun, pour que la première deces dernières 
courbes se change en l’une des deux autres, alors, dans 
le cas du maximum, par exemple, une ordonnée quelcon- 
que MP, devenue MP’, aura reçu un accroissement fini, 
composé de tous les accroissements successifs que la 
courbe aura reçus en passant par toutes ces positions 
intermédiaires ; et puisque MP est une ordonnée quel- 
conque, la même chose aura lieu pour tous les points de 
la courbe variée, qui, par suite, sera entièrement distincte 
de la courbe primitive ; mais la variatiou à V représentant 
la variation qui a lieu lorsqu'on passe de la courbe primi- 
tive à la courbe infiniment proche qui lui succède, cette 
variation 6V, quand la courbe primitive aura varié, se 
rapportera alois à la courbe infiniment proche qui succé- 
dera à la courbe variée, et restera par conséquent une 
quantité infiniment petite. 

20. — Nous avons posé, art. r6, ci-dessus, éq. (47) : 

W—ÔY—pÔx. 


UCI 


S1 nous substituons cette valeur de w dans l’éq. (57), ïl 


viendra dP 
(dy—pèx)dx NS + etc: | 
où, Gypèn (NT + ete. 0. (58): 


et l’on peut satisfaire encore à cette équation en établis- 
sant cette relation entre y et àx : 
ÔY — pox — 0, 

ce est conforme à ce que nous avons démontré, art 6, Re- 
marque, cal. des Var., que ôx etèy étaient dépendants 
l'un de l’autre — Une autre conséquence qui estégalement 
_ conforme à ce même article, c'est que l’éq.(55) subsiste 
encore lorsqu'on ne tient pas compte de Ôx ; car alors 
l'éq. (58) se réduisant à 


dy |[N— Æ “e ete. 0, 


on en déduit également 


daP 
Ne etc" 0; 
dx 
Remarque I. — Lorsque nous avons ôx—0, nous tom- 


bons dans le cas où la variation de y se confond avec la 
direction de cette ordonnée,art. 2 précédent, ce qui n’em- 
pêche pas que la condition du maximum ou du minimum, 
entre toutes les courbes, ne subsiste toujours. 

Remarque ZI. — Quand les variations n'ont lieu que 
dans le sens des ordonnées, il est évident que celles des 
points extrêmes, par exemple M et M, fig. 2, sont des : 
lignes droites MN et M'N’, dirigées suivant le prolonge- 
ment des ordonnées. 

Remarque III. — Mais lorsque x varie aussi bien que 
y, lesextrémités M et M'fig.6,des ordonnées MP et M'P", 
décrivent des courbes MN et M’'N'; car les points M et M” 
se mouvant dans des directions qui ne sont plus celles de 
MP et de M'P’, décrivent en général des courbes, en ad- 
mettant comme cas particulier, que ces courbes se ré- 
duisent à des lignes droites. (voir art. 23,fin.) 


21. — Lorsque Vdx est une différentielle exacte, l’éq. 
N Er + CAE etc.—0 
GÉLART | 


one DO re 


a lieu par elle-même, art. 107, p. 277, calc. intég., et alors 
la valeur de àfVdx, ou plutôt celle de /Vdx, ne peut 
renfermer que des quantités intégrées. Or, par la trans- 
position des signes, art. 13, 2°, calc. des var., [Vdx 
devenant /dVdx, si l’on considère y, renfermé dans V, 
comme une fonction de x, le produit Vdx ne sera alors 
qu'une fonction V de x multipliée par dx; et /Vdx 
représentera (art. 62 du calc. intég.), l’aire d’une certaine 
courbe. La variation de cette aire étant exprimée par 
of Vdx, ne sera donc qu’un accroissement de cette aire, 
et par suite /ù f Vdx ou f fàVdx serala somme ouintégrale 
de toutes ces aires élémentaires. Représentons cette inté- 
grale par ox+c, et prenons-la entre les limites x=a et 
x—b,nous aurons, (art, 69, calc. intég.), l'intégrale définie 
a 
ie OX + C—=pa+c— (vb Ec)—=va=vp, 

et l’on voit qu’elle ne dépend pas des coordonnées des 
points intermédiaires de la courbe variée, mais bien des 
abscisses OH—a et OH'—b des points M et M’ pris 
comme extrémités de cette courbe, fig. 6. 

De même si l’on a l'expression /Vdx et que l'équation 

(art. 107, calc. intég.) 

| dPisEd,0 

NTI 

dx dx! 

la variation à /Vdx ne contiendra aucune formule intégra- 
le ; d’où 1l résulte que f Vdx sera une fonction déterminée 
des valeurs x, y,p, q, etc, c’est-à-dire une fonction immé- 
diatement intégrable ou même délivrée du signe d'inté- 
gration. 

22. — Revenons à l’éq. (56) ci-dessus, et prenons la 
partie de cette équation qui n’est pas affectée du signe 
d'intégration et qne nous avons représentée par 

À +constante. 

Nous avons vu, art. 19, précédent, que cette expression 
représente des points isolés qui sont les extrémités de la 
courbe représentée par l’autre partie de l’éq. (56).Lorsque 
ces extrémités sont des points fixes, cette expression ci- 
dessus s'évanouit. 


= DÉC) 


En effet, la variation cessant d’avoir lieu en ces points 
fixes, si nous en représentons les coordonnées par x',y’, 
et par x”, y”; ôx et ôy ne subsisteront plus lorsqu'on don- 
nera à xet à yles valenrs x’, y’ et x”, y”, ce qui exigera 
que les termes compris dans À (éq.56) s'évanouissent lors- 
qu'on prend l'intégrale définie, (art. 69, Cal. intég }, car 
ôx et dy égalent zéro, et w—0y—pèx—0, éq. (47) art. 16 ; 
donc éq. (51), éq. (54) et éq. (56), il en résulte À—0o. 

Il ne restera donc de l’éq. (56) que l'expression fudx—0o 
pour déterminer la relation qui doit exister entre x et y 
pour que / Vdx soit au maximun ou au minimum. art. 19 
ci-desus. 

Remarque. — Nous pouvons constater que le problè- 
me général qui fait l’objet de notre discussion est en quel- 
que sorte l'inverse de celui que nous offrent les maxima 
et les minima ordinaires, art. 54 et suivants, cal. diff., car 
dans ceux-ci la relation entre x et y est donnée immédia», 
tement, tandis qu'ici elle résulte de la condition même 
du maximum ou du minimum, comme nous avons vu à 
l’article 19 ci-dessus. 

Nota. — Les problèmes que nous examinons mainte- 
tant, par le calcul des variations,se rapportent à des maxi- 
ma ou à des minima absolus. 

Plus loin, à l’article 31, nous examinerons une autre 
classe de problèmes que nous comprendrons sous la déno- 
mination de maxima ou de minima relatifs. 

Les exemples que nous donnons font mieux saisir la 
différence entre les deux classes de problèmes que des 
définitions. 

23.— Application. — Chercher quelle est la plus cour- 
Le des courbes menées entredeux points À et B, sur un plan. 

L'expression de la différentielle d’un are S de courbe 


étant (art. 88. p. 121, cal. Pre 
dS—Vdx + dy: oudx À/1+ SE LR BE qu /1+ + D dx, 


sera, dans le cas actuel, celle que nousavons ma 
par Vdx, donc nous aurons 


6 


es 82 __s 
2 


vr 


et, en remplaçant D par p, (art. 11 DR il viendra 
V—Vr+p'. 

Cette formule qui ne contient que la variable p, nous 
donnera l'expression = du coefficient différentiel P, 
art. 16, précédent, savoir 
dV—d Vip —d (1+p° Jr=— (x+ pt)" d (r+p°) = 


TL 


a(1+p° == 5e : 2pdp— ST dp, d'où 


2) Fe I + p° V 1+p° 
ONE D 
dp V I. p° 
Nous aurons donc, art. 16, précédent, 
MoN pe CP 6 et 
dp V 1+p° | 


On voit donc, par ces valeurs, que les termes dans les- 
quels entrent V, P et _ , doivent être seuls conservés dans 
la formule (51), qui, par suite, re dans le cas présent 

of Vdx= Vox +wP + fudx (—$) . (59 bis). 


En substituant ôy—pox à la place de w, art. 16, on aura 
of V PR De DA EE pox) (=> 
Ge —Pp) 2x + Po —f (y pèx) © dx. (60). 


Le premier membre de ss équation étant nul par la 
condition du maximum ou du minimum (art, 19), et la 
partie qui est indépendante du signe d'intégration s'éva- 
 nouissant dans l'hypothèse où les extrémités sont des 
points fixes (art. 22 ci-dessus), ne. (60) se réduit, 
dans ces conditions, à 
O—— f (dy pôx) S 4e VE 


> 
= Q Er 
S D) 


Et comme cette intégrale est égale à zéro, il en est de 
même de sa différentielle(art. 19, ci-dessus) ; on aura donc 


(2y—pèx) = dx—0. 
Nous satisfaisons à cette équation, en posant 


LS dx = 0 (61). 


La troisième des équations (59) nous donne la valeur de 
P, et endifférentiant cette équation, On aura (art. 17, cal- 
cul différentiel) : 

— GERAD Pet + ee \ dp 
| x dp dr TD Vi+p® Ads 
et en différentiant par la règle des fractions, (art.r1, calc. 
diff.), on aura d’abord 
fr Enr An =nAv 1 
nn te) 
VI+p° I+p 


Mais pd. Y1+p°-pd.(1 Hp?) #=p- (1+p°)-1d.(r1p°})— 


I I p° dp 

& — ? d = . 

2 P(xxp: ) He P P Vip: 
Substituant dans l’éq. (62), il viendra 


PART 2 d 
CAD DDR : 
CT I Ir D 2 
VI+ TRE EME Pal 
pi 1 p: 
RACE au même dénominateur et faisant la réduc- 
tion, nous obtiendrons 


PP db pb /#pedpe sdp{rrp)-dpp 
D ne ED NA CPP) 
D OPA j. | 
GÉRSNAMENSE 
par suite, il viendra enfin 
dP _ 1 dp CD NP TER Du 
Do pee. (ME pr 


er 
A 1T 


V 
a 


Eu substituant dans l’éq. (61) ci-dessus, on aura 


nd dE XÜx ju es XP 
G+p)Vi+pt 4% (1+p°)V 1+p° 
d’où dp—o et en intégrant (5°, art. 6, calc. diff.), 
il viendra | p—constante ; 
ou en désignant cette constante par b, nous aurons, p—b, 
et par suite, comme nous avons vu précédemment 

- =p=—0, Ou vire 
intégrant de nouveau, nous aurons 
_ fdy=b/fdx+constante, ou 
y—bx+c. (63), 

pour l'équation de la courbe, laquelle se réduit donc à une 
droite. (Voir art. 20,remarque III ci-dessus et mon recueil 
de formules p. 124). 

24. — Pour déterminer les constantes b et c de cette 
équation nous examinerons trois cas différents, selon que 
les points extrêmes À et B de la courbe cherchée sont 
fixes tous deux, ou si l’un est variable et l’autre fixe, ou 
enfin s'ils sont variables tous deux. 

Nous examinerons d’abord le premier cas où les deux 

points extrêmes sont fixes. Soient leurs coordonnées 
| X—X, V6; CL sets nl) 

Ces coordonnées devant satisfaire à l’éq.(63),nous avons 

6—ba+c, 6 —ba+c ; | 
et, en retranchant membre à membre, 


—6'—Da—ba—b(a—x') d'où b — ne ou en multipliant 
X—% 


6 —6 


ET 


par -1 les 2 membresdela fraction b— 


6 , Ga r Dal :607-6'al pa 


etc 6 pepe t 


! 


x —4 e Dle a —x 
C'x—6G'x—6Ga' +64 6G'x-6a! j S 
——— © — — ou en multipliant par — 1 les 
(ete À (eme À 
x6— 46 
2 membres c— — ; 


L—Q 


en substituant dans l’éq.(63) ces valeurs, il vient pour 
l'équation de la courbe cherchée ayant les extrémités A 
et B fixes 


0 —6 . x'6—06 
TV d'=x da —4 
25. — Lorsque les extrémités A et B de la courbe cher- 


chée ne sont pas des points fixes tous deux, la partie 
(V—Pp) ôx+ Pôy de l’éq. (60), qui est représentée par À 
dans l’éq. (56), ne s’'évanouit plus à cause de la non-exis- 
tance des variations ôy et ôx. (voir art. 22). Mais comme 
le premier membre de l'éq. (56) est égal à zéro, la partie 
fuxdx ne peut, comme nous l’avons vu, art. 19, anéantir 
À; par suite, pour que la condition À+-/fu dx—o soit 
remplie, il faut donc que À soit nul séparément et qu’on 


ait ainsi ‘ À ou (V—Pp) èx+Pôy—o. 
Substituant dans cette équation les valeurs de V et de P 
ou Vi+p* et P , données art. 23, elle deviendra 
VI 2 p° ; - 
Var L =) dx + P by 0: 
Vi +p° / Vi+p 

d'où, en réduisant au même dénominateur, 

Hs atom ÔxX TEL ENRS ÔY —0 

VIE p° Vi+ p° VI 1 


et, en multipliant par V5 5 p' > 


(1+p2)x —-p'ôx+poy— o ou PRE ÔX—p ? 0x + poy—0 
ou 0 | 


Remplaçant p par sa TE nous aurons 

À dy. dy; L dy v 

OX. + -= OV Y—=—O0xX Où —= = ——1.(64); 
Tax dax ce dx Ôx (64); 


équation qui ne pourra être satisfaite que par les coordon- 
nées des points extrêmes de la courbe (art. 19), coordon- 
nées qui varient évidement avec ces points. 

26. — Supposons donc le second cas, art. 24, c'est-à- 
dire que l’un des points extrêmes soit variable et l’autre 
fixe. Soient x’, y’ les coordonnées du premier et x”, y” 


celles du second. L’équation (64) devant être satisfaite 
par les coordonnées x’et y’, nous aurons 
over dy °y' 
dx'ôx dx’ 5x ER » (65) 
Cette équation exprime la condition pour que la courbe 
que décrit le point mobile x’, y’, soit coupée à angle droit 
par la courbe cherchée. 


En effet, ET as expriment les tangentes tHRORCNES 
tiques, (art. 51, Ces diff. éq. 82bis, et recueil p. 124), que 
Ja courbe proposée et la courbe variée forment à leurs 
points de contact, par suite la condition néssessaire pour 
que ces tangentes (donc les courbes) se coupent à angle 
droit est exprimée par l'équation (65) ci-dessus, (voir 
recueil p. 124, 10 HZ 'eL DHI20, 47/04 a)). 

La condition nee C1- dessus pour le point variable 
et celle de la fixité de l’autre point donné par les coor- 
données x” et y”, suffisent pour déterminer les constantes 
b et c de l'équation (63). 

27. — Supposons maintenant le troisiéme cas, c’est-à- 
dire celui où les deux points Pie eue À et B sont varia- 
bles tous deux. Soient x’, y’ et x”, y” leurs coordonnées ; 
comme elles doivent satisfaire à l équation (65), on aura 


È et 0, ; L Ds 0e 

Ces équations expriment que les courbes LM et NP, 
Fig fig. 7, décrites par les points ex- 

Y >: trêmes doiventêtrenormales ou 
M se couper à angle droit avec 
A E la courbe cherchée, (art. 26), 

À courbe cherchée qui, dans le 
cas présent, se réduit à une 

4 . ligne droite A B, art. 23. 

g 7 X  Larelation qui existe entre 


les coordonnées de cette courbe cherchée minimum, 
art. 23, étant, (voir art. 19, éq. 55) : 


N=_9F +etc.—0 ; 
dx 


Le 87 ve 


cette équation devient, dans notre cas, 

dP=-0! 
et nous ramène à l’éq. (61). Or, art. 23, nous avons vu 
que cette éq (61), nous conduisait à dp—o, et que l'inté- 
grale de cette dernière était p—b ; substituant à p, sa 
valeur , Nous aurons — d'où dr = 
Substituant ces dernières valeurs dans les équations (66), 
nous obtiendrons 


Ov! Ov" 
b> i=otet D 22 i=0 
x Ô 


x' 
d'où OV’ I Ôv" I 
DE + — —=O0 ot + 4—=O 
üx b Ô2 b 
ou Ô v! I NUM ERT ER T 
ne a =, (67). 
2 b ÔX b 


Ces équations (67) ne contiennent plns que les varia- 
tions des points extrêmes x’, y’ et x”, y”, et nous pourrons 
éliminer ces variations si nous connaissons les courbes que 
ces points devront parcourir. Supposons donc que ces 
courbes soient représentées par les équations différen- 
tielles suivantes 

dy —+(x, y)dxet dy —#%(x, y) dx ; 
nous en déduirons, art. 9, 
y — (x, y)ôx et ôy — 4 (x, Y)0 x. 

Ces équations devant être satisfaites, l’une par les coor- 
données x’, y’, et l'autre par les coordonnées x”, y”, 1l 
viendra donc 

Ne 
\ es Se 7 
d’où Sr = px yjet 5 —ÿ(x", y). 


o (REV ÔX! et ôy" = D (x y') 0x2: 


! 


Substituant dans les équations (67) ces valeurs, pour éli- 
miner les variations, nous obtiendrons enfin 

/ ! L I 

LATE IS 

28. — Nous avons vu, art. 16 et 18, que V étaitune 

fonction de x, et de y fonction de x, et de leurs coeffi- 


cients différentiels successifs ; mais si cette fonction V 
contenait encore une ou plusieurs variables z,t, u, etc., 
et leurs coefficients différentiels successifs, l’éq. (45), 
art. 16, deviendrait 
AV—Mdx+Ndy+Pdp+Odq+Rdr+etc., 
+N dz+Pdp+0Qdq,+Rdr,+etc., 
+N,dt+P,dp,+0;dq,+R;dr, etc. 
+: etc. : + etc. Fr elcME Lelc: 

Dans ce cas, l’éq, (51), art. 16, s’augmenterait des ter- 

mes relatifs aux variables z, t, u, etc., et 1l Ta 


(68) 


sf Vax= Voxiu(P- + _— Le te.) ak (9-© S+etc. }+ Û 
judx(N _ _. Sete.) + 
| u(P, T2 + ete. }+S (0, —< — di etc. }+ 
fo, ax(N, — _ + (69) 
w, 7 = +etc. : LE À Q,— Pr -+etc.) + 


4 
Jo,dxiN, — _. Hete.) + 


etc. +etc.+etc.—+constante. 

Dans le cas du maximum ou du minimun, le second 
membre de l'équation (69) devant être nul, art. 18, il faut 
pour que cette condition soit remplie que, art.19, la partie 
affectée du signe d'intégration soit nulle d'elle-même, ce 


qui nous donne 


fw dx (N — _ + etc.) + fo, dx (N Œ 


dP 
N = SE e .——— e 
(N, e +etc.) +etc.—0 


Mais les variables y, z, t, u, etc., étant indépendantes 
U , ’ . , . 
l’une de l'autre, cette équation ne pourra se réaliser que 
pour autant que l’on aura séparément 


fo dx (N — pen AS = 
dx \ 
’ / dP \ 
dx [N — —! +etc.) —0o, 
RACE de | (7o). 
\ { 
fo,dx n. utete.| 0, 
/ 
etc. 
En différentiant ces équations nous aurons (art. 19.) 
w dx (N = tete.) = 0: 
w, dx à — Le +ete. 0, 
dx ) 


\ 
w dx ee EU — 0, 
dx 


Bic 
expressions auxquelles on satisfera, art. 19, en faisant 


N — +etc:=0 | 


< 


T dr, Acte 
N — de +etc.—0 CS 
D COMPECRES 
dx 
etc. 


Telles sont, dans le cas présent, les relations qui 
doivent avoir lieu pour que la courbe appartienne à un 
maximum ou à un minimum. Comme l’on voit, ces con- 
ditions sont analogues à celle exprimée à l’art. 10. 

29. — Comme application de la théorie que nous venons 
d'exposer, proposons-nous de trouver les relations qui 
doivent exister entre les variables x, y et z pour que l’ex- 
pression suivante 

Vdx: +dy° +dz’ 
Fr Jr: (72), 
vx 
que nous poserons ici égale à Vdx, expression (72) qui 
appartient au problème de la brachystochroine, ou ligne 
de la plus vite descente, soit un minimum. 


Pour plus de simplicité dans les calculs, les axes coor- 
donnés sont disposés comme l'indique la fig.8. 


Pour simplifier, posons = UC eZ pd OU y = Te 


dx 
et dz—p,dx. 
En substituant dans la formule précédente, nous aurons 
Vdx?+p°dx°+ p dx? V(r4 p:+p?)dx? __ Vr+p:+p? 
RE PL pape) AU LEP ÉRRERSS 
vx vx Vx 
Donc, dans le cas présent, l'expression Vdx est repré- 


sentée par Vitp'+p? dx ou 
Ve | | 
V 2 2 : 
VE 
Vx 


Et comme le problème ne comporte que les variables 
X, y, Z, les termes des équations (69) qui contiennent w, 
et les suivants n'existent pas ici. 

Les autres termes se modifient par les valeurs suivantes 
qu'il faut y introduire, (art. 16 et 23): 


dV PNA 
=R=0 N=%=0 (4) 
av av 
Dors —dp, (75); 
OR O7 ECHO EE PREND ABLE 
de 


Ne conservant donc que les termes V, P, P, — 
l'éq. (69) se réduira à 
2 ; daP dP 
2 Vdx=Vax uP 40 P + Jodx|— a) vds - Re “e 
constante. (76). : j 
Mais, art. 28, les formules intégrales du second membre 
de cette équation doivent être nulles séparément, donc 


on a fodx|— a) Jo dx): 


dx’ Edx ” 


d 
En différentiant ces équations, on obtient 
—wdx LS —0 cu 0 
xs) ARE 


et en supprimant les facteurs —wdx et —w,dx, il vient 


HN AE 
d'où en passant aux différentielles 
A0 de 0%eLAP==0" 
Les intégrales de ces équations sont des constantes 
(art. 5, 5°, p. 12 du calc. diff.), donc 
Bd ét e=D (77): 
mais nous avons, Ci- dessus, 


av dv 
ct. 
dp dp, 
différentiant donc l’éq. (73) par rapport a p et à p, nous 
trouverons 


Ce REbBDE 


d. par rapport à p et divisé par dpi 


dp Vx | FE 

dvrtpt+p déitp’+p:)® 1(rtp°+p:)"d(r+pt+p;) 
RAR TETE dpvx a 

PROD pe) DID P 


2{rspt+p°)'"dpVx 2 Vi+p° +p dp Vx VI+p®+p; Vx 
De même, on trouverait, en différentiant la même 


éq. (73), par rapport à p, : 
dv 


P ; et comme nos SENTE 


Abe VI+p° +p° Vx dp dp, 


RonHfardonc  P=— P Ship à P —— ; 
VxVi+p? + p; VxVi+p: +p;° 
substituant ces dernières valeurs dans l’éq.(77),nous aurons 


: LENS RE Rene. As) 
VxVr+p' +p; VxVI+p° + p}° 
I 
éliminant ensuite ee I ces équations, il 
Vx VI HONDE 


viendra 


P_VxyrEp +p; et = vxvr +p° +p,' d’où 
DAiD Dre zrre 
2=$ » oucomme pet =, 


voir ci-dessus, nous aurons 


bp—ap, ou b cree a a et en intégrant nous obtiendrons 


dx 
dy OZ : < 
fb == — fa— ou bfdy — a fdz par rapport à x, ou by — 
LA AT pe dx 5 
az, d'où y— ° z et en ajoutant une constante. nous aurons 


enfin fe Du+e. (78), 


équation qui représente une droite KL située dans le plan 
YOZ, (recueil p. 124), et qui a pour coordonnées en 
tous les points x—0 puis- 
qu'elle est située dans le 
plan des y,z,et dans ce 
dernier plan aux points K, 
m'meto 
ÿ—0;7—0kouc; 


YGAOP:; FREE 
ÿY=—=0p:; 7m DE 
etc. 


Cette éq. (78) nous montre que quelle que soit la va- 
leur de op—y que nous considérerons comme abscisse, la 
valeur correspondante pm-—z que nous considérerons 
commeordonnée, déterminera sur la droite KL le point m 
par où nous devrons mener la troisième coordonnée x, 
parallèle à l’axe des x, pour avoir le point n, de la courbe 
cherchée. Donc la droite KL contient les pieds de toutes 
lestroisièmescoordonnéesquisonttoutes parallèles entr'elles 
puisqu'elles sont parallèles à l’axe desx. Or, ces parallèles 
menées par tous les points d’une même droite KL, sont 
comprises dans un même plan(s° livre géom.élémentaire); 

donc la courbe cherchée est plane. En effet, si par tous 
les points n, n'’, etc. de la courbe cherchée MN, nous 
abaissons des perpendiculaires sur le plan YOZ,perpendi- 
culaires parallèles donc à OX et donnant les x, comme 
ces points sont tous sur la droite KL située dans ce plan, 
KL est la projection de la courbesurce plan; si de chaque 
point de la courbe nous abaissons ensuite des perpendi- 
culaires sur le pian YOX, ces perpendiculaires sont toutes 


ns 93 mms 


égales et parallèles respectivement aux parallèles mp, 
m'p',etc. à oz et donnent les 7; et si enfin nous abaïssons 
des perpendiculaires sur le troisième plan coordonné 
XOZ, ces perpendiculaires seront toutes égales et paral- 
lèles respectivement à op, op', etc. et donnent les y ou 
troisièmes coordonnées. 

Nous savons donc déjà que la courbe cherchée est à 
simple courbure, c'est-à-dire plane, et que par suite, elle 
peut étre déterminée par deux coordonnées x et z seule- 
ment,dont l’uneest verticale;remplacons cette coordonnée 
verticale par y, dans l’équation (72), pour avoir les deux 
coordonnées x et y, et cette éq. du problème deviendra 


V dx? + dy’ 
VE 
que nous poserons comme ci-dessus, égale à Vdx, d'où 
V dx’ +dy’ dy Fe 
nous aurons Vdx—————— ‘het comme==p,, d'où 


Op idr ronmrauramds dy "dx (pt dx — 
dx? (1+p° ); substituant cette valeur dans l’éq.,…il viendra 


var EP , d'où venir, (79). 


y \e 
L'éq. (51), dans le cas présent, ou ce qui revient au 
même l’éq. (76), comme il n’y a que deux variables, se: 
réduit à 


of Vdx= Vox +wP + fudx à 5) (80), 


car les termes en w' disparaissent. 
De ce qui précède nous tirons 


dv 1+ p° 
N ou de = —€q:(70)—d. E LR. À: dy—d.V 1+p° —:dy— 
y me 2 


puisqu'on différentie par rapport à y — ME de 
| dy y 
DRE D VAL D ec uv 1+p°/ AN RE 
LR AI ARE RER EE AY y “ie Fe 
dy va dy ÿ dy \ En 
| _ I RéRNerr 
— V 1+9p° == LP Du er 2 Ur EE pire 


2 3 y3/ PES | Vy: 2 ÿVy 


Y [V 
P ou D — éd. (79) = 0 È es oe puisqu'on dif- 


k I 
férentie par rapport à p, on a comme constante — 


US Ÿ 
à V lp d 2 \1/2 
CRD UP sant (1+p°)-# d (1+p°) divisé 
dpvy dp o J'RER 
Ha y LE 'POP ANSE 
par d Vy = 2pdp : dpv RE GO TEE 
P 2 ee 2) y V 1+p: 
—————. (81). 
VY V ANSE ù 


Admettons d’abord que les points extrèmes soient fixes, 
alors la partie Vôx+Pw de l’éq. (80), indépendante du 
signe d'intégration, s’évanouit, art. 22, et il ne reste que 
l'équation 


fax N— D dans le cas du maximum ou 
du minimum, d’où l'équation de condition 
S N— ae 0 LOU NOX-TILe 


dx 
En la multipliant par p,on obtient Npdx=—pdP, et com- 
me Se ou dy—pdx, il vient 


substituant cette valeur dans ie de dV, (art. 16), cette 
dernière se reduisant, dans le cas présent, à 
dV—Mdx+Ndy+Pdp, 


et remarquant que dans le cas de l’éq. (79), M ou =— se 
réduit à zéro, il viendra de 
4aV=pdP + Pdp, 

intégrant par rapport à p, en considérant pdP comme con- 
stante nous aurons 

V—Pp+constante, (82). 
Substituant les valeurs de V et de P données par les éq. 
(79) et (81), dans l'équation (82), nous aurons 


MCE Pas = AREAS p+constante— HS DR + con- 
Vy VyVi+p: Vy Vi+p’ 
stante ; 


_—— 9; — 


en multipliant les deux termes de la première frac- 

tion par V 1Ep® etrassemblant les termes en p dans le 
premier membre, 1l vient successivement 

LS ESRI p° 

VyVitp Vyvirpt 

VU EME ET ER 

VyVitp® VyvVitp 

d'où — | Lie ct, d'où — 

Ai Vr+p® Wap 


d’où - Ê 


VyG+p') 
I I 
——— — (ct), d'où Y(IHP) => — —; 
RD) Gr AS, (constante) ” 
mais l'unité divisée par le carré d’une quantité constante 
est encore une quantité constante; nous la représenterons 
par b, et nous aurons pour l'équation ci-dessus 


+ constante, d’où 


nie 
= C*, 


te 
CA 


— ct, et en élevant au carré, nous aurons 


y(1+p° our d'où 1 +p° — Fe et par suite 


D DV DV 
—=-—I1— 83) ; ) 
y pe à F 
remplaçant p par _ , et passant à la racine, il viendra 
Jay Ÿ by pond by 
LS 84) ; 
= y’ d'o ASE \ +) ( 4) ) 
d'où ydy—dx Vby—y? 
d’où enfin ARE _— : 
Vby—y 


ce qui est l” équation de la be du cherchée. Si nous 
la comparons à l’éq. (172), p. 150 du cal. diff., nons recon- 
naissons aisément que c'est celle d’une cycloïde à base 
horizontale, dans laquelle b serait le diamètre du cercle 
générateur. Si a est le rayon de cercle, b—2a, et l'équa- 
tion ci-dessus devient 


LOS mes 


ce qui est l’éq. (172) rappelée ci-dessus ; elle nous donne 


nr AR NET 
V2ay—y2 


Pour effectuer l'intégration, posons a—y—z, d’où en 
élevant au carré et réduisant, il viendra a? -2ay +? =2", 


d'où 2aÿY— y? —a? —2?. 
Mais l’expression a—y=—z étant différentiée donne 
dy——dz. 
Substituant ces valeurs, ainsi que celle de y—a—z tirée 
de a—y—z, dans la formule (86), on aura 
23 [2 (dr) rar ee Î LOZÈRE 
Je nr TRR'TE. Va 7? 
1 ne 
J Va —7 DE 
Pour effectuer d’abord l'intégration de [ Pie LS 
V a2 —7? 


tiphons par le nombre 2 les deux termes de la fraction, et 
nous aurons 


[= zdz 27047 PR a 2L 02 RER 
He ar re 24 a? —7? MERE 


: I 
fees DIT E EREe fe Era ti — 
£ 2V a? —7? 2V a? —7? 


remarquant que — 2zdz est la différentielle de l'expression 
I 


a —z' qui estsous le radical — donc — — - 
2V a° ——7; 


NES Re — 


(@-2)=-- : 


2V a? —72 2 V a? —7! 

Pour effectuer ensuite l'intégration du second terme de 
l'équation (87), remarquons que nous ayons (équation 
(14) de la p. 187 du calc. iutég.): 


dx x \ 
QU LU St ATO MODS EEE 


[2 V a? — x? a / 
donc ici nous aurons 


__adz adz Z\ 
— EL = ANA COS 
V A2 es ER V a? —7? a 


Substituant les valeurs des intégrales que nous venons 
de déterminer, dans l’équation (87) et nous aurons 


PRE : Z 
X=—— — Va — 7° + a arc (eos = + à 
2 a 


ou en remplacant z par sa valeur a—y, et en ajoutant la 
constante C, il viendra enfin pour l'équation de la courbe 
cherchée 


D ra DA: a—Yy 
Ne — male) 2__(a—V} Œn y ue ic ! — 
X À a? —(a—y} + a arc ee à }+c 
CIN NT nn ARR 
=V a {a—2ay+yi)+ a arc (cos = 7 + C = — 


—V 2aY—y® + a arc |cos = Hi + C: 


OÙ - X—a arc cos == ee — = Vay= y? +.C. (38). 


Comme nous avons deux constantes a et C, il nous 
faudra deux équations ou conditions pour les déterminer. 
Ainsi, par exemple, si les coordonnées des limites de 
l'intégrale sont, (fig. 9), pour le point o, x—o et ÿ—o0, et 
pour le point D, x—o D—d et y—0, en substituant ces 
valeurs dans l’éq. (88), nous aurons dans le premier cas 


F'Eg. 9 


(Nota. — La 
fig. o peut être 
établie, les axes 
disposéscomme 
à la fig. 50, p. 

x 148, 1° partie. 


O—a arc (cos = a 2 O0 +C—aarc (COs—=1) FC. 0 (69) ; 
et dans le second 

d—a'"arc cos — ce 0-4 arc (COS) 30, 
et comme l’arc qui a l'unité pour cosinus est égal à zéro 
ou à un multiple de la circonférence, nous prendrons 


pour le point o la première hypothèse, parce que la fig. 9 
| | 7 


nous indique qu’en ce point o les points À et M se con- 
fondent, (0A—AM ), et l’'éq. (89) se réduira à 
o—a(arc o)+C—0-+C—C. 
. D'un autre côté, nous remarquerons qu’au point D, 
l'arc qui a l’imité pour cosinus est égal à la circonféreuce. 
Représentons donc par 27 la circonférence dont le rayon 
est 1, nous remplacerons par suite à arc (cos==1) par a27 
ou 27ra et nous aurons 
d=—27ra +C—2ra +0—27a 
d'où d 
: A7, 
*. 27. 
Donc les constantes seront 
C=o et a——. 
27 


30. — Nous avons admis, dans ce qui précède, que les 
extrémités de la courbe étaient fixes ; et que par suite la 
partie Vox+Pu s'évanouissait ; mais si les extrémités ne 
sont pas des points fixes, on doit tenir compte de ces 
termes Vèx+ Po ou Vèx+P(5y—pèx) de l’éq. 59!i et 60, 
qui quoique renfermant des quantités infiniment petites 
5x etôy ne sont cependant pas à négliger ; car la somme 
de ces termes étant égale à zéro, par suite de l'indépen- 
dance de la partie intégrale de LR (56); art. 19, et éq. 
59bis, art. 23, 1 en résulte 

Vèx+Pw—o. (90), 
et cette équation, comme toute équation diftérentielle, 
doit, en géréral, conduire à une intégrale qui renferme 
nécessairement une relation entre les variables. 

Afin de donner plus de développement à l’éq. (90), 
nous y substituerons les valeurs de V, de P et de w, four- 
nies par les éq. (79), (81) et (47), et nous aurons 


Vr+p°. p 
RU DE (De DOS) O0 
Vy Eva Vrne Cy px) — 
en réduisant au même dénominateur, nous obtiendrons 
I Re 


; PAR 


eten dar À viendra 


OX+p'0x+poy—p'ix OX +poy 
= OU 


Vy Vr+p? VyVrtpe 
et, pour simplifier encore, ds ou élément d’un arc de cour- 
be, art. 88, calc. diff., étant égal à 


(6 ‘dx’ +dy?., d’où ds—dx 


x en posant comme précédemment, D Jilaviendra 
X 


- ds 
VE 


cette valour de Vi+p° étant substituée dans l’éq. (91), 
nous aurons 
ee OX+poy  Ôx+poy  dxèx+pdxoy 


VxVr pp ‘+ Ts Vy ds 
one 
ATEN ER GE 
dxox + — d 
pp X0 Y __dxèx+dyèy dx se dy 3 
as Vy ds Vy ds dy ds yye 
donc l'équation (or) simplifiée est 
us OX + Aa 


ds Vy ds Vy 
Observons que cette équation n'aura lieu que pour les 
coordonnées x', yet x”, y”, des pointsextrèmes O et D, 
art. 19, de sorte qu'en substituant dans l’éq. précédente 
les coordonnées des extrémités O et D, on aura : 


au pointo, - dx Ôx! + dy VOA 02) 
dsvy' ds Vy 
etaupoint D, ME, VA SR 
ds Vy" ds Vy" 


ces points extrêmes n'étant pas fixes,d'après notre secon- 
de hypothèse, peuvent être assujetis à se mouvoir sur les 
courbes LM et NP, fig, ro, et remarque IIT de l'art, 20, 
art. 16 et 23, et dont les équations sont 

-M=—=o et N—0; 
et puisque M et N sont des fonctions, l’une de x’ et de à à 


ne EL 25 AE 


et l’autre de x” et de y”, nous aurons (éq. 77, p.57, calc. 
diff. et art 9 ci-avant): 
aM Su daM aN 
d'etre dx’ 
Nous allons, à l’aide de ces éq., éliminer l’une des va- 
riations contenues dans les éq. (92) et (93), et alors l’au- 
tre de ces variations deviendra un facteur commun qu’on 
pourra supprimer. 
Des éq, M—=o et N—o, ou plutôt des éq- précédentes, 
nous tirerons successivement 


dM  dMiy' Pt dMôy dM y! daM dM 


AN 


= dy —0, dx + dy"  0Y'—0. 


de or dy x — de Aix Je dy 2à 
enfin ôy__dMxdy Lo, eovt 
X TodR NUM dr eo 
de même Da APE Re 
me + 


En substituant ces valeurs dans les éq. (92) et (93), 
nous obtiendrons en divisant la première par ôx'et la 
seconde par x” et remplaçant les valeurs de M'et de N' 
par M'et N': 

dx AVS dx" dy’ 

See Dar pe REA Er 

dsVy dsvy'à nds Vye 28 Va 
et dx’ dy” à" dx ay 

4 A7 + Sn ag — 0, OU 1 n 

dsVy" dsvy"dx ds Vy" HARVET 
de ces éq., nous tirons successivement " 

dx'+ dy M'— 0 x dsv y—o, d'où 1+ = o, 


M'=0; 


N'20E 


d'où enfin dy’ I 
dx, MX 

de même dy 7er 
a N 


Si, maintenant, au moyen de l’éq. (88), nons éliminons 
la valeur de x contenue avec y dans les fonctions M'et N, 
ces fonctions se changeront en d’autres fonctions M, et 
N, qui seront composées en y de la même manière, de 
sorte que si l’on fait y—0 dans l’une et dans l’autre, ces 


er AC Te Dr à 


fonctions se réduiront à une même constante a, qui, sui- 
vant le cas, pourra être zéro ; nous aurons donc alors 

dy" dy” 

ax dx ? 

Or, il est facile de voir que ces valeurs sont précisément 
celles qui ont lieu aux points O et B, fig. 10, car en ces 
Fég-.10 points, on à y—o, comme 

: nous venons de le supposer ; 
dy 


et si l’on considère que dx 


* _ représente, engénéral l'angle 
que la tangente de l'élément 
L7 | ou l'élément de la courbe fait 
au point x, y, avec l’axe des abscisses, (art. 3 et 51, calc. 
diff.); on constate que les éléments en O et B, forment 
des angles égaux avec l'axe des abscisses en vertu des éq. 
ci-dessus, et que par suite les tangentes en O eten B sont 
parallèles — (voir recueil p.124, 1° et 2° et p: 126, à 7°, =). 

31. — Nous allons examiner maintenant Ja classe de 
problèmes dits de maxima ou minima relatifs ; c’est-à- 
dire des problèmes dans lesquels, on considère des cour- 
bes jouissant d’une propriété commune, et l’on doit 
chercher quelle est,parmi ces courbes, celle pour laquelle 
une certaine formule intégrale est un maximum ou un 
minimum. Par exemple : 

_ Délerminer, entre toutes les courbes planes de méme 
longueur, quelle est celle pour laquelle la formule inté- 
grale f Ydx est un maximum où un minimum. 

A cet effet, nous avons vu, art 88, calc. diff. que l’élé- 
ment d'une courbe plane ou différentielle d’un arcS de 
courbe a pour expression 

dS = V dx’ + dy’, 
d'où la longueur de cette courbe sera l'intégrale de 
cette expression ou 

S = f V dx? + dy’. 

En faisant passer le facteur dx en dehors du radical, il 
viendra 


as DCI € os 


MP 
S— fax / : : 
ne the 
Or, les conditions du problème exigent que cette 
expression de la longueur d’un arc S de courbe soit une 


quantité constante ; donc la première condition du pre 
blème nous Fan 


| [ax/ Der Le — constante — A. (94). 


Et la variation, (aussi bien que la différentielle) d’une 
constante, étant égale à zéro, nous déduirons de l’éq. 


ci-dessus dy’ 
0 f dx: dx j=x0: (95): 
La seconde condition exprimée dans le problème, étant 
JY ini 


cette condition sera remplie si l’on a, (art. 19 ci-avant) 
D [NAX=0 (00); 

d'où fYdx—constante (art. 8 et art. 3 précédents et 5° 
p.12 Calc. diff.). 

Nous pouvons considérer, sous un certain point de vue, 
l'intégrale / Ydx comme l'expression d’une surface, (art. 
62, 1° partie cal. intég.), lors même que Ÿ, (fonction de y 
et non pas cette ordonnée même) ne serait pas d'une seule 
dimension, ainsi que l'exige la formule (88) de l’article 62 
rappelé ci-dessus. — En effet, en prenant autant d'unités 
linéaires que Ÿ, selon le cas, renferme d'unités, ou carrées, 
ou cubiques, ou autres, on pourra toujours ramener cette 
fonction à prendre la forme d’un: quantité d’une seule 
dimension ou linéaire. Par exemple, si Y représentait 
la fonction ay°, qui est de trois dimensions, et que le 
centimètre füt l'unité, en prenant autant de centimètres 
cubes qu'il y a d'unités dans ay’, on aurait pour Y un 
parallélipipède dont 1a longueur serait ay’ et qui aurait 
l’unité pour ses deux autres dimensions. 

Représentant donc par a’ le carré de l'unité, on rem- 


; ay’ 3 5 ; 
placerait ay? par fe et alors Ÿ prendait la forme d’une 
SE VA 


expression linéaire. 


Cela étant, si nous représentons, fig, 11, par o M Pa 
ÿ FE 11 y surface qui a f Ÿ äx pour expres- 
É sion, Comme nous l'avons fait art. 
62, calc. int. nous prendrons pour. 
origine, un point autre que celui 
, . où, comme sur la figure 11, l’inté- 
grale f Y dx s’évanouit, et ce, dans le but de ne pas trop. 
nous restreindre dans le choix que nous pouvons faire de 
cette origine. Donc, pour plus de généralité nous prendrons 
pour nouvelle origine, (p. 123, 1°, de mon recueil}, au lieu 
du point o, un point quelconque À, dont les coordonnées 
par rapport à la première origine o, Y0;; 
d'où nous aurons. 
OA+AP = a+x ou x—x 
et il sufftra donc de remplacer x par x'+a dans les for- 
mules données pour que ces formules soient rapportées aux 
coordonnées x'et y’ ou y ; de sorte que si la formule qui 
nous est donnée et qui s’évanouit avec l’abscisse x, ayant 
pour origine Oo, est exprimée ee 


L] 


autrement dit par aire o M D É (97) ; en Hoodteant 
les nouvelles coordonnées, nous aurons 
ORCE 

Plutôt, on a aussi 
fYdx—aire OMP-=aire CE (x=a)= aire ABMP + 
aire OBA. (98) 

L'aire OBA se déterminera en admettant que l’espace 
OMP se réduise à OBA lorsque x ==a, ce qui changera 
l’éq- (07) en at OPA TA; 

*  Substituant cette valeur dans l’éq. (98), et remplaçant 
aire ABMP par fYdx’, il viendra 
SYdx=fYdx'+fa. (99). 

Remarquons que dans la premiére intégrale indiquée par 
fYdx, nous comptons les abscisses à partir du point o,tan- 
dis que dans la seconde f Y dx’, nous les comptons depuis le 
point À, ce qui revient à supposer que la formule /Ydx, 
renfermée dans l’éq.(96), au lieu de se rapporter à l'origine 
O, se rapporte à une origne quelconque A, du moment 


—  I0O4 — 


Qu'ul Y ajuute une Constante fa, que nous 1epiésenterons 
par C ; dans cette hypothèse, la formule (99) ci-dessus 
nous donnera fYdx=/f Ydx'+C; 
et en substituant dans l’éq. (96), celle-c1 deviendra 

8 (fYdx'+C)—o, 
ou en admettant la nouvelle origine, et surprimant l’ac- 
cent de x désormais inutile, nous aurons en général 

O(fYdx+C)—o. (ro00). 

La constante C qui entre dans cette équation étant 
arbitraire, car l’origine nouvelle peut être quelconque 
et son abscisse a pu donc varier, cette constante € ne 
diffère de la constante déterminée A (éq. 94), qu'en ce 
qu’elle peut devenir À par une valeur particulière, ce qui 
donne la condition C—nA. (1o1), 

n étant un facteur indéterminé qui se réduit à l'unité 
lorsque C—A ; substituant, dans l’éq. (101), à A sa valeur 
constante, donnee par l'éq. (94), nc nous SRE 


pp r 1+ . 


et par suite la formule f Ydx+C deviendra : 


dy 
fYdx+n/fdx RER 
ou, en comprenant toute l'expression sous le signe d’inté- 
gration, (art. 6, calc. intég. pag. 182), nous aurons 


(Mdr er ndx4/1 I + De 


et l'éq. (100) ne en plaçant dx en évidence, 
pi l'y Y+ni/r4: 1+ Sy | }=0 


RS , dv . ; . ù . 
d'où en faisant D ; p, (voir SPRL ait, 11 CLSU 
e 


vants), nous aurons 
0f4x(Y+nvVr+p? )—o. (102). 
L'équation (102) exprime d’ailleurs d'une manière impli- 
cite une condition de maximum ou de minimum; car la 


: dv? LL SES 
partie constante fax: + (voir éq. 94) ou fdxV1+p? 


Be. 105 ar 


étant commune à toules les courbes que représente cette 
équation, si ces courbes ont un maximum ou un minimum, 
cela ne pourra provenir que de la partie fYdx, si cette 
partie en est susceptible. 

Le problème ne dépend donc plus que de l’éq. (102), qui 
change la question de maximum ou de minimum relatif 
en celle de maximum ou de minimum absolu. 

Par la théorie que nous venons d'exposer nous sommes 
conduits à un procédé qui revient évidemment à multiplier 
la formule dxV Ip par une. constante arbitraire n et à 
l'ajouter à l'autre fYdx. C’est la règle que Euler proposa 
le premier pour convertir un maximum ou un minimum 
relatif en maximum ou minimum absolu. 

Nous pouvons donc conclure de ce qui précède, qu'il 
est maintenant permis d'appliquer la formule (51)art. 16, 
à l'équation (102). Par exemple, en admettant l'hypothèse 
que les points extrêmes de la courbe soient fixes, cette 
expression(51) se réduisant à la partie qui est sous le signe 
d'intégration, (art. 22 et 19), nous aurons, art. 19: 

N — = + ee + etc.—0. (103); 
et si nous comparons la partie de l'éq. (102), qui est 
affectée du signe d’intégration,ou dx (Y-+nv1+p?°), à la 
formule suivante 

Vdx=—Mdx+Ndy+Pdp+0Odq+etc., 
nous aurons V=Y+nVi+p®, (104), 
et par suite, éq. (44) et (45), art. 16, et éq. (104) 


M "ie Nou = _ Po ou Te nd. Vi+p: : dp— 
nd (1+p°}" : dp — D (L+p° JC R De): E0p 
s Sas ; Se ——; 0 — si 0 2R—etc 
2  Vr+p Fin 1+p° dq 
Ces valeurs substituées dans l’éq. (103) donneront 
4 
AVANCE" es 


dy ox + 


—  I06 — 


Si nous effectuons la différentiation du second terme 
par la règle des fractions (art. 11, p. 16, calc. diff.), et si 
nous faisons passer le diviseur dx en dehors, nous 
obtiendrons | 


. - D DATE TS 
dYx- KE d Pots d\ #çul as 1+p° dp pdi I+p ) 
Avr ENS 1+p° dy dx e I +p° 
ay I (Vr£p? dp —pd (1 + p°}/) dy 
OUEST : | es Die 
VAE ETES 1 +p° dy 
Re FLAN É 
Vip -dp D fr pee d'à ») | 
à Ê ne (+ p*) ay 
dx jure | Gr LES 
We dY 
av 1+p° + dp— Lp- — EN : 1+p°ou — — 
POSE rate dx 
DE Eh |dp 
Se MR Ért me, 


dx | 1 +p° 
en réduisant au même dénominatour et simplifiant, nous 
trouverons 


dY I D(1+p° —p° es ur 4 ndp ed 

NET dx V RDS 7 Ave dx Vip: (E+p2) 
1+p° 

Ge. Hop Moser HP 


dy ax (4 pe} dy ‘dxu tp: Jr , 
multipliant par dy, et changeant Y en p, (art 11), nous 
aurons # 
DRE nt 0; où 0". — liés = 0: Cr 
dx (1+p° }° : (Das 
Comme le numérateur pndp ou npdp est, à un facteur 
constant près, la différentielle du dénominateur, qui est 
d.(t + p° 3 (14 pe Je (rep? pe I 
2 21 
3 pdp,nous pourrons intégrer par le procédé de l’art. 
x site 
du calc. intégr.,etnous aurons: faisons d’abord(1+p° }=z 


2pdp—= 
p° 


TRE ANRT 


et par suite 2pdp—dz, d'où pdp— et l'éq.(105)deviendra 


n 
AA Ve 
2 n 
EN Qu AV 754 dzÆ0); 
| 73/2 2 


intégrant nous aurons 


h Z-7211 n Z-72 
Y — . mo : —10--consStante Dr 
“AAGET + I AE 
ou 2 
; n 
PARLES ER ES | uY+n ou Y+ pb, 
/ I \ mr V Z 
2X|— — 
\ 2 
remplaçant maintenant z par sa valeur, il viendra 
Fe n 238) a 


VE D° V Is Di 
dy ee | | 
remplaçant p Para et multipliant ensuite par dx, nous 
obtiendrons È 


nax dr? dy? | 
En eee) Le 2 ‘dx, d'où pv — re de xx, 


ou ds it x: FFE d’où en élévant au carré les deux 


membres : en re 
Re ne +dy 
d'où, en faisant passer dx? dans le premier membre, et en 


le mettant en facteur commun, on aura 


ge 
Re — | dx = dy# 


et, en réduisant au même dénominateur 


n° (Det) j n° -(b-Y} HS 
Fire b=Yy : jax + dv ÉFOU DY} ax rive 
d’où DÉC ES SRE ANS 
PET eV} net)” 
en extrayant la racine carrée des deux membres, 1l 


viend b—Y)dy : 
ndra AL URRUNTS oc). 
/n?—(b—Y)? : 


MIO 


et en intégrant, nous aurons enfin 


Li LES CET + C. (107), 
Vn EDEN 
expression dans laquelle on doit substituer la valeur de 
Ja fonction Ÿ, pour avoir l'équation de la courbe cherchée. 
Remarque.— Les constantes b, c et n se détermineront 
par les conditions que la courbe devra passer par les 
points fixes O et B, et que la partie de la courbe comprise 
entre ces limites soit d’une longueur déterminée. 
32. — Lorsque la fonction Ÿ de y est cette ordonnée y 
même, alors l'intégrale / Ydx représente, (art. 62, p. 244, 
calc. intég.), l'aire d’une courbe plane, et le problème 
énoncé à l’article 31, se ramène à celui-ci : 
Déterminer, parmi toutes les courbes planes de méme 
longueur, quelle est celle dont la surface, représentée par 
fydx, est un maximum ou un minimum. 
A cet effet, remarquons que l'équation (106) se ramène 
à celle-ci, en remplaçant YŸ par y: 
POESIE (108); 

Vie 
et, en remarquant que le numérateur est, à une constante. 
près, la différentielle du dénominateur, (car celle-ci est 


dVn?-(b—y): — dV—(b—y} —dV--(b:—2by+y: == 
dv Ep? 2412 by-y 2 —d(2by- Y 2 = =(2by-y 2 reg he (2by—y A 


È es (2bdy F2 2ydy) — Y DE LEE 
2 (2bÿy—y"* )'? V2by—y?  V2by — y: 
(b—y) dy), nous intégrerons le second membre de l’éq. 
(108), en faisant, SE 9 du calc. intég.) : 


(by) =, 
et nous aurons 
dz=—2(b—y)d(b—y}=—2(b—y)(—dy)—2(b—y)dy, 
et, en substituant dans l’éq. (108), nous obtiendrons 
dz 


_— 109 ms 


et, en intégrant 1l viendra 


li I 7 —/2+x I Z/? 
x=—=f- 7714dz —,- + constante — — — + ct — 

k + Cds 
z"?+çconstante ; 2 ra 


Substituant la valeur de z dans cette expression et re- 

présentant par c la constante nons aurons 
ne (De y} He enr {by} ce; 

d'où (x—c) =n° —(b—y} =n —(y—b} ; 
d'où enfin CREED) ==n", 
ce qui est l'équation cherchée, laquelle représente un 
cercle décrit avec le rayon n, et dont les coordonnées du 
centre seraient cet b. (voir mon recueil p. 141, éq. (2).). 

Remarque.— Nous pouvons observer qu'en donnant 
une forme particulière à lafonction Ÿ,comme nous venons 
de le faire dans ce dernier exemple, nous arriverons à ob- 
tenir la solution d’une foule de problèmes analogues. 

NOTA.—Comme nous venons de voir, on distingue 
les maxima ct minima absolus, et les maxima et minima 
relatifs, et l’on peut convertir des questions de maxima 
ou minima relatifs en d’autres de maxima ou rimima 
absolus. | 
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CALCUL DES PROBABILITES 


Définitions 


1. — Les premiers éléments du calcul des probabilités 
sont dus à Fermat et à Pascal, savants mathématiciens 
français du 17° siècle. 

Lorsqu'on a des données précises et suffisantes, l’appli- 
cation des formules algébriques à la résolution des diver- 
ses questions que l’on peut envisager conduit toujours à 
des résultats d’une exactitude rigoureuse. 

Mais les questions que l’on peut avoir à résoudre ne pré- 
sentent pas toujours des données pouvant amener cette 
exactitude. Ainsi, par exemple, les évènements de la vie 
sociale dépendent de causes si multiples et si variées qu'ils 
paraissent être de simples caprices du hazard et par suite 
échapper à l'analyse mathématique. 

Cependant, si l’on considère ces évênements fortuits 
dans leur ensemble, en se servant de la statistique, on peut, 
par analogie, en tirer des éléments précieux de calculs et 
découvrir des lois remarquables, lois qui n’ont du reste 
rien d’absolu ; mais lorsqu'elles sont appliquées àjun grand 
nombre de cas semblables, elles peuvent conduire à un 
degré d’exactitude assez grand pour pouvoir être admises 
comme bases d'opérations dans certaines administrations. 

En outre, on en fait d’autres applications, par exemple : 
en physique ou en astro physique, la détermination de 
l'intensité moyenne d’un rayonnement lumineux ou autre 
sur une surface, dans des conditions données; en géodésie, 
la question de l’éloignement moyen des points d'un trian- 
gle à un sommet ; en balistique, l'application des probabi- 
lités aux questions pratiques du tir ; etc. 


PME 


Le culcul des probabilités forme l’objet d'une science 
pratique imposée par la nature des choses, car de tout 
temps les hommes ont fait des probabilités, même avant 
l'existence des traités didactiques ; tout comme 1l en est 
de mime pour d’autres sciences : mécanique, etc. 


2. — Un évênement est dit possible, lorsque sa réalisa- 
tion ne rencontre aucun obstacle. 


3. — On appelle chances les motifs ou les raisons qui 
nous font supposer qu'un évènement aura Où n'aura pas 
lieu. 


4. — Les chances sont ou favorables ou défavorables. 
Les premières sont celles qui paraissent militer pour la 
réussite ou l’arrivée de l’évênement : les secondes sont 
celles qui sont opposées à l'existence de cet événement. 

5. — En langage ordinaire, on dit, en général, qu'un 
évènement est probable lorsqu'on s'attend à le voir se. pro- 
duire, ou bien quand les chances favorables l’emportent 
sur les chances contraires. Mais, la science, elle, plus 
exacte dans ses définitions, entend par probabilité mathé- 
malique le rapport qui existe entre le nombre de chances 
favorables à l’évênement et le nombre total de chances 
favorables et défavorables. Par exemple, si dans une urne 
on à 4 boules blanches et 6 boules noires et qu’on 
veuille savoir quelle est la probabilité d’en extraire une 
boule blanche, puisqu'il y a 4 chances favorables et 6 défa- 
vorables, soit 4+6—10 chances ou 10 boules en tout, la 


A: VE 4 
probabilité sera exprimée par se 


On voit donc que la probabilité est d'autant plus grande 
que le numérateur de la fraction est plus grand par rap- 
port au dénomérateur. 


6.— On appelle événements contradictoires, ceux qui 
s’excluent réciproquement. Aïnsi, si notre urne contient 
des boules blanches, noires et rouges, la chance d’en ex- 
traire une boule blanche est contradictoire à celle d'en 
retirer une noire ou une rouge. 


——— 7 — 


7.—Lorsque les chances favorables et défavorables sont 
égales, les premières sont donc la moitié du tout et la pro- 


et, : PR: I 
babilité est par suite exprimée par-. 
2 
I 2 , pre 8 L D 
Donc, réprésente l'incerlilude. En effet, si l’on a 5 


boules blanches et 5 noires, la probabilité est exprimée par 


pé [= I É a 
ee — 2? — _et l’on a autant de chances évidemment de 
D- TOME 


retirer une noire qu'une blanche. 

Si, enfin, toutes les chances sont favorables, les deux 
termes de la fraction sont égaux, et le rapport est égal à 
l'unité ; mais toutes les chances étant favorables, on a la 
certitude ; donc, /a probabilité exprimée par l'unité repré- 
sente la certitude. En effet si les 10 boules sont blanches, 
il est clair qu'on à la certitude de retirer une blanche de 


à eh 2 10 
l’urne, et la probabilité est exprimée par — — 1. 
10 


Si l’on avait dans l’urne o boule blanche et 10 noires la 
probabilité de retirer une blanche serait exprimée par 
) 2 PE 
——0 ; en effet, puisqu'il n’y a pas de boule blanche. 

10 
En général, art. 5, si l'on a dans l’urne a boules blanches 


et à boules noires, la probabilité de retirer une boule 
ee a 
blanche sera exprimée par sr OLiCellendétreWenEUne 
a 

b Le ee 

noire par Han ; d'où la somme de ces deux probabilités est 
a 

a F b "AP 
a+b a+b a+b 
car alors on a la certitude de retirer une blanche ou une 
noire. 


I ; Ce qui représente la certitude, 


Donc, /a somme des probabilités égale I ; car, si sur 10 
boules de l’urne, il y en a 4 blanche et 6 noires, 1l y a une 


probabilité égale à + qe tirer une blanche et une probabi- 


RE al | UE VRAMRMRO EXO 
lité de — de tirer une noire ; soit — + ——--— 7, ce qui, 
10 IOMSLONAIO 


Rp CE 


comme nous avons vu, exprime la certitude ; et, en effet, 
il y a alors certitude de tirer une blanche ou une noire. 
Si a—0, la probabilité _?_ devient L9. CROSS ét 
a+b 0+b D 
en effet, puisqu'il n’y a pas de boule blanche. Lorsque 
ab; ultvient es ee c'est l’incertituderet 
4--D Ar GE 74 
cela est évident, les boules étant en même nombre de 
chaque sorte. Enfin, quand b=—o, on obtient . 
a+O à 
et l’on a la certitude de tirer une blanche puede ce sont 
toutes blanches. 

Concluons donc que /oute probabilité est comprise entré 
les limites o et 1, car le dénominateur de la fraction n’est 
jamais plus petit que le numérateur, et celui-ci n’est jamais 
plus petit que zéro. On peut admettre évidemment tous 
les intermédiaires entre o et 1. 

Une probabilité est donc 1, car 1 exprime la cer- 


titude. 


+ 
Nous définirons donc la probabilité d’un événement, 
lorsqu'on considère deux évênements contradictoires, le 
rapport du nombre de chances ou de cas favorables 
à la production de l'événement atlendu, à la somme 
des nombres de chances ou de cas favorables et de chances 
ou de cas défavorables. 


8. — En général, si l’urne renferme & boules blanches, 
b boules noires, c boules rouges, etc, la probabilité de tirer 
a 
ab ct 
L’extraction d'une boule blanche, ou celle d’une noire ou 
rouge, etc, constituent des évènements contradictoires. 


une boule blanche sera représentée par 


9. — On appelle probabilités objectives, les probabilités 
qui, Comme celles que nous venons d'examiner, sont défi- 
nies, rigoureusement et s'imposent à notre raisonnement. 

10. — On entend par probabilités subjcctives, celles qui 
ne sont pas établies sur des données exactes et suffisantes, 
mais qui reposent sur notre sentiment ; ces probabi- 


— 9 — 


lités ne sont pas susceptibles d’une définition aussi 
précise que les premières. Aussi, par exemple, soit 
le cas d’une urne contenant 10 boules en tout, blan- 
ches et noires. On ignore le nombre de boules qu'il y a 
de chaque couleur. On se demande quel évênement on 
doit attendre. Il n'y a évidemment pas plus de raison pour 
s'attendre à extraire une boule blanche plutôt qu'une 
noire ; on a la même incertitude que si l'on avait une urne 
renfermant un nombre égal de boules blanches et noires, 
soit 5 blanches et 5 noires. Or, dans ce dernier cas, la 


probabilité serait exprimée par 3 ou -. Et puisqu'on se 
10 2 


[2 


trouve dans la même incertitude dans le premier cas, nous 
représenterons donc la probabilité. pour ce premier cas, 
; I . 
également par - ; mais remarquons que cette dernière 
2) 

probabilité ne repose pas sur des données exactes et suffi- 
santes comme dans le second cas ; elle est établie d’après 
notre sentiment, c’est pourquoi on l'appelle subjective ; 
tandis que dans le second cas elle pourrait être appelée 
objective. 


Addition des probabilités 


II. — Supposons que notre urne contienne, par exem- 
ple, a boules blanches, à boules noires, c boules rouges, 
bte SmbCnitoutr boules lestprobabilités PR uete 
d'extraire une boule blanche, ou une boule noire, etc., 
seront exprimées, respectivement, parles quantités (art.7); 

EE pre . P,=; ÉtC: 

Admettons que la production d'un évênement dépende 
de l'extraction soit d’une boule blanche, soit d’une boule 
noire, du moment que c’est une boule d’une de ces 2 cou- 
leurs ; et que nous voulions exprimer la probabilité de cet 
événement. [Il est évident que le nombre de chances ou 
cas favorables à cet évènement est a + b: et comme le 


nombre total de cas, favorables et défavorables, est n, 
nous aurons, art. 7, la probabilité 
pe —_ Bas = + DE apres CE qui précède" HP 

Ce résultat peut sa être exprimé comme il suit : 

Si Za production d'un certain événement dépend de la 
production de l’un ou deél’autre de 2 événements dont les 
probabilités sont respectivement représentées par P, et P,, 
la probabilité de ce nouvel événement est égale à 

AE CEE 

Nous DOUDS généraliser et dire : 

Lorsqu'un événement ÆE dépend de la production de l'un 
ou de l'autre des n événements E,; E,; E,;.. E, dont 
les probabilités sont respectivement P, ; P,; D RTE. 
la probabilité P de E est exprimée par 

Ê a P,; (1) 
formule dans laquelle le signe > signifie somme (voir 2° 
partie, p. 31); et où1 varie de 1 à n c’est-à-dire représente 
successivement I, 2, 3, ... Jusqu'en général n ; on à donc 
— somme PRÉ PER EEE ERPS 

Corollaire.— St l'événement proposé pouvait se présenter 
à la suite de la production de l'un quelconque de tous les 
événements possibles dans le cas envisagé ; par exemple, 
si cet événement peut Se présenter dans le cas de l’urre 
précitée, à la suile de la production d'une boule blanche, 


ou d’une noire, ou d'une rouge, elc, autrement dit d'une: 


boule quelconque de l’urne, la probabilité de l'événement 
considéré serait aussi exprimée par 


PP, ERP AP EEE Re) 
mais, aft. 7, 


PE er Pre Pare 

AR ISTR TÉL TE uen 
Ts # 5e 
d'où Pete are 26 
LP F1 n n 


rent enfin 


etcommea+b+c+...+x 


n 
H A la certitude (art. 5); et, en effet, puisque 
l'événement doit se produire à la suite d’une boule quel- 


conque. 


a LU 


Probabilité relative 


-12.-— Notre urne contenant & boules blanches, à boules 
noires, c boules rouges, à boules jaunes, etc., les probabi- 
htéstP,, PS P;, P;, etc, seront proportionnelles à:a,. b, 


CHOCO PRCAI AIT ZNON A 0 | 
ds; I 


Vire — — — ; 
ne A n 
: D 

PR EN AES 

n D n 
DE ND MED NE 

D ee 

Ne À b É d n (3) 


13.— La probabilité d’une certain événement est dite 
relative, lorsqu'elle S’évalue par rapport aux probabilités 
d'un ou de plusieurs autres événements. Ainsi, par exem- 
ple, si nous voulons évaluer la probabilité P, d'un certain 
évênement (soit l'extraction d’une boule blanche), non 
plus d’une façon absolue, mais par rapport à la production 
des 2 évênements (extraction d'une boule blanche et ex- 
traction d’une boule noire)dont les probabilités respectives 
sont P, et P,, nous aurons pour cette probabilité relative 

P: 
Pr+ P, 
nombres de boules blanches et noires. 

En effet, d’après l’article précédent, on a : 
te te pe à 

n n L. a ol ue à An) D 

Et, d’après la propriété des proportions, p. 18 de notre 
recueil : 

FR BNPra + b 
PME A 


, laquelle aura pour valeur? ; a et b étant les 


OURentTHI, env renyersant les termes 


Re (4) 
Dion Die ae D: ) 
Par conséquent, nous pouvons prendre comme mesure 


I A à 
——}Jà quantité, HOCE 
DE S(DuE 4+D 


qui est conforme à ce que nous avons vu à l’art. 7. 


de la probabilité relative 


Probabilité composée 


14. — On appelle probabilité composée celle d'un évèêne- 
ment dépendant, non pas de l’un ou de l’autre d'une série 
d'évênements contradictoires comme nous avons vu pré- 
cédemment, mais dépendant de la production simultanée 
ou successive de plusieurs évènements. Supposons d’a- 
bord deux évènements ; par exemple, admettons qu'il y 
ait, dans une loterie, 4séries de 5 numéros chacune, savoir : 


I'e série AND CAES, 
HET Gal De CHERE 
saute t DEC CRE 


HAUTE AD CNET: 


et supposons que le numéro d, soit sorti. Nous pouvons 
obtenir ce numéro de deux façons : 1° soit en mettant les 
20 numéros ci-dessus dans un vase et en extrayant un 
numéro, ou 2 signes (lettre et chiffre) en même temps de 
ce vase ; alors, on sera dans le cas d’une production 
simultanée de 2 évênements — 2° soit en plaçant dans 
un premier vase les lettres a, b, c, dete, et en plaçant 
dans un second vase les chiffres 1, 2, 3 et 4 qui désignent 
les séries. Si alors, du 1° vase, nous tirons la lettre d, 
et du second, le chiffre 3, le numéro gagnant sera d,, et 
l'on se trouvera dans le cas d’une production successive 
de 2 évênements. 

Il est évident que les 2 évênements produits par ces 2 
façons de procéder,sont au fond identiques et que le nom- 
bre de cas qui peuvent se présenter est le même pour les 
2 procédés. Par conséquent, la probabilité de l’évênement 
attendu est la même quelle que soit la façon simultanée ou 
successive de procéder. 


Dans le premier cas, la probabilité est exprimée par 


2 I I 
ou, —,' art. 7. Dans le’second'cas ele est de 00 
40: --20° 


la lettre et de à pour le chiffre, puisqu'il faut extraire 1 


lettre sur 5 et 1 chiffre sur 4. On doit en conclure 


que ces 2 probabilités doivent se multiplier pour que 


I 12 AS 
4 20 
Autre exempl®. — Admettons que nous ayons une 


urne contenant 4 boules blanches et 6 boules noires, et que 
chaque boule noire soit elle-même une urne renfermant 2 
boules rouges et 3 bleues. La probabilité d'extraire une 
boule noire, puis de celle-ci extraire une boule rouge, cet 
une probabilité composée. | 
15. — De ce qui précède, nous pouvons donc conclure: 


La probabilité P d'un événement E, lequel est dû à la 
cause simultanée ou successive de 2 événements Æ£, ét Æ, 
dont les probabilités sont représentées par P, et P,, est ex- 
Drimée par 

RD T; 

En d’autres termes, la probabilité que 2 événements 
de même nalure mais distincts, arrivent en mére lemps 
est exprimée par le produit des probabilités respectives de 
chaque événement. 

Et, en général, /a probabilité d’un événement compo- 
sé est évale au produf des probabilités des événements 
qui le composent. En effet, soient E, et E. deux évène- 


AA a a 
Mettadont les probabilités sont Pier EtP, = 7. 
m, M 


RU A a . , a A 
L'évênement E, dont la probabilité est <" peut être as- 
mn 


similé à l'extraction d’une boule blanche d’une urne qui 
contiendrait a, boules blanches sur m, boules en tout. 
(art. 7). — De même pour l'évènement E, en considérant 
une urne Contenant a, boules blanches sur m, boules en 
tout. L'événement attendu E dépend de l'extraction si- 
multanée ou successive d'une boule blanche de chacune 
des urnes précitées. Voyons quel est d’abord le nombre de 
cas favorables. 

Il faut extraire 2 boules blanches ; par suite le nombre 
de cas favorables est exprimé par aa,, car 1 même 
boule blanche de la 1'° urne peut sortir respectivement 


avec les a, boules blanches de l’autre uïne: et les a, 
boules blanches de la 1° urne avec 1 même boule blanche 
de la 2° urne ; d’où il peut y avoir à: x à, cas favorables 
ou cas d'extraction de 2 boules blanches ; (voir notre re- 
ceuil p. 54, art. 46, permutations.) 

Voyons quel est maintenant le nombre total de cas 
favorables et défavorables. Il doit sortir chaque fois 
2 boules, et comme chaque boule de la 1° urne peut se 
combiner avec chaque boule de la 2° urne, il y aura en 
totalité m, m, couples de boules, quelle que soit la 
couleur. | 

Donc, par définition, art. 7, la probabilité P de l’évêne- 
ment attendu est 


PER RER 
D); D), nn Im, 
a a 
Mais Pa Ne Ne Puns A 
D}: IN; 
donc, enfin PER anne (5) 
16. — Du cas de 2 évênements composants, on peut 
passer à celui de 3, 4, ou n évênements composants. 


En effet, supposons que nous ayons les évênements E, ; 
E, et E; ; dont les probabilités sont respectivement 
Fes : 2 et #3, et soit E l'évènement subordonné à l'ar- 
IN Ms 
rivée simultanée ou successive de FE, ; E, et E, ; nous 
disons qu'on peut poser symboliquement 

IR DU 20 7 
ou RESERPAE: (6). 

En effet, on peut regarder E comme étant composé 
d'un évênement E, et d’un autre évênement composé lui- 
même de E, E,. Soit Q la probabilité de E, E,. On a, 
formule (5) PPT | 
mais, d'autre part, art. 15,on a 

O Nr P * 

Donc Pe=RpRPAaPe 
Du cas de 3 évènements composants, on passerait à 
elui de 4 évênements, et ainsi de suite, de sorte que /a 


formule générale du théoréme des événements composés est 
lasuivante:" P.=P, P: P,.. P:. (7) 

ou ee A ne (8) 

formule qui exprime que /a probabilité P est égale au bro- 
duit des n facteurs P;, facteurs dans lesquels i varie de 
Iûn. 

Le signe x ou lettre pi ou lettre équivalente à P majus- 
cule dans le grec moderne, signifie, dans cette formule, 
produit, tout comme nous avons vu, art. 11, que le 
signe ÿ OU Sigma Ou $s grec signifiait somme. 

P est la probabilité de E et P; celle de E; où i varie de 
1àn; c'est-à-dire que lorsque dans E; on fait successive- 
Mont r 2, 610. crisbil vient successivement Ex, P2, 
etc., P,; ou P, probabilité de E, ; P, probabilité de E;, 
CC er LUontesPee@b Pepe 

17. — Ce qui précède, art. 16, suppose que les évène- 
ments E, ; E, ; E, ; etc. arrivent dans un ordre déterminé. 
Mais 1l se peut que E soit réalisé quel que soit l’ordre dans 
léquellesévènements E:; E;::E, ; etc.’ se produisent. 
Dans ce cas, nous devons faire usage, non seulement du 
principe des probabilités composées, art. 15 et 16, mais 
également du principe de l'addition des probabilités, 
APCRRTE 

Ainsi, si M représente le nombre de façons différentes 
d'arrivées de R:: LE 5: Er, qui pérmettent!l évène- 
ment E; la probabilité de ce dernier, au lieu d'être 
eh Parti Sora PP PAP Ie Coëfi- 
cient M variant d’après les conditions du problème. 

18. — Par exemple, admettons que lesn évênements 
E, ; EE, ;.. E, puissent arriver dans un ordre quelcon- 
que. 

Il est évident que, dans ce cas, M égal le nombre de 
permutations de n évênements (recueil p. 54) ; donc 
M="1,2, 3..." Pourabréger, nous! représenterons les 
permutations de n évènements par n ! ; de sorte que nous 
aurons M = n |! ; et l’on aura (p. 54 recueil) : 

Éesninbs PAPER. 


FRE 16 = 


19. -—— Comme autre exemple, admettons que les évêne- 
ments E, ; E, ; E, ;.. E; se divisent en 3 groupes, savoir: 
(1) ee E Die e E,; 

(2) Ére pe Ex 
| (3) Ho LRERE EH: ; 

Les évênements arriveront dans l’ordre suivant : le 
groupe (1) d'abord, puis le groupe (2) et en enfin le groupe 
(3); mais l’ordre d’arrivées, dans chacun de ces groupes, 
est indifférent. 

Dans ce cas, il est évident que l’on a 

M—=i!K—n!n—-k)! 
c'est-à-dire que M égale le produit des nombres de per- 
mutations de i, de k — 1 et de n —Kk évènements. 

20. — Remarque. — Parmi les événements E,, E,,..…. 
E,,1l se peut qu'il y en ait un certain nombre qui soient 
identiques entre eux, de manière que l’on puisse avoir 
symboliquement 


Pr er 0 
EE — He He =... — Ex 
etc. PR RE TS M un Ne 
21.— Exemple. Cas particulier. — Admettons que nous 


ayons ue urne qui contienne 4 boules blanches et 2 bou- 
les noires. L’extraction d’une boule blanche a pour proba- 


bilité —+_ ou 1 ou = ; celle d’une boule noire a pour pro- 
: 


4+2 
babilité ou = ou= . Supposons que l'évènement atten- 


du soit l'extraction en 4 tirages de 3 boules blanches ét de 
1 noire. Nous admettrons que l’on remette la boule extraite 
après chaque tirage, de façon à laisser ainsi constante la 
probabilité de l'évènement attendu. 
Les différents cas qui peuvent se présenter en tirant 
donc 3 boules blanches et 1 noire sont : 
1° 1 blanche 2° 1 blanche 3° r blanche 4° r noire 
LA IEL: DFE 1 noire 1 blanche 
LIU: 1 noire 1 blanche I id. 
1 noire 1 blanche JOUR 1-21 


— 17 — 


L'un quelconque de ces évènements composés, soient le 
1°, le 2°, le 3° ou le 4°, amènera la production de l’évêne- 


ment attendu. 
La probabilité P, du 1° sera, en vertu du théorème sur 


les probabilités composées, art. 15 et 16, dont la formule 
générale est 


Poe Ar ee EM e ER PSN EE pe A SI 
MT OA O7 NO EC ë ; 3 
/ / \ 
Celle P; du 2° deviendra P; e. se cie PET 
À LE de £ IRON RIRE TER Or PAR 
Pour le 3°, il viendra P,— tx 2x ?x#—/2 1 
54 3 6 6 EURE \3/ 3 


Enfin, pour le 4°, on obtiendra 
4, 4,4 
5 NDTATSOES 
Ces probabilités composées sont donc égales. 
L'évênement attendu dépend de l’arrivée du 1°, du 2°, 
du 3° ou du 4°. D'où, d’après le principe de l'addition des 
probabilités, art 11, la probabilité P cherchée sera 
P=>P où 1uvarie de r à 4 


\3 3 
donc P—5 "Pi P+P, +P,+ DES Has GÉ Le 
D; Lr \3/ 3 
\3 3 NET 
SrÈne ÉT<- 
CURE ae 
Remarquons qu'ici M — 4, art. 17. 
En effectuant, il vient P — 4 x — È x I SAP 
SRE 
22. — Dans l’urne que nous venons de considérer con- 


tenant 4 boules blanche et 2 noires, si nous faisons 4 tira- 
ges en remettant, après chacun d’eux, la boule tirée, et si 
nous nous demandons quelles sont, en général, les boules 
que nous pouvons extraire par ces 4 tirages, nous aurons : 

1° 4 blanches 

PR Al et EL AIO 

2 LÉ RES tr opt (CON 21 en 10 € 
AS AT 1e MÉLOTAMEIT 
5° Lt 


sie a 


| Le 
La probabilité d'extraire une boule blanche est : ou 2 


et celle detirerunenoireest 2 ou = , art.7. La probabilité de 


’ . : i—4 /4 À 2 4 
l'extraction de 4 blanches est art. 16, 7, °P =) =) 
\ 


Celle de 3 blanches et r noire est (art. 17 et 1° de l’art. 2x, 
\ 


3 
et ci-dessous) l : =. Pour 2 blanches et 2 noires, nous 
\3/.3 | EN [2\2 /x\? 
aurons M—6, voir ci-après, et il viendra 6|-}) |-}. 
SEE 
Pour 1 blanche et 3 noires, comme M — 4, voir ci-après, 


20 ee 1\4 

on aura 4 - | -). Enfin pour 4 noires, il viendra 5 ; 
3 | 3 

Les événements renseignés aux 1°, 2°, 3°, 4° et 5° sont les 


seuls possibles. Donc, si l’on fait 4 tirages, on a la certitude 
de voir arriver l’un de ces 5 arrangements de boules. D'où, 
en vertu du théorème sur l'addition des probabilités, art. 
11, et Comme, art. 7, la certitude est exprimée par l'unité, 
on devra avoir 


/ 2\4 AU l2\2 /x\2 D TA TEE 
Et RE EE TS 
ST CU Wim D ha) \3/, 
16 F2 24 8 ï SI 
ou AE el en nee à 
SI I 8I 8I SI SI 


Kemarquons que dans le cas de 3 blanches et 1 noire, 
M = %; Caron a | 


I blanche "xD FDL. I noire 
AD 1 bl. 1 noire 1 bl. 
LD Le I noire TND 1* DL 
I noire 101: ADI. TD 


et dans le cas de 2 blanches et 2 noires, il vient M—6, 
Car On à 

LD Den RTE DST Terre) 

1: Dr in ar pl Ar GLS 

LA THDLMMIENl AEr ENS RCE TETE 

Lin Tr er el RATS ASET SD MSEANTE 
enfin, dans le cas de 1 blanche et 3 noires, on obtient 
M=—4, car on trouve 


dd 5 1 FONOOS E à PE CL à ADO AS à +. 
MTL DT TeNE 


ÉD ST AN NE INDE MAP 
PROMIS EN Eu DIS 
23. Examinons maintenant le cas de 2 événements 
contradictoires quelconques. 
Représentons par À et par B deux événements contra- 


dictoires ayant pour probabilités « et 5. Nous pouvons 
poser, art. 7 


o + DESTE 
Si, dans une série de 7 évènements, nous attendons la 
production des évênements À et B des nombres de fois qui 
sont compris entre m et o pour À et, par suite, entre o et 
m pour B,(s'il y a m fois À, 1l y aura o fois B, etc.), la som- 
me, art. 11, des probabilités de ces évênements composés, 


ou la probabilité de l’évênement résultant, sera exprimée 
ar 
(ah) =amECnianig Css, ane Brut LE Gm—r 
(voir art. 7 et 21 et p. 56 recueil), ce qui est la confirma- 
tion de &+f$—1, en faisant m—1. 

Nous allons chercher l'estimation, non pas de la somme 
complète de tous les termes de cette expression, mais, 
d'une façon approchée, la somme d’un certain nombre 
d'entre’eux. 

Représenton d’abord par T,}, [ou le (p+r)"° terme], le 
terme général de(a+f$)".(voir art. 28, p.23,de la 2° partie). 

Nous pouvons écrire RÉRACe duos 
(voir recueil p. 56, en y remplaçant n par p et x par Ê). 

On sait que Cp Veut dire combinaison de m objets ou 
choses p à p. 

D'après ce qui précède, le terme T,,,représente la pro- 
babilité ‘de la production dans un ordre quelconque (à 
cause du coefficient C,,,) de m-p évênements À et de p 
évènements B. 

Par conséquent, AUDE ouvons écrire symboliquement, 
Ait, LS di RS A. pB|. 

Donc, art. 11, la probabilité résultante à trouver pourra 
être représentée par la somme 


i « 
2k j: p+i 


ni ue 


dans laquelle p varie de ià k. Cette somme représente, 

art. II, Sur m évènements en tout (voir ci-dessus), la pro- 

babilité de la production de 

(D fois A et 1 fois B, en faisant p—i dans l'expression de 
T,, ci-dessus 

ou (m-i-1) À et (i+1)B,en faisant p—i+ 1 dans l'expression 

| de T,,,ci-dessus 

ou PL LS PRINT TRE 

ou (m-k) À et kB; en faisant p—k dans l'expression de 
T4. ci-dessus 

car M—i+i—m ; (M—i—-1)+(1+1)—=m ; etc. 

Nous procédérons par étape. 

24. — Tout d'abord nous dirons que la formule (B) ci- 
après de Bernouilli, (et voir art. 30 et suivants), sert à 
démontrer que dans le développement du binôme 
(a+ 8B)"=1, il existe un terme T,,, plus grand que tous les 
autres ; on trouve la condition du maximum de ce terme ; 
or, ceterme T,,.étant la probabilité de la production de 
l’évênement composé (m —p) À et pB; si ce terme est 
maximum, c'est que l'événement composé considéré est 
le plus probable. 

. Ce théorème démontre que, étant donnés m évènements, 
l'évènement le plus probable est celui pour lequel les 
nombres d’arrivées m—p et p ou &a et à de 2 évênements 
contradictoires À et B sont proportionnels aux probabili- 


tés « et $ d'arrivée de ces évênements, c’est-à-dire que 
l'on devra avoir 


M- ÿ n1- (el 
pes P où P — TL 
(g 4 P P 1? 


On trouve aussi la probabilité que les évênements A et B 
se présentent des DDR sde fois compris entre ma—k 
et m2+k pour À ; m $—Kk et m 5+k pour B. 


En d'autres termes, on trouve qu'il y a une probabilité P 
qui se rapproche autant qu’on le veut de l'unité, que, sur 
un nombre suffisamment grand m d'expériences, les nom- 
bres d’arrivées m-p et p ou & et à des évênements contra- 
dictoires A et B dont les probabilités sont x et 5, sont com- 


pris entre ma+ket moa-k pour À ; mË-k et m $+k pour 
B, c'est-à-dire qu’on a 
mo brkiia > mie-k 
mMê-k<b<mst+k 

Ce théorème permet aussi de déduire des observations 
les valeurs approchées des probabilités « et 5 de 2 évêne- 
ments contradictoires À et B ; et il donne encore la for- 
mule générale d’un terme de rang T,y:ix Où Thixtr, C’est- 
à-dire le terme qui précède ou qui suit (suivant que k est 
positif ou négatif) de K rangs le terme maximum T,,; du 
développement. Si, dans la formule obtenue, on fait k=—o, 
on obtient la valeur du terme maximum T ,,,. On prouve 
également que les termes situés à égale distance du terme 
maximum sont égaux, c’est-à-dire que les écarts égaux de 
signes contraires sont également probables. 

Enfin Ze théoréme de Bornouilli proprement dit consiste 
à évaluer d'une façon approchée la somme, art 11 : 

RÉ ARR LES (B). 

C'est la somme des probabilités exprimées par les ter- 
mes T,4,-K à T,3,4K. On aura donc ainsi la probabilité ré- 
sultante P dont il s’agit à l’article précédent. 

Les différents termes du développement du binôme 
représentent les probabilités des divers évênements ; le 
terme maximum T,., représente la probabilité de l’évêne- 
ment le plus probable. On sait, art. 5, qu'une probabilité 
est exprimée par une fraction, et que plus cette fraction 
est grande, plus l’évênement est probable, jusqu'au mo-. 
ment où le numérateur est égal au dénominateur et qu'a- 
lors on a l’unité qui représente la certitude, en effet, puis- 
qu’alors tous les cas sont favorables. Les écarts égaux 
représentent les probabilités d'événements également pro- 
bables. D’après les articles 11 et 23, P représente, dans la 
. formule B, la probabilité de l'événement résultant. 


25. — Remarque. La formule de Stirling que nous allons 
d'abord examiner est appliquée à la formule de Bernoulli 


pour calculer te terme Tyy14x 


26. — Formule de Stirling. — L'objet de cette formule 
est de déterminer la valeur approchée du produit des n 
premiers nombres naturels, savoir : 

DURE 
n étant très grand ; c’est le nombre total P; des permuta- 
tions dont n objets sont susceptibles (voir recueil p. 54). 

On peut employer la formule(voir analyse infinitésimale 

P. Mansion, Université de Gand) : a 
122222 0e-Vehnencne e-1+— 


12 n 


dans laquelle on a 
OEROENT, 
Mais, on met parfois cette formule de Stirling sous la 
forme 


12/0 0 V2 Cie (1+en). (9), 


en tendant vers zéro a mesure que n croit ou que : tend 
aussi VIS ZéTO. 

(e est la lettre minuscule appelée epsilonn dans le grec 
ancien équivalente à é). 

Nous emploierons cette seconde formule (9) ; et remar- 
quons d’abord qu'elle peut se mettre sous la forme suivante 
en divisant le premier membre par une partie du second 

River 
HNCPHV PS ET 
Représentons le premier membre de cette dernière 


expression par une certaine fonction de n, soit © (n), 
viendra 


—]l EN. 


l243nei 


ete he (il) 10). 
Ne Pier A Go) 
Il s'agit donc de démontrer que © (n) — 1+ en ou que 
RACE Matt 
CEE 0 (ur 


no} 480 
avec limite en — 0. 
Considérons d’abord la formule de Wallis (voir analyse 
Catalan, p.583, Université de Liége, année 1879)laquelle est 


1.3%5:.4(2n—-1) 
LÉ PSAFOIMEN 
12. lim “ 
2 204600 em 
DUR V7 (2 TPE) 
T DURE HEDACES 
ou ee 
d EDS ES De le ar La ” 
D 2 A AGO NI 2 RAI 2 0, 
ou encore >— nues Ft 
= TEL AA EP RE ml 
et, en multiphant fe en termes Re n, il viendra 


RE A dE 2er on 


É SDS ee INCN 
multipliant par 2et divisant par r, On aura 
HAN EE? DE no 
ré Reed 
DD UT uIl ü 
extrayant la racine, 1l vient 


D ao 0202 20 


—….— 


nel Till 


_(2X1) É%X2)(2X*X3).-2(n— 1) 2n 


ou ee pes 
PRÉ MNIMTST. TN 
DE Pa) (pes Pen MEN RE AN 
ou C: 2: ii 5 oué ( ne D — 
CE EEE ES EU En) 1.35... 20—I.VTn 
2 (Te) 


DD 2-1 LUTTE 
en remarquant, art. 18, que n! représente le nombre 
de RRENOnS de n évênements ou (p. 54 recueil) 


De D Pe—nil. 
nique que si l’on intercale les multiplicateurs 2, 4: 


6... 2 n au dénominateur 1. 3.5... 2n—1.V7rn, celui-ci 
HÉMEUL 2 4. 02 LUI. ? D. Vra, c'est-à-dire, 
art. 18, le nombre de permutations de 2 n évênements 
multiplié par V + n, ou, art. 18, 2n!V +n. Mais, pour ré- 
tablir l'égalité, il faut intercaler aussi ces termes, comme 
multiplicateurs, au numérateur, et on obtient donc ainsi 
pour le numérateur. 


‘ant, nl'2:4:6%-2nouinl20" 2 TX 20 
oun 1! 2{292.2:12)(192%3:7n) ON PACS 
oun!2"# (1. 2. 3... n)ou n ! 2#(n 1) ou (n!}. 2°"; donc la 
formule devient enfin 


MRRDIEEr 2 
= (12). 
2n Vin 
27. — Corne nous venons de voir, nous devons dé- 


montrer que & (n) — 1+en, avec limite en—0. 
Pour cela nôus devrons chercher tout d’abord la valeur 
ds AUS 
w(2n) 
Nous disons que cette valeur égale l'unité. En effet, en 
remarquant que 1. 2.3... nn! ou nombre de permutations 


I CT 1 
de n événements, et que e* —=d'où = Lee 
e* ee I 
e* 
(algèbre), l'équation (10) donne 
pe 
g (n) — CACTINR 


n°V2rn 
et, en élévant au carré 


(n A e2n 

© (n)[? ==" 

[8 ) noir 

Ensuite, en remplaçant n par 2 n dans l'équation (13), 1l 

) Deer Ï q 3 
vient 
! 
S (20) = 2iDn LA 

| (2n}ÿ* V2r2an 
AN RON MOI 


o(2 nn n°2rn (2 n)V2r 4 + 


An ées V (2 n}®v Arn Ds (A) t2ne Vrn. 


D'ETn (2n)ler De (HR) (2n)! 


(nee in | 
me OC 00) 
Virin (20) 1 | 
_Si nest très grand, les équations LU et (12) donnent 
enfin e(n)|? RE 
an) (ni ee 
20) 20) 


 — 25 ee 


28. — Nous calculerons maintenant la valeur de 
c(n | 
F{n) PAT ON 
e(n+1) 
La formule 13 nous donne 
nl e" n! e" n! e" 
c(n) =- — PE Sa 
Den SAT Ne 


et, en | remplaçant n parn+1, nous obtiendrons 


+1 
o(n+1) __ (tie see 


(n + Lives \ > par 


D'où en substituant, dans la formule (16), ces valeurs 
En et.dev(n+1), nous aurons 


PURE OU E SECRET) er nie 
GT) NV HD APP V7 
(n + DER, n!er (n+ PV 27 _(n+r) vhs ni 
(nero ent en (nt) ent ne : 


| 


e n°+72 e \ n | e 


/ 
/ 


_LQa+ate mere 1f 19H (ap) 
n} 
N l'égalité 1+ L—e 0 +5) (18 
Nous pouvons poser l'égalité Per n/ (18). 
En effet, d'abord on sait que dans dans y—a", n est 
le logarithme de y dans le système dont la base est a. 
Cela étant, je dis que l'égalité (18) est vraie, car si l’on 
prend le logaritme népérien des deux membres,on obtient 
/ #5 
une identité, c’est-à-dire qu'on a : | 1e de LeG+2)] 
n 


Car si nous prenons le logarithme du second membre, 
comme le logarithme d’une puissance est égal à l’exposant 
multiplié par le logarithme du nombre qui est élevé 
à la puissance marquée par cet exposant, il vient 


Ie Gr + a) X 1. e; mais e est la base du système 
n 
népérien et son logaritme est l’unité, donc enfin on a : 
HORDE CL be I—1(1 + 7. ); donc l'égalité (18) est 
n 


démontrée. 
Mais, remarquons que si l’on a, en général, (a"}", cette 
puisance égale am*r — am, donc il vient 


ms DO 


/ 1 \9+7/2 1 (1+ 2 ) n—+1/2 1G + 2 na) (n+1/2) 1(1+- =) 
| I + æ 2) — BARRE — € DE 
| (x9). 


LP 
| | 
T [ I I (o) k 
Nous pouvons poser nt je = —  \20)e 
DT ORITARESRS 
MEN ET CURE (1 
et 1 fc — —— + ——.(21); 
TS ATANEET 3n3 


\ / 
formules dans lesquelles les indéterminées 8 et 6° sont 


LOL 

En effet, on a, p. 195 de la 1° partie : 

X X° X3 X# 
log (a+x) — —— + — 
g( AAPRS AIRE TL à 
Si, dans cette expression, nous faisons a—1 et =") 1l 
I pe 2 AI a 

/ T) n \n n 
[I + _— Lure DNS 
\ n I 


ones 


vient log 


\ 

I ï 1 I ER et 

a di 2 +. el); 
n'en 3 Dan: 


I , 
et, si la valeur de — est comprise entre o et 1, la valeur 


n 
suite la série ci-dessus est convergente (p. 178, 1'° partie). 


On sait, en effet, que si dans une série, les termes dé- 
croissent indéfiniment, et s'ils sont alternativement posi- 
tifs et négatifs, la série est convergente. Or,onsait que dans 
toute série convergente, la somme d’un nombre p indéfini- 
ment grand de termes consécutifs tend vers zéro, lorsque 
le rang du premier de ces termes augmente indéfiniment. 
On sait encore que dans une série convergente comme 
celle ci-dessus mentionnée, c’est-à-dire dont les termes, 
alternativement positifs et négatifs décroissent indéfini- 
ment, l'erreur « que l’on commet en prenant la sommes, 
des n premiers termes au lieu de la somme totale S, est 
inférieure au terme u,4, qui suit celui auquel on s'arrête. 


Or, dans la série ci-dessus 


RH I I I I 
log [1 + | — ——. td 60 
n HUE ER D MIT 


les termes décroissent indéfiniment puisque les dénomina- 


n 
I 
de o É converge vers Zero lorque n augmente, et par 


a D S 
a à 


teurs sont les puissances successives de n, multipliées en 
outre par un coefficient numérique qui augmente indéfini- 


ment. 
Donc, si l’on prend, par exemple, la somme des deux 


I TES PA PR 
premiers termes Sn, — — Re l'erreurest inférieure au 3° 
Hair 


I , Me 
terme —, et cela se comprend puisque l’on doit ajouter 
3n 


I 
ce terme —— mais ensuite retrancher re et ajouter puis 
3n: an 
à) 


retrancher d’autres termes en nombre indéfini pour obtenir 
la somme S. De même, si l’on prend la somme ‘es trois 


| I I 
premiers termes où 5 — - — 
OLA 3nÿ 


l'erreur sera 


x I 

moindre que le quatrième terme Re Et, comme les 
4n 

termes de la série décroissent indéfiniment, si nous pre- 


nons la somme des deux premiers termes, cette somme 


EUR I 
sera trop petite, puisqu'il faut ajouter —, etc. ; par suite, 
S | N:- 
I ui 
au lieu de —, nous prendrons —, terme dans lequel 8 
2n ra 


est compris entre o et 1 ; de même si l’on envisage les trois 
(° I 
premiers termes, on prendra ns 2 lieu de sl terme 
dans lequel 8” est compris entreoeti égalememt. Donc, 
enfin, on peut poser les égalités (20) et (21). 
Mais il est clair qu'on a 
\ É \ ’ 
re: l É 1 2 | I De: aa ll pe : 
2h ent 2) \ Dr iabn) 
et en substituant dans le second nombre de cette dernière 
formule, les valeurs données respectivement par les formu- 


les (21) et (20), nous obtiendrons 


/ Nu / (A [I KB LE 
a+)! à +) TE FES Re + \ sun ane 


2 20) . 2 
ANNE USE ere 2 \n CRUE 


n 

I : :# He Dane -GHAdONEOne#3 wa 

Hein ins 12 n° 7 
Rene M0 c:30 umo 


1740 Pa 12n° 


Merle 


formule dans laquelle Ô réprésente 40° — 36, valeur qui 
est également comprise entre o et 1. On sait que le signe 
© est la majuscule thêta du grec ancien, équivalant à th; 
tandis que 6 en est la minuscule. 
Or, formule (17), nous avons 
on) 1/ ; k 
o(n + + 1) ci n} 
d'où, en substituant dans cette expression la valeur don- 
née par la formule (19), 1l vient 
sa) a (5) (ut) 
cn ET) RES 
et, d'après la formule (22) 


me (®) O 
+ — 2 
1e) 1/ È \ ce EN pre Le: 
LE UE er en (29 
n li 

(n) 


29. — Nous allons calculer maintenant 
(en) 


Nous pouvons, en remplaçant successivement n par 
n+1,n+1 par n+2, etc., dans la formule (23), en déduire 
les n égalités O 

gm+o), RP ULIMR DIT) IE gun 
g(n+1) e(n+ hu 


XL 7 
e(n+ g(n+1) e’? (n—i1,2 
an +2) 


O {n—1) 
in+n—1)] es PART RUE Quant 
e(n+n) (2 n) 
En multipliant ces égalités membre à membre, 1l vient 
en supprimant, dans Je premier membre, les termes 


communs au numérateur et au dénominateur 
(S) O ” ee (n—1) | 


Z(n) 12 n2 Hume j 12(2 n—1)2 
(20) 
d’ où, nous pouvons conclure que 


Ut = La 
En) = SO) MEN AE 


formule dans laquelle K est la plus grande valeur du 
numérateur de l’exposant de e. Cette valeur K est => 0 et 
<< 1, article précédent. 
Lorsque n est pe EE grand, il vient 
(mn) I Ra 
z (2n) min (5) ; 
bte = tend vers zéro à mesure que n augmente. In effet, 


cette valeur a pour limite, lorsque n égalerait l'infini ou 


; imite: 9(n I 
o (an 2n) Oo 
et la formule (24) donnerait également la rade 
K 
", (n) 12 O0 s 
ar LE e y 6n—=\T. 
(2n) 
Remarquons que la formule (18), en faisant n—, de- 
vient POS 
| I Re # 1 QG) $ 
Le ARS Ne Cr l: 
CI 
n & (co 
Du reste, quand n est infini vos” ler 


z(2n) 2(c) 
Or, nous avons, formule (13) 
[? 
LE IE 
En divisant la formule (15) par la formule (25), nous 
aurons 


ani © (n / Fe PROD CENE An 
@(2n) vw(2n) \ n, o(2n) ce SDS 
/ To 
riou? (D RE A HECTECLUELINN 0220; 
F5 NAS) ART 
n n 
Et lorsque n est infiniment grand, on a 
/ The es TI | 
PURE (D 0) 1. -—7# et par suite, 
Co } L 


on peut enfin conclure LES 


\ —1 
pin) = 1 LE —1,;} ED, 


en admettant la He en—0 ; ce qu'il fallait démontrer, 
articles 26 et 27. 

30.— Théoréme de Bernouilli.— Voir art. 24 les défini- 
tions ou propriétés de ce théorême. 


Les probabilités des 2 évènements contradictoires A et 
B étant représentées par set 5, on a d’après l’art. 23°: 
a + 5 ST 
d'où (OR RE Trie 
ou, d'après la formule du binôme de Un (voir recueil 
D: 26 en y LppAseurs par « eta par $ ) : 


am + Ho Canet PL. . + OTHER 


ou ns Cho sue UD "Te de 797 NÉ DORE 
Tout d'abord considérons le terme général du dé- 
veloppement (voir recueil p. 56 en y remplaçant n par p): 
Aer, pa PÔP 
SE __m(m—1)Xm—2)..(m—p+2X{m—p+ 1) 
SU =— —— 
1.2. 3... (P—1)p P 
ou, en remplaçant, pour abréger, le ‘énominateur par p ! 
(voir art. 18) 1l vient 
TA -2).. ne NS DE) ym-v8e (26). 
p ! 
Nous allons démontrer qu'il existe, dans ce déve 
loppèment, un terme plus grand que tous les autres. 
Soit T,},ce terme. Nous pouvons écrire, par hypo- 
thèse, les 3 termes successifs : 
Tr ph lo 
Nous pouvons obtenir le développement de T,,, en 
remplaçant p par p+1 dans le développement précé- 
dent de T,:,et nous aurons 


ee 


DR LA DE 1X Cr amp Gp : 
.p(p+ 1) ou (p+1)! 
2 Mm(Mm—1)...(M—p+1), M—p, 2" P 
TER E mm 1).(—P+ 1), DR 
LT CD Dec 2. 
£ 
rs m(m=1)..(m-p}F1 m—-p5 
Où Lopr — ee à pa) an germe 
2.3...P p+i «a 
et, en comparant cette vaur à celle de T,.., nous aurons 
B. 
J'NPENT ES 
iv ns . Sn 


Ensuite, en remplaçant p par p+1 dans l'expression 
de Tri Men 


(e») 
= 


M(M—1)...(M—(p + 1) PAT EER Gti 
1.2.3... (P+I+1) 

m(m—1)...(m—p}m -p—1) amp Gt ou 
| 1.2.3...(p+1)(p+2) où (p+2) 
OM - P—1 ÉLaRUES 

(6 4 
Et, en comparant T,.,, et T,,.,,1l vient 

MEET) DD) NME DT 


Top Où Lo, 


Cle 


( 


TN w 
L = X 9m -p—19p+il is 
p+3 7S : | 
1.2.3...(P+1I) p+2 o 
Pr 0: 5 
À p+> pra ee 0 
RS —P—I _M—P 
Or, l’expresssion DEEE de puisque le numéra- 
p+2 pe 


teur diminue et que le dénominateur augmente, et ainsi 
de suite en remplaçant chaque fois dans l'expression pré- 
le suit à laçant cha fois dans l'expression pré 

.._M—p—2 _M—pP--I 
cédente p par p+1, on trouverait PDP Br) SES le 

pP+3 Pre 
de sorte que les termes vont en diminuant et que 
ps Tops Tops. 

De même, pour obtenir le développement de T, il sufil- 
rait de changer p en p—1 dans le développement de T,,,;; 
de sorte que nous obtiendrons 
Tr." (m—1) (m—2) …. (m—(p—1)+1) Se PE 

: [11 3: (D—1) 
BREL (m—1)(m—2)...(m—p+2) ph pi 

== — > — rw) 
P 5 ë | 
1.2.3... (p—1)ou(p-1)! 
d'où en comparant cette valeur avec celle de T,,,, nous 
pourrons mettre cette dernière valeur sous la forme : 


D Nn1 (Mm—1) Re (M—p +2) M—pP + I am pre Ds = 


Lee | Be 
p+i C2 PE MED =-T) D rh Lént: 
DA eD er ee 

Dre ie) D = 
__m(m—1).…(m—p+r2) PAT 7 OS Hans 6 
1.2. 3... (P—1) D : 

(J 

r Ale 4) 

(64 


Mais, par hypothèse, nous avons 
TL, <Tu > Lo+ 


et, eñ remplaçant, respectivement, dans cette expression 
T,4 et T,+, par leurs valeurs (28) et (27), nous aurons 


(4 e) 
TT EPA PAP MASDAR 
D ne ee Pire à 
d'où, évidemment, 
Ë Æ] 
M—p+1 ÿ 
ie CN NE 
P : 
M—p 5 
Er OR LE 
Dec 


puisque l'expression du milieu de l'inégalité est plus 
grandeque T, ou que T,,,; et que la 3"° expression est plus 
petite que celle du milieu qui équivaut à T,1, ou à T1, X 1. 
Ces conditions sont nécessaires et suffissantes à partir 
du moment où l’on a trouvé un terme supérieur à celui 
qui le précède et à celui qui le suit, car les termes de 
droite et de gauche vont encore en diminuant. En effet, 
c'est ce que nous avons vu plus haut pour les termes 
situés à la droite T,,:, T,+,, etc. On constate la mêmes 
chose pour les termes situés à la gauche, en remarquant 
qu’en faisant p—p—1 dans l’équation(28), nous obtenons : 
TL 21 À M—(p—1)+1$ | m-p+2$ 
(oi) OÙ Ep = X = 
 p—I d P—I 2 
D: mme, en continuant à substituer p —1 à p dans 


l'expression précédemment obtenue, on trouverait 
L M-{(p-1)+26 m-p+3$ 
LOUER Per) Lyr- Hi 


ST) 70e Ne MES 
p—1 p—1)-1 p—2 P : 
CE RURe 2 2 se d 
La suite des nouvelles expressions PT? “te, 


etc. vont en augmentant puisque le numérateur augmente 
alors que le dénominateur diminue, et par suite les termes 
de la série ou les valeurs de T,_, ; T,-,; etc. vont en dimi- 


nuant puisqu'il faut chaque fois multiplier le terme précé- 


pe 24 .., M—p+2 
dent où MST "ect panhnequantss EE AUS, 


)—I 
M—p +3 L 
Sa AE ; etc., qui devient de plus en plus grande, et par 
p— 2 
suite On ÉAUSS EURE EUR 
Donc, enfin, les termes situés à droite et à gauche (du 
terme supérieur T,1, trouvé) vont en diminuant. 


33 
31.— Les deux inégalités (29) et (30) donnent en 
te de 

multipliant par 6 


\ 
M—p+I1Éa. à L M—Pp+I. « 
nr ( FR EE RSS 


æ) e A C Q 
P (0 À ? u P > 
M—-p _% 
et SC 
p+ir $ 
M—p _%X _m—P+I 
ou L Ras ar ) 
PHbe À 
et en divisant par ples deux termes des fractions extrêmes 
m — M—p I M m I 
D Dep MER d, | à Du 
P 2. Pimp LA P 
2  —— où FR 
ik U jé I D il 
1+ 1+— 
P D 
et, à la limite, quand p augmente indéfiniment 
LAON sfr: 
En 0 eDbiNyient 
P CO 
m m 
—— 1 —— 1 +0 
p c “2 im LU 
OÙ --—I L—— 1 
1+0 $ I D FE P 


2% m | s , 
Mais alors ——1 serait en même temps plus petit et plus 
(| 


grand que-, ce qui serait absurde, donc il faut admettre 
D 


m pr ; , : 
que——1—-,etsi p croit, m doit croître également de 
p bn 
telle façon que ——1 reste une quantité finie. 


Donc, lorsque les nombres m—p et p et par suitemet p 
vont en.croissant, autrement dit lorsque le nombre 
d'expériences va en augmentant, et si l’on conserve à 


nm in —p Le AA 
—— I Où —— une valeur finie,on pourra poser à la imite 
) 
P L a _m MP 
RTE — 7 LE — ë 
Han BR 


Cette expression peut donc être considérée comme la 
condition du maximum du terme T,,,. Mais nous savons 
que ce terme F,,, est la probabilité de la production de 
l’'évênement composé (m—p) À et pB, (voir art. 14et 23). 
Donc si l,,, est maximum, c’est que l'évènement composé 


considéré a la plus grande probabilité,est le plus probable. 
Par suite, on peut enfin conclure de ce qui précède que : 
si l’on a 2 événements contradictoires A et B dont les pre- 


babilités d’arrivées sont exprimées par « et 5, et si l’on 
exprime par m-p ou a et par p ou b les nombres d'arrivée 
respectifs de ces événements À et B, l’événement le plus 
probable est celui pour lequel les nombres m-p et b ou a et 
b sont proportionnels aux nombres et $, ce qui s'exprime 
par la formule mp a 
Gite =: 

D'UN 

Maintenant, en transformant l'expression précédente, 
on obtient d'après la propriété des proportions 

AI sn PT A Mais at LAB 
{m—p)+p a+ om  a+$ # Hd 
DD 
mitibe 

Egalement, d’après la mème propriété des proportions,on a 

(m—p)+p +5 m 
——— = où -— 
P ) D0p 
Donc, on tire des valeurs précédentes 
M—p—m 2% Ca 
DT OU E 
c'est-à-dire qu’on prendra donc comme valeurs aphrochées 
de m-p et de p respectivement m + em ÿ. 

Remarquons que m-p et p sont des nombres de fois, 
c'est-à-dire des nombres entiers ; et que x et 5 sont des 
probabilités, c'est-à-dire des fractions, art. 5, puisqu'elles 
sont comprises, avons-nous vu à l’art. 7, entre oet 1; et, 
que par suite m > et m 6 sont également des fractions. On 
serait donc tenter de considérer les équations (31) et (32) 
comme absurdes si l’on ne réfléchissait bien à ceci : c’est 
que ce sont des équations limites. 

32. — Pour déterminer la valeur d’un terme du dévelop- 
pement du binôme, reprenons la formule (26) 

im (m--1) .. (m—p+1) PRE 
P ! | 
qui peut être transformée comme ceci T1, — 


donc il vient —7. 


Lot a 


(nm. m-1.m-2...m-p+1) (m- M-p.m-p-1.M-P-2...3.2.1) 40—P GP 
pl( (m-p. mp1 3.2.1) éà 

12,9 0m RAA a A TE Pr 

p'!(1.2.3. … mp) | P'm—p! Fi 


Si, dans cette expression, nous remplaçons p par p+K 
(la quantité K étant plus grande ou plus petite que zéro, 
c'est-à-dire res ou négatif, donc en prenant à droite 


ou à gauche de T,,,) nous aurons en général 
TL nn ! m—(p+K) nn 
HR — EE à 5 
hé 
+R! n— Do pK)! 
*: m ! m—p—K p+Kk x 
OÙ Lori = — æ 5 (33). 


DEK ! m—p—K : 
Lorsque le terme T,,,à partir duquel on compte le ter- 
me T,,,,K que l’on veut estimer est le plus grand du dé- 
veloppement de (:+5)", (voir commencement art. 30), il 
_ ns » r A «Q Pots e = = 
faudra dans l'expréssion (33) remplacer m—p et p par mx 
et m3 (voir fin art. 31), et l’on aura ainsi 
m ! mY—kK m+K 
r +, , 2 A] Î L 
fhephe es = d. D 7 
mÉ+K :ma—K : 


et l’on obtient ainsi l'expression générale d’un terme de 
rang p+K+1, terme qui suit ou qui précède de K rangs 
(suivant que K est positif ou négatif) le terme maximum 
T,:, du développement de (4+5}". 

33. — Nous allons maintenant estimer la probabilité 
donnée par la valeur de ce terme T,:K1,, (formule (B) art. 
24), à l’aide de la formule de Stirling, formule 9, art. 26, 
ou | I.2. 3... n—V2rnn'e-"(r+en), 


I 
en té dant vers zéro avec -. 
n 

Nous supposerons que la valeur m du nombre total 


d'évênements soit assez grande pour que les expressions 

m « et mÿ le soient également, formules (31) et(32), et ce, 

afin de négliger en qui, ici, serait em et qui tend vers 

zéro lorsque © tend vers zéro ou que m devient très 
m 

grand. (Voir la formule (34) dans laquelle m !—1.2.3...m, 

art. 18, valeur qui est donnée par la formule de Stirling 


ne OMS 


dans laquelle n serait remplacé par m). Donc, en rempla- 
çant dans la formule de Stirling n par m et n ! ou 1. 2. 
3...n par ml! Our1.2:3"% met en substituant eine 
obtenue ainsi pour 1.2. 3... m ou m! dans la formule 
(34) ; en faisant de même pour (m 5+ K) ! et pour 
(mzx— K)! et en remarquant que puisque m, mz et m$ 
sont des valeurs assez grandes, on peut En les ter- 
mes de la forme 1 sm ; 1+e(m5+K)et 1+e(ma—k) et 
il vient 


V 2rm mem 
1e p+K+i— - S 


MD ESS er 
V2r(mé + K)( mo + K)" B+Ke- On DK) 


V2r(ma—KkK)(ma—K)Mm%-n 6e -maK) 

N ire ° _J. eo = 
d’où, en divisant et en multipliant par mÿ P+Ketpar 
my"%-K au dénominateur, nous aurons 


V27rm m'e-" 


g, 0% US 5 m9+K 


Loin vv: TA ü À K\ \m9 + K ï 
/ 1? £ à 
V27r(m B+ El CT mOms FERRER 
\ mé | 
— 2 MA K 
—— ———— — K mA RK mA— K —(mY% — K) 
Var (ma—K)|1——) m2 
DES), 
a 
1 D Ç — 
DE mp+kK. (35). 
En remarquant que 4 +51, art. on trouve 
m8TK) 6 e“ma=K) =—6- uen Mme Hi — e— ce — K—-ma+kK -— 
(Mt à ie — e-n(8-+3 — HN — em (2670 


Enoutre,mbr6rEmartTk=mmfrKk BR Nr 
—= mr FE MELSR pr RER RE Nes EPA ESS 
= mep+o prp+E ame mm fn k gnaK — 

— me frpt£ qma— Æ—(Gmp+k gma-Kinm, (37). 
De plus _ 
V /2r(m BRIE l2rmé+2r K— VE rmÉ+2r m 5 K ee 


: 4 Fo FE 2 / K \ + 
—V 2rm8$ 1+ —— —V 27rm8 | I+8) (38); 


et Var(mo—K—V27rma | I— 


”1 


Mais, nous pouvons écrire la valeur précédente de 
Leur de la fon suivante : 


mr em 5 x - 1 and - K pnp+K 


Æ p+K+i— } ; So. ee 
/ 5 K dU m prpEK im oo K V 2T (m B Fe + K) 
\ mp, 


\ 


4 


AR CIPRTE TA / K 10—E 
Vzr(ma-kK)e-mptf e-Mma Ki Te — | 

\ m a / 
et, en transposant les termes et en ajoutant les exposants 


des termes semblables, vient: 
m'e-" V De -m RRRE pus BPbiRre. 
Lori Ne” 'o mp+Kie 
4 V2rm B en BrpTK auu--K mm" 


\ 
\ 


RON a re 
VTT ee) 

ETINOT 
et,en supprimant les facteurs communs aux deux ter- 
mes de la fraction 


< I 
À LE RAR RER Re F2 =: = 
p+K+1 ] K ARS CSRITNS / Ke Ki 
e VormB Valr —— 
: m8 ITL 
I 
LE { K \ POP part | é K \ =: a—K+r2 GS 
Nr SE V2T V mB are 
\ mp) à mx 


en multipliant les deux termes par Vm — 


V m 
/ K ÿ Fi ° A bi . EAST [ K \ma—K-+1/2 LE 
(T+—) Von) a me | Te 
. mb) x mo 
Vm 
Ge. K \mg+k+re |, | ROUOR nor 
Ut — | Vorma VmB | 1— — | 
Qu, \ m2, 
vm I I 
D ue Fe K np * 7 K \ma—k-+1/2? 
V2rmx Vm$ + — (I 
\ mf) * m2) 


et en divisant par V m les 2 termes de la fraction et en 


os "| 


observant qu'en général — — x 


, nOUS aurons. 
(s' ALL | 


TL I { ds K AT BE FER / K U = ‘mA4—K—+/2) 
Ce ee à Cuire à ce à En Sa True | * 
Vv2nm af mp : \ mo) (4 ) 


\ 


Si, dans cette formule, nous faisons K—o, nous aurons 
la valeur du terme maximum T,,;, art. 24 et 30, en ob- 
servant que toute puissance de 1—1, nous aurons ainsi : 


I j -—(m9+K#/2; —(my4 —K+-1/2) 
Le à) Î * 
Ep OR  (0) X(1—0) 
\ 27rmuÿ 
La D) L ï 
ou I p-Et = RMS (45). 
V2rmaf 
= b Æ 
nie te 2 K 1 8) 
34. — Remarquons que la quantité 1+——îe pi 
K m5 
1e À \ 

+ 5 7 


Prouver ces égalités, cela revient à démontrer que 
X— L.e*—e*, c'est-à-dire que le lagarithmé népenen 
de e*, lequel est x, égale e élevé à la puissance Ix-où 
puissance logarithme népérien de x. En effet, le loga- 
rithme: de e* — x'fois le loparitme de. "ot 
rithme népérien de e—1, puisque e est la base du sys- 
tème ;: donc Le =x"* 1=%%x; (On sarteque ten 
représente les log. népériens). 

Maintenant, il faut prouver que x—e*. Ces deux 
quantités seront égales si elles ont même logarithme, 
c'est-à-dire silx=le*. Or, I. e* ou le logarithme d'une 
puissance égale Ixxle ; et le—7+r, avons-nous vus 
donc, Lek=fix1e=lx'5=x ce quil fallaitedemenss 

Par suite, on peut poser 


r FE AL 
gas, APE 


I+——e 
m $ 
D’ r / K \ tie Bixir) rte Pix) (x Le K ) 
F MP RTS nl __ m 
ve F ; mp B 
D a / Fe —(mo-K1/2) (na K+1/2) 1 (: _ = 
emIiéme | I — mr —€e ES 


\ 


De là, en multipliant membre à membre les deux der- 
nières égalités, il viendra 


[ K \ -(mg+K+re)/ K \ 6 mA—-K 7) 
Honne PET _ 
mB À mao 
(At si Cl ( + Jar Etre) fs KE 
——e \ mé mo (42). 
Lorsque ne est assez petit, on a (voir cours d'analyse 
m 


de l'Université de PE Catalan, 1879, page I51, en 


ÿ ee x par 


ee m se ; Len 
ŒUA: 14 K,.\ — K g MGR Fr K5 rs. _K ne |. 
{ m B, _m pe 2:m°$p? "2m; Bi Min be mê, 


[ K 
expression dans laquelle F (ne | est une fonction inconnue 
m$ 8) 


quis’annule avec — 


MB 
De même (voir p. 153 du cours précité) : 
17 TIRE 1 K3 
I. É nt —- — — =". ELC- 
e Mo) : ma 2m 3mio 


Et, en multipliant ces 2 dernières égalités respective 
/ 


/ 
/ 


| Her | AE : 
ment par — | m$+K+ ; etpar —|mo—K+-\nous aurons ; 
ë | 


/ A TK N - 1K: K: 
— (m8 +K+-l [r+ eee er ue 
\ PAIE TE 200 Barre pe 
ONE 1 K 1 K: 
MT he un | mures 7 étC 
RÉB 2H AP 2UNBNNTT ARE 
/ . ER 2 K3 
CPR AS NE RER 
\ ZEN mY, AUOT TER CE 
us GA MUR DR 41 K ne Ke 
OR Ni F2 MX Ac 


En additionnant ces 2 dernières égalités membre à 
membre, le premier membre sera l’exposant de e de la 
formule (42) et le second membre nous donnera pour la 
valeur de cet HS 


/ I I 
a pe Rs [Eu eh Li 
2 RER IN 082 Dr m8 
É I 1Ù FE I \ I / I I \ 
EE et 7 
\mB ma) 2 m° $ INMQUE 2HATA BST 


PA St TA T'.: WMA EME) re 
JA + NE ACIER NIOe Aie 14 me 


À En ENT 2 \ MEN PUS 
fin° mt a? \ “ ma EMEVA rs Mn VESTE 
F° ESS TE Re Fa 
In A0 LS p: ] \, MOMP ) 2.24 CMP 
ma — m MIN O0 4e 010 DA 
MURS en Ge 
ARTS mam JE \ DT OAI D'OR 
m (a+ 5 2 Lg; 0 (32 — a?) K: m(x+ f) 
M? o B Fe A SE at m° à B 
-, Mm°(a?2—B8? m (4— PDU 
# B*) _rgm(a—$), 19, m? (a°+82) 
m+o° $ 2 m'a B 4 DT UPS 
ou, en observant que FN ATTTERE 
L Lie = 2 I A2 AB 
Pen Ke CHF) RE OP 


“ me 0 pre 


The 
OU TEA 
2 


là 1 En 


om. 


D ! 
= 
re 
(æ] 
TD 
ed 
À 
Lo] 
À 
té 
TR 
LI 
en 
= 
[®) 
TD 


ARDMREGSDTALE 
1m LE 3 (B2— a. K a— 

ou Aer Hi de 5 1 LAPS + etc. 
2TT 0: AN OEM AE 2:MmVa6 


1 LKR 1 K' B° — a PA: Ce r'IOK 


ap. ..… 
SR ci: TE On’a K° met É ATACE CU permet 


K Kevin Vm 
de négliger -— , car on à alors —< —-< ——— 
m m ni (y VA 
10 3? A GA 
TZ ;or,quand lenombre d'événements mesttrès grand, 
vm 


7 


est très petit, et à plus forte raison —. On négli- 
| m 
vm 


gera donc dans l'expression de l’exposant de e, tous les 


Fe 4 
termes de l’ordre — etl’on ne tiendra compte que de ceux de 
: m 


Rer | 
l'ordre. D'une façon approchée, en ne prenant que 1e 
m 
premier terme, on aura pour la valeur de l’exposant de e, 
NA 
celle-c1 : > ———. (43). 
2maf 


| 

Concluons donc, puisque K ÿm, que le nombre de 
termes K que l’on prendra à droite età gauche du terme 
maximum T,:, ne pourra dépasser la racine carrée de la 
puissance m de (x+B8);m étant le nombre d'expériences 
et x, 5 étant les probabilités de 2 évênements contradic- 
toires À et B. (Voir art. 24). | 

35. — Cela étant, pour avoir la valeur d’un terme quel- 
conque de rang représenté par p+K+1, on substituera, 
dans la formule (40), d'abord la valeur donnée par la for- 


a I 
mule (42) et l’on aura : MÉPÉMEE 
V27rmaoñ 
1 FRA 
— | m K+ =) (+ 2  —K =) 1( +) 
2 (gere) Dee D] (ae ( LE) 


et, en remplaçant l'exposant de e par la valeur représen- 


tée par la formule (43), nous aurons enfin pour la valeur 
approchée du terme considéré : 


K? 
e I — 1/2 ac 
Totkhi= exe paf (44). 
V2rmaf 
Remarque Î. — Puisque K est élevé au carré dans le 


second membre, la valeur de ce membre ne varie ÊEe avec 
la signe de K, donc on peut poser 
AT Lo-x+: Où Topite = Tohi-x. (45); 


ce qui exprime que les fermes situés à égale distance K 
du terme maximum T,:, sont égaux , ‘et comme K s’ap- 


pelle écart, on peut exprimer ce qui précède en disant que 
les écarts égaux de signes contraires, sont également UE 
bables. 

Remarque 71. — Nous avons vu, d’après les formules 
(31) et (32), art. 31, que les valeurs approchées de m—p et 
de p sont respectivement m2 et mf ; or, de m—p— onmz 

Pi 


tire p—m—ma—m (1—2); donc, en substituant dans la 
formule (45), 1l vient 


ua)h+r = Lni-04-K 


et de même TT. B+rtr = fie Bt 
ou 1 1+K— L'op+itk 
et ARMA — rs T mp - K 
te 
Remarque III. — Voir art. 24. 
36. - Revenons enfin à l’art. 24, et évaluons d'une 
facon approchée la somme 
K 
PIERRE (46) ; 


K variant entre —K et +K, c’est donc la somme à parur 
du terme de rang p+1—KkK jusqu'au terme de rang 
p+i+kK ;et, nous aurons ainsi, (voir art. 24 et 31): 

La probabilié P que les événements contradictoires À 
et BP, dont les probabilités sont respectivement x etf, se 
présenteront des nombres de fois compris entre ma—K et 
mz+K pour À, et mB—K ei mB+K pour B. 

D'après la formule (44), la formule (46) qui nous donne 
la somme à évaluer peut se mettre sous la forme : 


2 
I —1/2 


DANS Nr 

V27m 28 
ou, en faisant sortir du signe > la valeur indépendante 
eine 


14 Æ —1]2 ——— < 
PE D 1e PURCGENE 
V2rm af 
formule dans laquelle K, exprimant un nombre de termes, 
prend toutes les valeurs éntières comprises entre — K et 


+K. 
Nous pouvons poser l'équation 


nat 
laquelle représente une courbe qui s'approche asymp- 
totiquement de l'axe des abscisses x. (Voir 1" partie, art. 
117,.P.1147 ét 148, où d'on peut remplacer a parent 
X2 \ 


I 
l'exposant —n par l'exposant — - ——— 
2 m @ | 


Représentons par y, l’ordonnée, 1 Ja courbe, corres- 
pondant à l’abscisse x, nous aurons, en faisant successive- 


ment x—=—K, x=—K+1, x——K+2,...x—--1, X—0, 

X—+1,.. x—+K, les valeurs correspondantes pour y, 

SAVOIT : V_K 3 Y-K+r 5 Y-K+e5 + 3 Vi; Vo; Ye. Y+K. 
En faisant la somme, nous pouvons donc poser 


2 


X 


ee + yes Ya 
Y+Kk—S (48); 

formule dans laquelle x varie donc de —K à +K et où S 

représente la somme de toutes les ordonnées correspon- 

dantes. 

* Observons que le terme y, correspond au terme T,:, 
et que les termes également distants de y, sont égaux, 
voir art. 35, remarque I. Il y aura K termes à gauche de 
Yoet K termes à droite, et ces termes sont égaux deux 
à deux. Par suite on peut poser, en représentant donc 
le premier membre de l'égalité ci-dessus, ou la somme, 
par S : 


De D Jr 
formule dans laquelle x varie de 1 à K. 
Les formules (47) et (48) donnent pour la probabilité ré- 


sultante P : 


DAS 
V2rma8 
Nous allons d’abord chercher la valeur des. 
Pour cela, imaginons tracée, par points, la courbe que 
représente l'équation Mrs 
2m f 


IR ©) : 
Soient les deux axes coordonnés O X et OY, figure ci- 
contre. Admettons une unité quelconque et portons-la K 
fois à droite et K fois à gauche de l’origine sur l’axe des x. 
Bars les points, 2,2, .., K, =-1, 2, -3,.., —K, obte- 
nus, menons avec la même unité, les ordonnées correspon- 
dantes y. jusque yK et jusque y_Kk. Nous obtenons les 
DDR RE CR, lPue/de là7courpe: 
Joignons par une ligne droite les points Pet Px; P.et P_K. 
Menons les parallèles P, Qet P, KR, etc, de façon à 
former les rectangles O r O P ;: O 1 P, K ; etc. 


Considérons la moitié de droité de la figure et soit 
A l’are de la courbe comprise entre les ordonnées 
O Ps et K Px. 

Cette aire est plus petite que la somme des rec- 
tangles Or O Pc: 12 V P, ;.etc, que” nous"appelienms 
rectangles excédents ; .et elle est plus grande que la 
somme des rectangles O 1 P, R; 12 P, W ; etc, que nous 
appellerons rectangles déficients. 

Il est évident que la somme A, des rectangles ex- 
cédents à pour valeur 


0: Pau 1)+(7, PE T° 2)+...+(K_,; ; pe X IS PR: 
Mais les longuéursto 1x2 Re 
la somme ci-dessus est 
A = (OP +1 P Li + Ka, Pr) XGI— (Yo + YA 
Ve) COL 
Oror==lunitefdonc 
À, == Yo + Yi HÉTVRET 
De même, on trouverait que la somme, soit AÀ,, des 
rectangles déficients est égale à 
À> —= Vi 4: V2 bent VK: 
Mais on a, en représentant par À l'aire exacte de 
la courbe (moitié droite) : 


Are AA 
En admettant prises les unités (abscisses) o1— 1, 2 — 
etc, assez petites, on peut considérer À comme égal à 
lasmoyenne de AÀ,etde À, . On ainsi : 
Renan oriente a) Er + Ye hey) L 
2 2 


N'a 2 8 4 NO En ©, 


: et, par suite, l'aire totale 


de la figure (courbe) sera 
2À — VER +20 NAT Ver }== (Yo Fe MORE PE 
RME EC VR) NES PR Tien)" 

Mais nous avons vu que 


K 


or 25 Yx Vo Er + Ye FE YR)Æ PE Ye Hu EVK) 
1 


Vo VV ce RERO e YR) TVR 
— 2 A + yK; et pour réduire la différence résultant de 
ce que nous avons Considéré À comme égal à la moyenne 
dé Peter A7, /avantepris les Sunitis. sur l'axe des 
abscisses assez pstites, nous ajouterons une indéterminée 
e (1 ou epsilonn minuscule du grec ancien) pour représenter 
la somme des {riangles mixliliynes excédents ou en plus 
sur l'aire de la courbe ; et une autre indéterminée : (ou 
r ou rÔ minuscule du grec ancien) pour représenter la 
somme des triangles mixtilignes déficients ou en moins 
sur l’aire précitée, nous aurons ainsi 
—2AHYK HE? (49). 

Remarquons que nous ajoutons la somme des trian- 
ples mixtilignes excédents et que nous retranchons la 
somme des triangles mixtilignes défécients, de sorte que 
la différence est très petite. 

Revenons à la formule (47) qui donne pour la proba- 
bilité cherchée 


On 


RS ET 
= ve 

V2} nv) 
et, en vertu des formules (48) et (49), nous pourrons poser 
successivement 


LA 


ie 46 = 


pt GS RE À PT UNSS 
V2rmaoB V2rmaoB 


Mais la quantité A est l’aire de la courbe, avons-nous 


,2 
X 


vu,dont l'équation est y—e 28 __ une certaine fonction 

de x — fx) ; et, (voir 1'° partie p. 244), si pour la courbe 

représentée par y—f (x), la quadrature ou l'aire est 

exprimée par A—/ ydx, pour le cas ici présent, nous rem- 
: 2 


x 


placerons f (x) par e 


de droite ) : 


Fe 
‘°4P et nous obtiendrons (pour la” 


D | Hi 


- 2 
x 


Af vdx—/ f(x) dx—fe "%P dx 
et, en prenant l'aire du —K à +K, il viendra 


2 


X 


TK cd 2m B , 

DEA 5 ss; 
ke _K 

En substituant cette valeur dans l’ équation( 50), onaura : 


9 
X 


2m | 6 


P — -—— x) ( | 
haer e dX+Yx + e—0 |. 1). 
ner Ve FYK À (51) 
Et, comme la quantité e—s est très petite, nous PER 
rons le négliger et nous aurons : 


2 
X 


Pi Le _maf dx tx) (52). 
V2 a 


37. — Nous pouvons ne puisque m, aetf sont des 
nombres positifs et que x’ l’est contenter 1 


e, tan 
= t doux 
2maf 


2 MAS BAL EURE m « $ t stone 


Vz2maof dt. (Voir 4° p. 12, 1° partie). 
D'après ce que nous avons dit et la figure qui précède, 
on vol 0 ,et l'on. at 0 m0 


SC. K nas RSR 
x=K, 1l.vient =>" d'où K=ty2m06 


vzmafp 


En substituant la nouvelle variable t dans l'intégrale, 
nous aurons donc 


"2 
F 2 


Te Don K =t TO 
2maf  — TES 
| e Bou | e dtv2ma8 —v 2maf | en dt 
MATE PER HR 

et la formule (52) devient 


te 


AA ( a V 2m$ 
— | |\Yÿ2ma8 | e dt/+yr|—— 
V2rmaf DAS V2rmof 
ga € I 
|. ACER 
5 mn V 27rmuB AUS 


ÉLQuandie== Ke 


Mais, art. 36, nous avons y—e 


KA 


, : . 2m0 3 FRE : É 
videvient yx et l'on as vr=e , d'où l'expression 
ci-dessus de P devient, en simplifiant le premier fac- 
teur et en substituant cette valeur de yK : 


K? 


PK 3 ne 
à Les in i. my 
Ps SRUt ee C0 ; 
VT . V 2rmaf 
RUN 
K?2 
I on I + 
Mais 1 4 map . Or, K: est 


V2rmuf RS RAN PRES 
’ ( 
V2rmaf € 2m0ÿ 
positif, et, par suite le dénominateur de l’expression pré- 
cédente est positif puisque +, m,#, 8 le sont aussi, et 
lorsque le nombre d'expériences m est très-grand cette 
fraction devient très-petite et peut être négligée, de 
sorte qu'il vient 
| ) dl °K 12 
P—==— l e L'dt: (53). 
5 \ T ee ed r 
Et, comme l'aire de o à K est égale à celle de o à —-K, 
il suffit de prendre l'intégrale de o à K en multipliant 
par 2, et l’on a enfin 
APT: 
re Ste ER 
P =— | e’ dt. (53bis). 
Ver O 
Soit à trouver par la méthode des séries l'intégrale 


ét: 


ee 48 — 


On sait qu'on à 
x? 7 3 


+3 | 
DEATH F Le “ue (a). 
L2RIPTS2 


Or, à la p. 195 de la J'e partie, nous voyons le moyen 
d'intégrer par les séries une différentielle représentée 
par l'expression générale Xdx, dans laquelle X repré- 
sente une fonction de x. En développant X et repré- 
sentant ce développement par la suite 


NA x VB: +CxT + Dx° + etc. 
ordonnée par rapport aux expressions &, 6, +, etc., on a 
pour l'intégrale 


d+1 
Ax 


œ+I 


ER) (Ax® + ba LCED<E ax = 


6H Yh Di 


= + + 
O+I ST OT 


Onvoit donc que par la méthode d'intégration par td sé- 
ries,on cherche l'intégrale d’une différentielle donnée, en Ja 
mettant sous la forme X dx, en opérant le développement 
de l'expression représentée par X, en multipliant par dx, 
puis en intégrant chaque terme en particulier. 

Si donc, dans l'expression et” dt, nous faisons e=t"=X 
et dt=—dx, il vient 

He der re 

On pourrait mettre f e-t° dt—/f T dt ; T étant une fonc- 

tion de t. 


Il nous faut donc ‘'évelopper X ou et”. Or, la formule 


X— —[? : 
2 {2 1) t2}3 th 
et erTie A Ga, += ( ) “+ 6e » SE FES 
I 124 1 1.220228 
PET NS 4 Q 8 19 
le t ne -t LA 11° + pa an La . ei L 
1223540 2 6 24 120 
5 L + t LE 
et fxax= fe "az es 5 ES 
j SA SEX # (0 24 
t'° h t2+: ++: t°+t t5+1 


— — +. dt=t— + PR ER 
120 À 2+1 2441) 6(6+1) 248+1). 


tro+: t5 {5 t7 
tu ue see 
120 (10+1) RAS MOI) ENCRES EE er 
t° t" 


CORP CT) OT CE X 2 7 CM NET 

Remarquons la loi de formation des termes de cette 
série ; ils sont alternative nent positif et négatif; les numé- 
rateurs sont formés de l’inconnue t affectée d'exposants 
formant la suite des nombres impairs 1, 3, 5, 7, 9,11,etc.; 
et les dénominateurs sont formés des produits successifs 
des mêmes nombres impairs correspondants aux expo- 
sants de leur numérateur respectif, multiplié, respective- 
ment par la Suite des produits I,IX2,IX2X3,1X2X3X4, 
D HR DIOl OUT 2,024 4120; etc. Lasformation 
des termes de la série est donc facile. 


Or,ona Deus l Nerf 
VTT 0 
et, comine, art. 69 du calcul intég. 1"° partie, pour prendre 
l'intégrale de o à K, 11 suffit de remplacer t par K dans 
l'ingrale, 1l vient 


24% 7 K3 Ks5 K7 

=? /Kk- pa Re 

Î 2 ] 

VE \ $) 10 / 

NAS VE 77215108% set 1, 1264..., (OC 
V de 
fe K: K°5 K7 

RAA ess + er PE 
3 10 42 


Nous avons vu que x-—K=—t V2maf, et si l’on prend 
t très-petit, K sera également assez petit et l’on verra 
que la probabilité P se rapproche cependant beaucoup 
de l'unité. En effet, soient a—3/5 et Ê—2/5 ; m—100, 1l 
vient K=—t Vzmep —tV2x100x3/5xX2/5—tV48 = 7t 
environ. 

Remarquons que K doit être entier en tant qu'indi- 
quant le nombre des termes du développement. 

Porsquet=-chientekR==0o, l'aire==oet Po. 

Sit—o, 1 on obtient K—o, 1 V48 — 0, 7 enviro ;enef- 
fet K—7t—7Xx0, 10, 7 environ. Nous ne poussüns pas 


les calculs bien loin dans la recherche des décimales ; 
nous laissons ce soin au lecteur pour chaque cas par- 
ticulier ; sa tâche sera facilitée en faisant usage des 
logarithmes ; nous nous contentons GNU la RUE 


à suivre. TF0 
Pour, K=o,7 il vient P=r;128 47 MPO7R0rS 


\ 2 


d 


5 \ . . 
0,7 — etc |— 0,754 approximativement. 
FE | 


IO 7 
QuandkR=ite Se ne ; = Le 
Vemaf  V2zxX100X 3/5 X 215 178 
I 
3 


— = environ — 0,142 4+et alors PÆT,128400 te Le 
/ | \ 

. Se +. 1,1284... (0,742 10; CSS ARS 
TOME | | 


ron; doncon voit que pour des valeurs même relative- 
ment faibles de tou de K, P se rapproche de l’unité à me- 
sure que t ou K augmente. (Plus K est grand, plus l'aire 
À est grande et P est grand, formule (50), mais, ainsi que 
le montre la figure précédente cette aire augmente de 
moins en moins puisque les ordonnées Yx, Yx41 ete. 
diminuent. 

Or, la probabilité unité exprime la certitude, art. 7. 

Nous pouvons donc énoncer le théorême de Ber- 
nouill! comme il suit (art 24): | 

Il existe une probabilité P qui se rapproche autant qu'on 
le veut de l’unilé, que sur un nombre m suffisamment 
grand d'expériances, les nombres d'arrivées m—p et p 
ou a et b des événements contradictoires À et B, dont 
les probabililés sont setf, sont compris entre ma+K et 
ma -K pour a ; mB—K et mB+K pour b ; ce quon 
exprime en posant : 

ma+K >> a > ma—kK 
mB+kK => b>mB—K. 

kRemarque.— Pour la démonstration du théorème, nous 
avons supposé K Vm, voir art. 34; néanmoins lors- 
que l’on prend: tout le développement de (x+65)", on 


| 
| 


obtient pour l'expression de P'une valeur qui se rap- 
proche beaucoup de l'unité, même quand m n'est pas 
très-grand. Dans les exemples cités ci-dessus, applica- 
tions, nous n'avons pris que 4 termes du développe- 
ment et m n'est pas très-grand, aussi, ainsi que nous 
l'avons dit, nous nous sommes contentés d'indiquer la 
marche à suivre dans chaque cas particulier. 

38. — Ecart absolu et écart relatif. — Nous venons de 
voir, art. précédent, que le théorème de Bernouilli donne 
(les nombres des arrivées effectives des évênements étant 
représentés par a et b): 

mo LK >a >maoa—KkK 
mê+K>b>mf—K 

La quantité K, considérée en valeur absolue, c’est-à-dire 
indépendemment du signe, est la différence entre ma et 
a, et entre mB et b. 

Cette quantité K est appelée écarét absolu, remarque 1, 
ALL. | 

Les inégalités ci-dessus peuvent s'écrire, en divisant 
par m : 


Kigia K 
a+ >->u—— 
m m nm 
Kb K 
CR nc 
n ni M 


e- La K e 12 [2 L2 - 
et la quantité —, considérée en valeur absolue, indique 
m 


de a D 
la différence entre « ou 6 et — ou —. 
TETE 


a et 5 sont les probabilités données à priori des évêne- 


ments À et B, (voir art. 24) is “a sont des rapports de 
TTC 


nombres, donnés par l'observation, qui s’approchent indé- 
finiment de x et de 5 à mesure que K diminue ; en effet, 


LA <a + È et=—0 Le ordis hnité tou :Krestrtres 
m m m 


petit, — s’annule, et 1l vient Latoet >a—0— « à 
m 


| 
| 


la limite. De même pour — — $ à la limite. Nous admet- 
m 


tons ici que l’indéfiniment petit, ou l’infiniment petit, s'an- 
nule à la limite. 
OR 
La quantité —, prise en valeur absolue, s'appelle. écart 
m à 
relatif ; et elle exprime donc la différence qui existe en- 


tre les probabilités a et 8 (données à priori des évènements 


DIE a 
contradictoires À et B), et les nombres = et qui peu- 
Ta 


vent représenter approximativement ces probabilités. De 
sorte que, envisagé sous ce point de vue, le théorème de 
Bernouilli donne le moyen de déduire des observations, 


a D re 
les valeurs -— et —, valeurs approchées des probabilités * 
HE 


et B de deux évênements contradictoires A et B. 

39.— Ecart médian et écart médian relatif.— Supposons 
qu'on ait deux évênements contradictictoires A et…B, 
dont les probabilités respectives sont z et $. Les nom- 
bres de fois qu'ilsse présentent sontrespectivement a et b, 
sur im expériences. On a donc 

a+ b = m. 
Mais on a vu, art. 37,.formulé 53°, que 


D RNEUDE Le] 


VF. 

Et approximativement nous avons trouvé pour K—1 
out—0,143..., P— 0,8 3 2 1 6 environ, et plus P s'ap- 
prsche de l'unité, plus on s'approche de la certitude, art. 7. 

Pour certaine valeur de t ou de K, on trouverait P— 


I Re ee: 
0,5—-, ce qui marquerait l'incertitude, art. 7, c'est-à-dire 
2 


qu'on pourrait s'attendre aussi bien à l'événement con- 
sidéré qu'à son contradictoire. 

Réciproquement, pour une certaine probabilité don- 
née, 1l est possible de calculer la valeur correspondante 
K de l’écart absolu, cet écart dépendant aussi du nombre 
d'observations m et des probabilités xet8 des évènements 
À et B. 


53 

S1 l'on calcule la valeur de K correspondant à la 

1 , LE . . ’ 

probabilité —, laquelle marque l'incertitude, alors on repré- 
2 


sente K par À, (ou lettre 1 ou lambda du grec ancien). Et 
alors, .on peut donc dire qu'il est aussi probable que l’évê- 
nement À arrive un nombre de fois compris entre les 
limites mz—} et ma+), art. 38, que de voir cet évênement 


tomber en dehors de ces limites, puisque — indique lin- 
2 
Cértitude art, 7. 


On donne à À l'appellation d'écart médian, et à À 
celle d'écart médian relatif. Le 

On a cherché quelle est la probabilité que l’écart 
absolu K ne dépasse pas un certain nombre de fois l'écart 
médian À. Par exemple, si l’on admet que l'écart absolu 
K soit égal à 5 fois l'écart médian À, il faudra donner une 
valeur 5 fois plus grande à la valeur de t qui a amené K—\, 
et la probabilité que l’on obtiendra sera celle exprimant 
que le nombre d’arrivées de À tombe entre mx+54 et 
mz—5}, c'est à dire la probabilité que l'écart absolu 
n'atteigne pas 3 fois l'écart médian. 

40. — Espérance mathémalique. — S1 à;, 4,,... © 
représentent les gains ou les pertes (suivant les signes de 
ces quantités) qui peuvent être amenés par des évêne- 
ments dont les probabilités sont respectivement p,, 
Pe', .…, p., on appelle, par définition, espérance mnathé- 
mathique la valeur exprimée par 

HN DN 0 D a NPD: œ ÉSO). 

41. — Ruine du joueur. —Considérons le cas de deux 
joueurs et soient p. et p. leur probabilité respective 
de gain ; soient 4, et , leurs mises. Cherchons quelles 
sont les conditions pour que le jeu soit juste. S'il existe 
une disproportion marquée entre les chances de jeu des 
deux joueurs, il faut évidemment, pour qué le jeu soit Juste, 
soit la faire disparaître, soit faire varier les enjeux. Il 
est évident que le jeu sera juste, si les enjeux «o, et *, 
sont proportionnels aux probabilités de gagner p, etp:; 
ce qu'on traduit comme 1l suit 


% , 
Pr À (57); 
A Dx67,<p: 
d'où OPA LADILOU ED, er DO (=8) 
Li P2 2 Pi — 0 \ 5 k 


Lorsque le premier joueur gagne, il emporte la mise 
4, du :sécond' Joueur ;. 681 donc 18 gain possible du 
premier et sera positif ;: x, est sa perte possible et sera 


négative. 
Donc , par définition, l'espérance mathématique de ce 


oo joueur est exprimée par 
Eh DRAC in 
ou, en vertu des expressions (58) 

E, = 4 ps + (0) D 0 OoùE = pp 

Et, si c’est le second joueur qui gagne, il emportera la 
mise 2, du premier joueur ; 4 est donc le gain probable 
du second joueur et a, est sa perte probable ; : donc, son 
espérance mathématique sera te par 

E, = 0 pe; +(— )p 
et, en vertu des expression 8) 
E; =, ps) Di 0 où a tpi=-<, D 

Comme ces espérances mathématiques sont basées sur 
la proportionnalité des enjeux aux probabilités de gagner, 
ou en conclut que pour que le jeu soit juste, il faut 
que l’espérance mathématique de lun comme de l’autre 
des deux joueurs soit nulle. 

Supposons que le nombre des parties jouées par ces 
deux joueurs soit représenté par m, les autres don- 
nées restant les mêmes. 

La théorème de Bernouilli, art. 24 et. 37, indique 
que sur un nombre m de parties, les joueurs gagneront 
un nombre de parties compris entre (en remplaçant « 
ét papier 

mp, + K etm p, — K : our le premier joueur ; ; 
et mp,— Ketmp, + K pour le second joueur. 

Au bout de ces m parties, le gain G du premier joueur 
sera, (puisque @, et x, sont respectivement le gain et la 
perte par partie): 

G—gain du 1‘ joueur moins perte du 1 ou gai: du 
2° Joueur, 


UT 


5 


ou G—{(mp: + K) «, — (mp, + K)4, = MP: % K &, — 
mp, 0 E K'œ—m(p; a, — p, a, ) + K (a, + oi). 

Supposons que le jeu ne soit pas juste et qu'il soit 
arrangé de telle façon que p, &, — p, x, , (qui est com- 
me nous avons vu, l'espérance mathématique du premier 
Joueur), ait une valeur déterminée 1, par exemple, (posi- 
tive puisque c'est un carré, ainsi elle représente un 
gain), aussi petite que l’on veut, c'est-à-dire qu'on ait 
donc D Didi. | 

Le gain final du 1‘ joueur pourra par suite être 
représenté par 

CU ER (or, Eh )59). 

Le cas le plus défavorable pour le premier joueur est 
celui où l’on prend, dans cette formule (59), K avec 
le signe négatif. Par conséquent, le gain sera plus grand 
que ml? — K (x, + a, ), ce qui s'exprime ainsi 

G>ml—K(o +a, ). 


= 


Or, on a vu, art. 34, que K  Vm ; donc on peut poser 


K—8 V m, 8 étant —oet 1. 
(8 est la lettre thèêta (th) du grec ancien). 
En substituant, il vient 
G>>m 1° — 6) m («, + &, ) 


ou Gmail V0 (0, Le) 


ouenfin G>Vml|yml—6(e + # )]. 

Mais quel que soit l? (qui est essentiellement positif), 
on peut toujours prendre Vm l° assez grand, (en aug- 
mentant ou faisant croître le” nombre m de parties, 
pour que la partie entre crochets, de l’expression ci- 
dessus de G, soit = o et que cette partie, entre cro- 


chets, multipliée par V im dépasse toute limite donnée, m 


ou Vm pouvant augmenter indéfiniment. 

Concluons donc que si l’on n'’admet pas la condition 
Pi & — pp; & —0, condition, avons-nous vu, pour que le 
jeu soit juste, quel que soit l'avantage Il? , aussi minime 
que l’on veut, que l’on attribue à l’un dés joueurs, cet 
avantage lui procurera au bout d'un certain nombre de 


is 50 ee 


parties m suffisamment grand, un gain G dépassant 
toute limite donnée. 

On comprend donc le parti qu'un joueur peut tirer 
de cette propriété. 


Assurances contre l’incendie 


42. Nous allons chercher quelle serait l'espérance 
mathématique de quelqu'un qui altendrail l'arrivée de m 
événements, dont chacun pourrait amener, avec une pro-. 
babilité bp, un gain a ; el avec une probabilité q, un gain b. 
L'espérance mathémathique, ainsi calculée, sert de base 
pour la constitution des sociétés d'assurance. 

Les probabilités p et q étant celles de 2 évênements 
contradictoires, on a, art. 23, en remplaçant «et & par p 
et q, le développement des probabilités, savoir : 
(p+q}=pr EC pee qh... SC kRIDe L'ART 

(60). 

Si, sur les m évènements,on a m—K fois un événement 
À produisant chaque fois un gain a ; et K fois un évêne- 
ment B dont chacun donne une perte b, le gain final sera 

{m—K)a— Kb; 
et les gains précédents seront m a ; [(m—1)a—b}]; [(m—2) 
a—2 b];...{[(m—K)a—K b];...{(m—m)a—m b]|ou —mb; 
avec les pertes p" >, etc., ou les termes du bnomesce 
dessus. 


Dans ces conditions, en appliquant la formule (56), ou 
Ep; 4 + p; 4 +...#pa œn, l'espérance mathématique 
sera dans le cas que nous considérons ici : 

Ep" mo+Cu, pr! q{[(m—1)a-b]+C,,p"-:q°{[(m—2) 
a—2 b]+...+ Ca x pÆ qË [(m—K) a—K b] +...+ q" 
(— mb). (61) ; | 

ou bien, comme 1l y a m+ 1 termes dans le second membre 


E—5 7" Cox p"Æ q£[m a—K(a+b)]. (62), 
en remarquant que (m—K)a-Kkb=—ma—K (a+b); et en 
observant aussi que si l'on fait K—o dans le terme géné- 
ral Cm p°T£ qf on obtient C9 p"7° q° — p" puisque 


D 


1} 


7 Es 


OT 


q°=—=1, c'est-à-dire le premier terme p" du développement 
(éq. 60) ; et ainsi de suite jusque K—m où l’on obtient le 
DÉrAISPTÉEMEQNICan CE porn QreCTEDIqE(e 

Egalement, si dans ma—K (a+b}), on fait K—o, on 
obtient m a (facteur du 1° terme du développement (61); 
si K=—1, on obtient ma—a—b ou (m—r1)a—b, c’est-à-dire 
IPACtHMOUE ELCrHeNden Ce développement (bL)S 
etc. ; et K=—m donne m a—ma-—m b où —m b, ce qui est 
le facteur du dernier terme. 

De l'équation (62) on tire 
E=mas} " Cnr ps qé—(a+b)> 


ee K{C pare, 
(63). 

Remarquons que le coefficient de m a est le développe- 
ment de (p+q}"=—1 ; [voir formules (60) et (62)|. 

De la formule (63), on tire 

E=ma—(a+b) x, RO Dark ge (O1). 

Soit la fonction Y —{(p+ta", (65). 
d'où, en développant 

Y=P"+Owr pr tq+ One pr? € q + Cu, ps 5 q5 

ren ne te qe. 2, (60), 
go, re Ne st e 
y. da. (p+tq}" _m(p+tq}"q dt AE 
AS mp + tag)" q. (67), 
car, d(p +tq)=q dt. (Art. 6, 4° et 5°, 1° partie). 

En différentiant par rapport à t le développement, éq. 
(66), de y, on a, en remarquant que la différentielle de p" 
par rapport à t, est nulle : 
dc pie q dtiCs Didi 2 CdtÆCs D id st dt 

RENE HIDE TE KRetie: (ie 
d'où, en. FER IG Acteurs H2x2,. RSEt divisant par 
dt, il vient 
a D 2 CnsDrDi diet ra Cas De s:qutiét 
3 K Ce K Re PQ CELA (68). 

S1 nous faisons t—1, la formule (65) donne, d'après ce 

que nous avons VU, arte (60) : 


UE pi ; 


et la formule (67) ou . -= m (p+tq)"—! q donne en inté- 


grant dans l'hypothèse de t—1: 5 


ET HU 


| si ou plutôt j dy ou y—/fm(p+tq}"-" qdt—/fm(p+q)"" 
: | : 


qd fee dim tem en 
Mais le développement, éq. (68), de égale K mul- 
( 


pliantle développement du terme généralC, Kp"-“q" don- 
nantun produit danslequel Kvarierait de oàK, égale le déve- 


K=m 
loppement de l'expression placée sous le signe dans Y 


K=o 


K C; Kp° “q“ ou multiplicateur de(a-+b)dansl’éq.(64). Donc 
Nin 


(expression ci-dessus)— | — im q. Par suite tee 


(64), (68) et (69) donnent 

E=ma—{a+b)mq—ma—amq—bmq=—ma(i- q)—bmq 
et comme de p+q=—1, on tire 1—q—p, 1l vient 

E=map—mbq=m (ap —bq). (70). 

Concluons donc, d’après cette formule (70), les pro- 
babilités p et q étant données à l'avance, que si l’on 
choisit les valeurs des gains a et b de telle façon que 
l'expression ap—bq ait une valeur déterminée V, l'es- 
pérance mathématique E sera proportionnelle au nom- 
bre m d'expériences, puisqu'on tire de la formule (70), 
V:-étant déterminé : 


Penn RE 
m 

43. — Remarque. — Comme nous l'avons déjà dit, 
les conclusions précitées servent aux sociétés d’assuran- 
ces pour Calculer à l'avance l’espérance mathématique. 
Mais dans les calculs on ne devra pas tenir compte des 
évènements trop dissemblables les uns des autres ; c'est 
mème pour uniformiser les évènements que les sociétés 
d'assurances ont établi la réassurance. Aïnsi, par exem- 
ple, supposons qu'une société assure un entrepôt d’une 
valeur considérable, soit 2.000.000 francs. Elle exi- 
gera une prime proportionnelle à cette somme. 
Mais si le’ capital de cette société n’est” que“de 
1.000.000 francs, elle se trouverait ruinée et ne saurait 
satisfaire à ses engagements si l’entrepôt venait à brüler. 


à L. La D 1 
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Pour éviter cet inconvénient, la société divise les 
2.000.000 en parties égales, par exemple, soit 50 de 
40.000 francs chacune. Elle tiendra pour elle, par exem- 
ple, 1 part de 40.000 francs et elle réassurera, près 
d'autres sociétés, les 1.960.000 francs qui restent. 


Assurances sur la vie. 


44.— Les compagnies d'assurances sur la vie humaine 
sont des sociétés qui, moyennant le versement d’une 
somme unique ou d'un certain nombre d’annuités, pren- 
nent l'engagement de payer aux héritiers de l'as- 
suré un Capital convenu, ou bien de servir à l'assuré 
une rente viagère à dater d’une époque déterminée. 
Ces sociètés offrent à leurs clients d’autres combinaisons 
ingénieuses ; mais celles que nous venons de citer 
sont usu2lles et fondamentales. 

Les compagnies d'assurances sur la vie ont rendu 
un grand service social, en propageant dans les masses 
l'esprit d'ordre, d'économie et de prévoyance. 

Pour faire les calculs nécessaires pour régir ces 
sociétés, On a recours aux renseignements fournis par 
les statistiques. Par exemple, si nous prenons les sta- 
tistiques de certaines années, soient de 1830 à 1905 
inclusivement, et si nous admettons qu’en 

1830, il soit nés A individus ; 

1831, il soit resté B ide 

HE HO ONE ONE id. 

rad ei T) 14. 

MOT Lio AE id. 

PR TS CRE 73 PARA E) id. 

etc. 
nous pourrons déduire de ces données, la probabilité 
d'atteindre respectivement 1, 2, 3,... Jusque 75 ans, pour 
chaque individu né en 1830; cette probabilité, en vertu 


_ 


de l’art. 7, sera exprimée par x Pour I an, % pourzans, 


re pour 3 ans, etc. 


—— DOTE 
D: même. la probabilité pour un individu de 1 an, 
d'atteindre 2 ans, sera exprimée par B° celle pour un 
individu de 2 ans d'atteindre 3 ans, sera C etes 
Egalement, la probabilité pour un individu de 2 ans 
ar exemple, d'atteindre 243 ou 5 ans, sera exprimée par 


4 


C c'est-à-dire qu'au bout de 2 ans, soit en 1832, comme 1l 


reste Cindividus,chacun d’eux a une probabilité d'atteindre 
encore 24353 ans, soit l’année 1835, probabilité expri- 
mée par a puisqu'en 1835, 1l reste F individus. 

On comprend donc ainsi que les statistiques (lorsque 
le nombre de cas que nous envisageons est très-grand, 
pour plus d’exactitude, les imprévus étant moins sensibles 
dans un grand nombre de cas)nous permettent d'établir la 
probabilité qu’en général un individu d'âge x a d'atteindre 
l'âge x+n. 

43. — Représentons donc, en général, par 1x le nom- 
bre d'individus ayant atteint l’âge x; un an après, soit 
pour l’âge x-+1, ce nombre d'individus sera, supposons, 
diminué de 1, et l’on aura le nombre Ix-—-1. En vertu de 
ce que nous venons de dire à l'art. précédent, /: proba- 
bilité à de vie pendant un an d'un individu d'âge x, sera 
exprimée par IXx—1 

RME (71): 


(g MR 
Et, en vertu dé l’art. 23, la probabilité $ de. mort de 
cet individu sera 
x Xe 1x IX T7 SRI I 


PI — 4— Ie ET Des LS ON CARS te Si TR (72). 


Dans la pratique, on réduit ces nombres en tables en 
partant, par exemple, de Ix—10000. 

46.— Comme application, envisageons le cas où deux 
personnes voudraient former un contrat d'assurances pour 
un certain nombre d'années. Admettons d’abord que l’as- 
sureur Convienne que, moyennant le paiement d’une cer- 
taine prime p, payée au commencement de l’année, il 
assirera aux héritiers de l'assuré, s’il meurt pendant l’an- 
née, une somme déterminée A ; cette somme serait donc 


iÎ 


ET Ori 


versée à la fin de la première année. Pour que le contrat 
soit juste, art. 41, l'espérance mathématique doit étre 
nulle, ce que nous allons exprimer. Remarquons d’abord 
que la probabilité pour l'assuré de payer la prime p est 1, 
puisqu'elle se paie par année et à l'avance, qne cette pro- 
babilité est donc certaine (art. 7). La probabilité pour 
l'assureur de payer la somme A est égale à la probabilité 


B de mort de l'assuré, c’est-à-dire, art. 45 : 
IRTX ET er 


Hu Eire 

Soitr le taux de l'intérêt composé auquel l'assureur 
peut placer la somme A ; et comme cette somme, dans le 
cas de mort de l’assuré, ne devra être payée qu’à la fin de 


l'année, l'assureur pourra donc ne disposer, au commen- 
A 
cement de cette-année, que de la somme O — PT En 
Se 


effet, 1 franc devenant 1 +r à la fin de l’année, Q francs 
10 2h 
p. 41, art. 37, en faisant le nombre d'années n—1). 

Au commencement de l’année, la probabilité pour l’as- 
suré étant 1 et la prime qu'il doit payer étant p ; de même 
la probabilité pour l'assureur de payer, à cette mème 
étant Pense. 
I+r < 
ce mathématique E sera donc(art. 40 et 41),en remarquant 
que les sommes p et O doivent être de signes contraires : 

RAIN AC ET 


deviendront O X(1+r)=A, d'où Q— 1 (VOir recuell 


À 


époque, la somme O ou 


E—(px1)- Es} (ra 
(pX1) at ia 10) 
A 
ou ù ER OU 
] CENE 74) 


De cette égalité, on peut tirer l’une des quantités A 
ou p, l’autre étant connue. 

Admettons maintenant que ces deux personnes veuil- 
lent faire un contrat pour la 2° année, et représen- 
tons par p'la prime à payer par l'assuré au commen- 
cement de cette 2° année. Il suffit de changer dans 
l'égalité (73),. x en (x+1)et(Ix—1) en (x 2), et nous 
aurons (voir formules (72) et (73): 


ee ae Le 7. Ix + 1— + dé: 


I+T \  lx+r IXÆT 
: AIRE IR EE 4 A 3 
22 DES 2 a — (0) . 
P PT Ix 2er sy JUS ET ET 5) 


On peut remarquer, d’après les formules (74) et (75) 
que, en général, p’est plus grand que p. 

47.— Mais si nous voulons régler le contrat de façon 
qu'on ait à payer la même prime chaque année, nous 
devrons calculer l’espérance mathématique en la dédui- 
sant d’un contrat de 2 années ramené au commen- 
cement de la première année. Soit p. cette prime con- 
stante. Au moment de la passation du contrat, l'assuré 
paye donc p,. Au bout d'unan, s’il est encore en vie, 
il dévra encore payer p,. Mais, la 2° -primenp/sque! 
qu'il ne verse qu'au bout d’un an peut être placée à 
intérêts composés, et il suffit. donc qu'il ait lors de la 
passation du contrat la 1° prime p, et une 2° valeur 


représentée (p. 41 du recueil) par pres et COTES k pro- 


1 T. 
babilité de vie de la 1'° année est, formule CD #7 5 


et que la probabilité pour la 1'° année est l'unité, cer- 
titude (voir commencement art. 46), l'espérance mathé- 
matique de l'assuré, pour ces 2 années, sera: 
eus Pros nt P: Lens ar 
PreMrar Ie ] en DAS» 

Quant à l'assureur, si son assuré meurt dans la 1r° 
année, il devra payer la somme A à la fin de cette 
année ; il devra donc dispose‘, au commencement du 
contrat, Comme nous avons vu, d'un capital égal à 

LA 


(Pr X 1)+ 


Et remarquons que la probabilité de mort de 


tot 
l'assuré, pendant cette première année, est formule (ae 
Ix—Ix +1 
1h 


Maïs si l'assuré meurt dans la seconde année, l’as- 
reur devra payer cette somme À pour laquelle on 


s'est assuré ; alors 1l suffit (p. 41 recueil) que l'assureur 


A 
dispose seulement d'un capital représenté par Le Me 
commencement de la 1° année. Cherchons quelle est la 
probabilité P de mort de l'assuré pendant la 2" année. 
C’est une probabilité composée (voir art. 14 et 15), dont 
les évênements composants sont: 1° la vie de l'assuré dans 
la r'° année ; et 2° la mort dans la 24, Par suite, la proba- 
bilité composée P cherchée sera donnée par la formule 
ci-après : 

IX — 1/1x—1 —Ix Se 


PEER 
Pers Nr: ; 
En effet, remarquons que le 1° oula probabilité de vie 
RER 
pendant la 1° année est, d’après la formule (71) : mr 
À 


Quant au 2°, o5servons que le nombre d'individus ayant 
atteint l'âge (K+1) est, art. 45, Ix—1, et au bout dela 2° 
année 1l sera Ix—2 ; de sorte que la probabilité de vie. 
pendant la 2% année de “ho d'âge x+I, sera 


Ix— 
70) 
— 
et sa probabilité de mort sera 
20. el xx! 
PE TR 2 X—1—-Ix +2 one E LR I (7). 
FR Ix—1 pale r 1x +1 
Donc, la probabilité composée sera(formule 71 et 77 et 
AP EULEE 
: AU bre Et TD a j 
pt x Re NL Et Le Me RUS 
x | Ix—1 | Mb: 18e 


19 23 k espérance EMUEENQUE de l'assureur pour la 2° 
année, sera : 
À TIKE ; LEE IX 2 LR I 
(1+r} | re Ext > (1+2) 1x 
Mais son espérance mathématique, pour la 1° année, 
est, art 46 formule (72) : 
À Ix—Ix+1 _ Ana ,I 


DIT 1x Te 


— 64 — 


Donc, pour les 2 années, son espérance mathématique 
sera : 


A IX =IX ET # he IX Ur + | (b). 
I+T 1x (1+r) IX dE 


Ab est I 
ou encore en] 


Ix \ 1+r (i+r} rat 
Par conséquent, pour que le contrat soit juste, pour ces 
2 années, l'équation qui exprimera que l'espérance mathé- 
matique est nulle sera : 
E— espérance mathématique de l'assuré ou formule (a)+- 
espérance de l'assureur ou formule (b) prise négativemont, 
donc 


pr Ix-1 


\ L'Hr le 
PA x -IX+1 L A Ix— 1 1x - EE }=08) 


E — formule (a) — formule (b) — | D, 


BTE Rer< (ir) ax Ix—1 
ou encore 


ne D 


LOTERIE \ 

er Z Eee (78bis). 

Ti olx RTRr mu 

On peut remarquer, à’ après les formules qui précèdent 
que la prime p, est comprise entre p et p’. 

Conformément à ce que nous venons de voir, on trou- 


verait que la probabilité de vie de l'assuré pendant la 
SE 

Ix—2 
:etc. Donc, les probabilités de vie sont res- 


3° année.est : etc; et que la probabilité de mort 


est 


X— 2 
pectivement tlormulest(7r) N(70 Pete 
Ix—1 Ix—2 Ix—3. 
JTE ) ne etc ) 
1x Ix—1 Ix—2 
et les probabilités de mort sont, formules (72), (77), : 
Ix—Ix+1 Ix—1—Ix+2 
PRES COL ÉD RNE Ter etc, 
1x 1x1 
I I I 


ou — , ,) -——, etc. 
1x Ix—1 Ix—2 
Mais les primes sont respectivement pour l'assureur 
(art. 46 et 47); 
À A A 
Nr CLICS 
(I+TŸ (1 +r)s 


— 


de même, pour l'assuré, elles seront 


i Fe monte ete 
I+r Rire r} 
Donc comme l'assuré paye la prime p, au commen- 
cement de chaque année, nous aurons pour les espé- 
rances mathématiques d’un nombre quelconque n d’an- 


nées : 


/ D / r — 2) 
DR RO D CE Es de + px 2} à 
Reel (ralir y Ix—71 
= rs ee à 
\(1+r)3 Ix—2) \(t+r)" Ix—(n-1) 
_ ) PRIX Re TETE 
ï LETTRE fn ire ile at 
Ix—n | (80) 
Ix—n+1 | 


Et pour l'assureur qui devrait payer à la fin de chaque 
année, nous aurons les espérances mathématiques 


FE RE SL | À  Ix—r1-Ix+2 RES |: 
HET le (1+r) IX=7Y | 
ou 5 és Fe 2 " | LI ERs SEE SÉRENCE 


TATAIX (t+r}) IX -1 (1+r) Ix—2 
A is 
(ne slx (00). 
MI ET I I I I 
FRS + SN CF EPET de RCA RS | 
CI+rIx (t+r} Ix—x (it +rÿ 1x —2 


(82). 


OU CUA, A 


ns 
(1+r) Ix—n+1 

Les formules précédentes sont des séries dont il faut 
faire la sommation des termes. : 

Enfin, l'espérance mathémathique résultante, art. 40 et 
41 sera, dans ce cas, en remarquant que la formule (83) 
doit être prise de signe contraire à la formule (80) : 


E — formule (80) — formule (83) = p. E Vie x —1 
1Hrnlx 


I 1x ane I A + 
DS TPM TR CT Enix ne ne | t-Erèlx 


I I I I I I 
RENE os E 
(t+r} Ix—1 (1t+r} Ix —2 G+r) Ix—n+1 
O. (84). | 

De cette formule, dans les applications, on tirera, par 
exemple,la valeur du versement annuel à payer, ou incon- 
nuep,, connaissant les valeurs de la prime A, taux r, 
nombres d'années n, etc; de même si l’on cherchait une 
autre inconnue relative à certaines données. 

Pour les calculs concernant les assurances sur la vie, on 
doit consulter les tables de mortalité qui ont été dressées, 
soit par Deparcieux en 1746, soit par Duvillard en 1806, 
ou autres statistiques plus récentes. La table de Depar- 
cieux, légèrement modifiée dans les 1" années,est souvent 
adoptée. 

On peut vouloir prendre une assurance sur la vie, ou se 
constituer à un certain âge une rente viagère avec aban- 
don ou réserve du capital, etc. Il existe des tables rela- 
tives aux rentes viagères. | 

Dans les applications concernant les assurances sur la 
vie,on remplacera les valeurs indéterminées de la formule 
(84) par leurs valeurs connues, et on en déduira l’inconnue 
cherchée. 

48. — Remarque. — KReportons-nous au commence- 
ment de l’art, 45, et soient, d’une façon générale, alx 
le nombre d'individus ayant atteint l’âge x. Un an après, 
soit pour l’âge x-+1, le nombre alx sera, supposons, dimi- 
nué de a, c'est-à-dire qu'il restera alx—a individus, et 
ainsi de même pour chaque année suivante. La for- 
mule (71) deviendra 


alx É< 

et la formule (72) donnera 

À alx-a alx—alx+a :1 na 

Des A] — 2 nr = —, (72bis). 
alx alx Ix 

La formule (73) devient alors 
; / À alx—alx+a / À Ix—Ix+r 4 
ED 1—| RS rh De =p— a 
\DET alx / (LH T BRUNI EEE 


La formule (74) donne 
RL 


pet 
ji D 


(74bis). 
ELG;metc. 

On voit qu'on obtient les mêmes formules ; et, en effet, 
il est évident qu'on peut toujours prendre Ix égal à 
un nombre tel que la diminution par année soit de 1. 
Ainsi, admettons qu'on parte de l’âge x—10 ans ; et 
que sur 880 individus ou alx-—88o, d’où al—s88, il en 
meurt”8, d'où a—8 et par suite [7x7 ; il.est clair que 

RONA S80 NE 
nous pouvons faire ÉTÉ GE ÆMIION Individuséet 
€ 


a—1 c'est-à-dire que IX diminuera d’une unité par 
année. Nous pouvons donc supposer la diminution de 


Ix comme étant de 1 unité par année. 
49. — Remarque 71. — Pour établir les statuts des 


sociétés d'assurances, il faudrait des calculs compliqués ; 
mais il existe des tables qui rendent les recherches moins 
ardues, et l'usage des logarithmes, appliqués aux for- 
mules ci-dessus exposées, rend les calculs plus faciles. 


Théorême de Bayes 


50. — L'objet de ce théorème peut être exposé comme 
suit: soient EË un événement qui se produit ; I, 2, 3, 
…, n les différentes causes qui peuvent produire cet événe- 
ment ; ls ,l:,1,,..…. 1, les probabilités d'action différentes 
DÉS SC ER Dr Das Droti Dale D 00 
bilités différentes qu'une de ces causes agissant donnerail 
DRPCDÉnETLENN IS ls avide nélerminereXr, À3, À, 
… X, qui sont les probabilités que l'événement qui s'est 
PRoOBuIDi est AU dBUNE TéSCAUSES NT, 2, 3,4, 

Par exemple, supposons que nous ayons une série d’ur- 
nes, soit 6, dont 3 rouges, 2 vertes et 1 blanche. Ad- 
mettons que chacune de ces urnes contienne 100 boules, 


dont | | 
chaque urne rouge : 25 boules blanches et 75 noires _ 
id. vertes 75 1d D at | 
id. blan. 50 id SONT 
Plaçons ces urnes sous un voile. [l est évident qu'on 


a plus de chances de mettre la main sur une urne rouge que 


MA ONE 


sur une verte ou sur une blanche ; et plus de chan- 
ces de choisir une verte que la blanche. 

Nous avons donc 3 évênements à considérer, savoir : 

1°, Choisir une urne: rouge 
25 1d id verte 
9° 1d id blanche. 

Supposons que nous tirons une boule blanche ; c’est 
l'évènement E. Cette boule blanche a pu être extraite 
de l’une quelconque des urnes : rouge, verte ou blanche. 
Si nous avons mis la main sur une urne rouge, nous 


ER ps 2 Rt | 

avons une probabilité exprimée par 25 soit T de tirer 
100 À 

une boule blanche. De même, si c’est d’une urne verte 


que nous avons tiré cette boule blanche, la probabili- 


Le n 
té sera de /? ou? ; et pour l’urne blanche, cette 
LOC NE 
Re SCAN . en 
probabilité devient = ou -. La cause qui a amené l’ex- 
1002 


traction d’une boule blanche est la suivante : choisir l’une 
quelconque des urnes. Cr, nous avions une probabilité 


La “ jt D 

égale à : de mettre la main sur une urne quelconque ; 
1 

et une probabilté égale à? de choisir une urne rouge ; 

une probabilité égale à -de choisir une urne verte et une 


LAURE 
probabilité de : de tomber sur la blanche. 


, DAT ne. pas 
Donc De - sont les probabilités des 3 causes différentes 


pouvant amener l'évènement ; en outre, les probabilités 
que chacune des 3 causes donne à l'évènement (ici ex- 
traction d’une boule blanche) sont, comme nous avons 


vu, à pour une urne rouge, S pour une verte et ou = 
pour l’urne blanche. Le dbrene ou problème peut 
donc se poser (dans le cas particulier que nous envi- 
sageons 1C1) comme suit : 

Ayant liré une boule blanche, quelle est la probabi- 
lité que lon à mis la main sur une telle couleur d’urne, 


Dans ce cas nous avons: 


— 69 = 


2 I 3 2 I 
OR Dhes in: CODE OULS 
6 À 4 4.2 

Convenons que :i A ts. en général, les causes 

VAUADIES "23 60 Li Di, et représenteront, en géné- 
ral, les probabilités se rapportant à la cause générale 1. 
Avant 11 production, d: l’évênement E, la probabilité 
de son arrivée en vertu de la cause i (pouvant seule 
agir) est le produit pi li (en vertu du théorème sur les 
évênements composés, art. 15). Donc, d’une façon gé- 
hérale, li représente la probabilité d'action de la cause 
indéterminée 1 ; p, représente la probabilité que cette 
cause i donne à l’évênement E. Par conséquent, d’une 
façon générale, la production d’un évènement E en 
vertu d'une cause quelconque 1, aura une probabilité 
exprimée par DAHEdr à (85). 

Supposons, maintenant, que sans rien changer aux 
conditions de l'expérience, nous passions cette expérience 
une érès-grand nombre de fois m. En vertu du théorème 
de Bernoulli, art. 24, le nombre de fois que se pré- 
sente l'évènement E en vertu d'une cause particulière 
1 sera DD ee (COS 

Et le nombre de fois en vertu d'une cause quelconque 
1 sera, dans le’ cas de m expériences (voir formule 85) : 

TNT DS bee (87). 

Par conséquent,et en général, pour évaluer la probabilité 
de la production de l'évênement E en vertu de la cause 1 
nous devons chercher le rapport qui existe entre les nom- 
bres de cas où la cause particulière 1 l'a produit, et les 
nombres de cas où la cause quelconque i l'a produit ; nous 
aurons donc, art. 5, en représentant, en général, par Xi la 
probabilité que l’évênement E est dû à la cause 1 G variant 
deràn): 


be 


re 


CN ES 


X, = mpih pl (88). 
my pi li >pi ki 
51. — Remarque I. — On peut démontrer ce théorème 


d'une façon un peu différente. En effet, soit P; la probabi- 
lité à priori de la production de l'évênement E en vertu 


de la cause 1 ; par exemple, P, est égal à la probabilité de 
l'extraction d’une boule blanche d’une urne qui contien- 
drait «; boules blanches et m boules en tout de diverses 
couleurs.;FEn, vertu, de larticle précédent, on'aura PS 


r / ; œ 
p. L. Nous pouvons représenter P; par ——, (art. 5) "On 
m 


prend m commun à tous les nombres P; P représentant la 
probabilité d’une façon générale. 

La probabilité de l'extraction d’une boule blanche de 
n'importe quelle urne sera donc Y . . (art. précédent). 

Nous pouvons transformer le problème en une question 
de probabilité relative (art. 13). 

En effet, supposons que toutes les urnes soient placées 
dans une même urne de façon que nous.puissions extraire 
une boule quelconque de l’une des urnes. On peut tou- 
jours concevoir un procédé d'extraction où les parois des 
différentes urnes seraient supprimées, de sorte qu’on n’au- 
rait en réalité qu'une seule urne contenant des boules 
blanches et autres couleurs. Si chaque boule portait un 
numéro d'ordre relatif à l’urne à laquelle elle appartient, 
chaque boule extraite décèlerait l’urne d’où elle provient. 

Nous avons tiré une boule blanche, par exemple. La 
somme des boules blanches est Y x . La probabilité que 
la boule blanche extraite porte le numéro 1 est, en vertu 
de l’article précédent : , 


Riel 1} (80) 


nes ; ; - Rs 
Or, “ —P; (voir ci-dessus). Donc, cette probabilité 
X; peut s'écrire aussi comme suit : 
di 
- m P; P. 
Se ne ne ne 
2 an >Pi 
nm DR 


52.— Remarque II. — L'événement ÆE s'élant produit 
en verlu (le la cause 1, supposons que nous veuillons Savoir 
quelle est la probabilité X;; qu'un nouvel événement sem- 
blable puisse se produire. 


Comme nous venons de voir, la probabilité à priori que 


l'événement E soit dü à la cause 1 est P;. En outre, nous 


br 
avons trouvé Xi — =. Soit p, la probabilité donnée à la 


D F1 
production de l'évènement par la cause 1. 

La production d’un nouvel évênement sera un évène- 
ment composé qui pourra se produire si la cause 1 agit et 
que dans ce cas la probabilité soit pi. 

Par suite, la probabilité X;; de la production d'un nou- 


vel évênement sera (art. 15): 
P; Pi 
- no Te 
2 1 
53. — Remarque 177. - Supposons que nous veuillons 
savoir quelle est la probabilité qu'un événement observé 
SOUNAUOMURE déS CAUSES TT, 2, 3,1. n Aont l'indice SOU 
compris entre deux quantités déterminées a et b. 
Il est évident que l’action de l’une de ces causes a la 


probabilité : 


Ke Ar De En verte la formule (90) — 


— ge 
X; SP. ss 
= a _ 2 . 
Ç n P; < n P; 9 J, 


ES | Nil 
formule dans laquelle i varie de a à b, au numérateur ; (en 
vertu des art. set 11). 

54. — Cas particulier. — I] se peut que la probabilité y 
de la production d'un évènement E soit une fonction 
continue d'une variable x, c’est-à-dire que l’on ait 

y (x) 

Par exemple, supposons que nous ayons une série 

d'urnes, et que leur composition soit la suivante : 


1° 10000 boules blanches et o boule noire 

29 9999 id I 1d 

39 9998 id 2 14 
10001 O 1d I0000 1d 


La probabilité d'extraire une boule noire, de la 1'° 


urne est 


; POUT la 2° nous avons ; pour la Nr 
10000 LOCOO 100C0 


—_—— 179 _— 
{ < 


et ainsi de suite. On peut augmenter le nombre total] 
des boules de façon que la suite des probabilités forme 
une suite continue. Ainsi, par exemple, la différence 
dans le cas présent, des probabilités pour les 3° et 2° 


2 I & L ; 
UTHESNOSE Tee Soit: |, SjsleS urnes 
10000 I0000 10000! 


tenaient 1 000.000 boules en tout au lieu de 10.050, 
les boules noires étant en nombre de o à 1000.000, la dif 
férence des probabilités pour les 3° et 2° urnes devien- 


. I 
d'aient 2% 
1009000! 


fois plus petites, et ainsi de suite. Donc, une quel- 
conque de ces probabilités pourra se représenter par 
x, x ayant une valeur comprise entre o et:1-(art 7). 
Supposons que la probabilité de la production de l’évé- 
nement E, en vertu d’une certaine cause, soit réprésen- 
téé par, f{x), :x= variant. donc. entre. O CLR 
quantité x pourra être la probabilité de l'hypothèse qui 
conduit à la production de l'évènement. Par conséquent, 
art. 5 et théorême de Bayes), l'expression 


PR Are 
> f(x) ; 


, donc cette différence serait déjà 100 


sera la probabilité de la production de l'évènement obser- 
vé en vertu d'une cause dont la probabilité est x. Multi- 
plions les deux termes de l'expression (93) par Ax, qui 
est l'accroissement de x, nous aurons | 


nee f(x) Ax 


S f(x) Ax 


et, en passant à la limite, nous aurons f(x) dx pour 
la valeur du numérateur ; et au dénomérateur, pour 


I Fil 
limite de ÿ f(x) Ax, nous aurons ] f (x) dx. (Voir mon 
[e eo [e] 


cours d'analyse, 2° partie, art. 2 et 33). Donc, la probabi- 
lité P de la production de l'évênement E, en vertu 
d’une cause dont la probabilité d'action est x, sera 
exprimée par 


55. — Applications du théorème de Bayes.— 
10. — Quelle est la probabilité P que la cause qui a 


produit l'événement E ail une probabilité comprise entre a 
clin: 


Cette probabilité sera exprinrée par(art.s5 et formule 94): 


(95). 


2°, — Quelle est la probabilité P qu'un événement dont 
la probabilité (x), soit dû à une cause dont la probabilité 
d'action est x.(4 est la lettre minuscule psi du grec ancien 
[valeur ps). 

La probabilité cherchée sera (en vertu des art. 15 et 52): 

POP @ (6) 
tes Re 

3°.— Quelle est la probabilité P de la production de l'évé- 
nement lorsque, dans le cas précédent, x puisse varier 
entre a et b. Elle sera exprimée par 


D Ja f (&)Ÿ () dx 
Pride 


(97). 


56. — Cas spécial. 

1°.— Détermination de la probabilité P de l'événement E. 

Supposons que l'évènement observé soit la production 
d'évènements contradictoires À et B, respectivement en 
nombre met n. 

Puisque les évênements À et B, sont contradictoires, 
leurs probabilités sont respectivement x et (I - X); x pour- 
vant prendre toutes les valeurs comprises entre © et 1. 
[X+(xI - x)=1, art. 7 et 23]. Par suite, la probabilité de 
l'arrivée de l'évènement composé mA et nB est exprimée 
(art. 11 et 15), par x" (1 —x})", dans le cas où l'ordre des 
arrivées des évènements À et B est déterminé. 

Si cet ordre des arrivées n’est pas déterminé, nous de- 
vrons multiplier cette probabilité par un certain coefficient 

6 


M variant avec les conditions, (art. 17). Donc, dans le 
cas actuel, nous aurons 
LRO (re 
et, en vertu de la formule (93), il viendra 
ar ANR Dir ex EC EE 
JM x" (1x) dx us x dx (1—x)" 

et ce,en supprimant le facteur M commun aux deux termes. 

P est donc la probabilité que, l’évênement m À et n B 
s'étant produit, la cause qui l’a produit attribuait à l’arri- 
vée de À une probabilité x. 

. — Calcul de l'intégrale f} x" dx (1—x)". Nous appli- 
querons la formule / u dy=u v—/f v du. (Voir mon cours 
d'analyse, 1° partie, p. 191, intégration par parties). 

L'intégrale est f{ (1—x)" x"dx; et nous poserons(i1 —x)"— 
u et x dx—dv, d'où (p. 17 et180, 1% p'}; d'un 
d. (1—x)=n (1—x) (—dx) = — n (1x) ? dx. Et v — 


(98), 


l “2 
——-x"#ht, Faisons I fu dy=u v—/f v du; en substituant, 


m+T 


nous'autons =) (=xRxux = x}. RE 
TRES . m- : I : 
] x n(i-x)} es transposant— x" 
J m+1 à : m +1 
(I —X)" re (1x) xm+H1 dx. 
m y I 


Donc, en prenant par la même méthode les intégrales 
successives du 2° terme du 21 membre, sans représenter 
les parties non à intégrer, to aurons : 


1e (x #4 x): xn dx — TR (1 —Xx}—t xm+1 de 


nm me Le 
J (I--x) Silent a. (i—x)" 2 xn+2 dx. 
MEe2: 
* 
OS xm+(n—1) x Te 1—(n—1) k NA see -1 
RARE m+n 
xm-n dx 
ou fe (it —x) XP TAC IL UN Eee — f° ET xmn dx 
0 Im HAE 


1 
L 
ou / (I—X) xm+n—1 dx— LE et dx. 
o m mi LE 


Multiphiant, membre à membre, et observant que les inté- 
grales des seconds membres se répètent au 1° membre de 
l'expression qui suit, nous ne devrons donc considérer que 
le 1° membre de la 1'° égalité, que les facteurs qui pré- 
cèdent les intégrales aux 2% membres, et que le 21 mem- 
bre de la dernière dre nous obtiendrons ainsi : 


n—1 I 
he (1—x) x dx — = 3; ïl Xe 
rt Ce TE Sri) LS 
Mais nous avons vu, art. 18, que I. 2.3... n sera repré- 
senté par n !, donc nous aurons 


rs 


re 


L n! ; 
| MCE dx = KR TIR 
[e) 


(m+1i){m+2)..(m+n) 
En négligeant la dernière intégrale du 21 membre, dans 
cette dernière expression, et en multipliant les 2 termes 
du 2membre parn#2%2".0n1 ou pat m!,a1l viendra 


Ca n!m! 
(1x) x" dx — —_——— ————— 
LT 1.2.3... M.(Mm+1i{m+2)...(m+n) 
Cr n!m! | 
ou, enfin [l PAROI (00): 
o m+n)! 


SE formule (98) devient 

Rs Rene JE (m+n)! 
nimi nent 
(m+n)! 

— Recherche de la valeur maximum Fa la pro- 


babilité P. Il est évident que l'expression de P change 
de valeur avec celle que l’on donne à x; par suite 


comme le facteur T1 ( est indépendant de x, d’après 
nm! 

l'expression (100), il nous suffit de chercher le maximum 

de la partie x"(r—x}. Pour cela, posons y—x"{(1--x)". 

La condition du maximum pour y (voir mon cours 


d'analyse, 1° partie, pages 78-70) est: D — OR OUACD AIS 
© 


Le Ex AX(1-—X}" 0 (rO0). 


du cours précité) 
dy | 
Fe =— mxnTI (1-—x})" — N(I—X) — en — ap 
x 


I-—X Hier 
ou XMTI (I —X) M —nx PER (I1—X)—0, 
nx 
ou XP OT X) EN ER PT EEX PES RCS 
I—X 

à À / DX ù 

ou enfin XM1 (IX) (m——— —0. (101). 
\ I —X}) 


\ 
Et en écartant les solutions x—0 et x=1 qui sont les 
valeurs limites, art. 7, nous aurons pour la valeur de x 


comprise entre o et 1, et satisfaisant à l'équation (101): 
m 


Xe (102) ; 
m+n 
et par suite (art. 23 et ci-dessus) : 
m im +n—m n 
RS ES en ; donc 
m+n m+n m+n 
X LD Ce OIL AT ET EE 


nn D MoN Den, (EL 0) 

Cette conséquence du théorème de Bayes nous permet 
de retrouver sous une autre forme une conséquence 
du théorème de Bernouilli exposée à l’art. 31, savoir : 

Les 2 événements À et B s’élant produits respectivement 
m et n fois, la probabilité P devient maximum lorsqu'on 
attribue aux événements À et B des probabilités x et(1—x) 
proportionnelles à leur nombre d’arrivées m et n, ce qui 
se traduit comme suil': 


X m 
— = —. (103). 
I—X n 
Si nous voulons vérifier la valeur x — , en la sub- 
m+n 


stituant dans l'expression (101), nous obtenons successive- 
ment : 


m 
; | y n \ 
Ans V4 m JE Le 04 
pe Ex] Fa SNS 
(Mn) Ne AU ee ri MARS 
m+n 
mn 


ou | 


\ | \ 
m \M1/m+n—-m\ m+n | 
| ——— | |[M———— —0, 
\ 


| re 
\m+n/ \ m+n m+n—m) 
mA 


Te OR SEeS TL ) mn) 
ou | | NE 0, 
\m+n/ (m+n)\ ni 
Mme NT MS TT ME MN- LIU 
ou | | —— ———— —0, 
\m+n)/  (m+n) n 
m'tn-i 
OU ———— X 0—0, OÙ 0—0. 
(m+n)+t 
57. — Etant donné que 2 événements À et B sont 


arrivés respectivement met n fois, soit à chercher quelle 
est la probabitité P' qu'un nouvel événement À ou B se 
produise. 

La probabilité de l’arrivée de À peut être représentée 
par x ; et la probabilité de l'hypothèse qui attribue à A 
une probabilité x est, d’après le théorème de Bayes, 


formule (98) : 
XM dx (I—x)" 


P= ER  — 

L RAS OXCEX) 
et la probabilité P” de l’arrivée de l’évênement A sera 
Px. (voir art. 15) — Comme x n'est pas déterminé, mais 
peut prendre toutes les valeurs comprises entre o et 1, 


: SABRE 4 ER D EE Ft 
(art. 7), la probabilité P' de l'évènement A sera |: Px, 
ou en remplaçant P par la valeur ci-dessus, et en remar- 
quant que x®x —x"h, nous aurons 


P— 1h x dx (1—x)" 


) 


= r 
CRT Ex CR CEX 


ou, en vertu de la formule (99); 
TE f x dx (1x) d x dx(1—x)"(n+m)! 


ne en TMAITE 
1e (n +m) ! AA 
nm 1 
Re / xt dx (1—x)"; et, en remplaçant dans la 
n L h1 L] O 


formule (99) m par m+1,:1l vient : 
EC (DA) MORE Mn Ge IP CMEER) EE 
n!m! [(m+1i)}+n]! n!'m'(m+tn+i)t! Ex 
SR du Gen) 1:29: (mEt)e 


D A 7/01 2722. (Men ET) 


1250 CHEN) 227 MSN 


TND 29 UN ET PEL TR (in-+n) (mt 

I. 2, 35 0 (ME 1).1.25 3,2 QU ED) ON 
1.2.3...M.1.2.3...(M+n)(m+n+1) m+n+i 

m I 


— 
Nl Tip l IMÉTEEN 
Et si m et n sont très-grands, 1l vient 


m I m m 
PO 
m+n+I Co m+n+I m+n-+I 
Remarque. — Pour l’évênement B, on trouverait 

n 
pre 21 (105). 
n+m+I 


58. — Soi à trouver la probabilité P" que sur p nouvel- 
les expériences, l'événement À se produise (p—gq) fois ; 
alors B se produira évidemment q fois puisqu'on doit 
avoir (b—g)+q—=p. 

Soit x la probabilité que nous attribuons à À ; donc B 
a une probabilité égale à (1—x) en vertu de l'art. 233 et 
supposons que les évênements À et B puissent se produire 
dans un ordre indéterminé, la probabilité de l'évènement 
composé (p —q) À et qB sera: [art. 15, 17, 18, et 1° de 
l'art. 56 où p—q et q sont remplacés parmetnet où Ca 
est remplacé par M. On sait que C,, signifie combinaison 
dé p choses” g 4°q recuedi ps 

(Ca) X XP (TX où simplement C, à IEEE 

La probabilité que À ait une probabilité x est P.(art.54.) 

Donc, lorsque À a une probabilité déterminée x, la pro- 
duction de l’évênement aura une probabilité exprimée par 
(art. 15): 

P X.Cia.X Xe 4(1 —x)t ou simplement P C4 xP- 11 x) 

Si x peut varier deoar, art. 7, la probabilité Ps de 
l'évênement composé sera,en remplaçant, dans la formule 
précédente, P par sa valeur donnée par la formule(98)et en 
prenant au numérateur les limites pour l'intégrale de o à x: 
fo xe dx (1x) 


Rte CE 


[LL 


Cpa 774 (x), 


Le Y | | 
pr [x dx(1—x}#1 Ca 
ou == : 
LR ARE x) 


TPCRER EEE CT AS 


ou P'— — (106). 
fi x® (tx) dx 
59. — Nous avons vu au 3° de l’art. 56, que la valeur 


maximum de la probabilité P est donnée lorsque l’on don- 
m | 


ne à l’évênement À une probabilité x — —— . (Voir for- 
m+n 
mule 102). 

Cela étant, nous pouvons nous demander quelle est 
la probabilité P, que la probabilité de l'événement À soit 
comprise entre 2 limites voisines de cette valeur extréme. 

Donc, il s’agit de rechercher la valeur de P lorsque l'on 
veut que la probabilité que l’on attribue à À soit comprise, 
par exemple, entre les limites suivantes : 


m Fes m it 


m+n m+n 
Nous avons vu, formules (95) et (98) que 


x" dx (I1—x)" 


UE NO Re 
JE x" dx (i—x)" 


Im 


il suffit donc de faire dans cette formule a— —] et 
e m+n 
p== +], et P devient 
m+n 
111 ] 
mn 
| x x (1—x)" 
s l 
De 7. mpn Rs Aire | (107) 
fx" dx (1—x)" 
LL [e] û 
LE m 1 
FAISONS 2 =D; Pet Ci Ln Er LNen resulto 
m+n m+n 
m n m +n 
que p+q—1I, Car dt pe la lt) 


| M+n M+n  M+n 
{m+n)=pr;n—q(m+n)=q r. Calculons la valeur appro- 
chée du numérateur de cette valeur de P ; la valeur du 
dénominateur est donnée au 2° de l’art.56. Le numérateur, 
en y substituant les. valeurs précédentes est :. 


RAD CET Ve: 


NE J 4 XP OX TR J À xPr (1—x 1" dx. 
Posons x==p+r, d'où 1—X—1--p—1—(I1—p)—r—=q—r; 
—dx=— dr: qu..dx=dr: Pour x=p4 Le On ERP 
pour x=—p—l, on à p+r—p—-l..1——1. Donc, enrem- 
plaçant dans l'expression de X, x par p+r; I—Xx par 
q—r ; dx par dr, nous pourrons écrire 


T +] E L +1 À T\ pr 
X — / (p+r}" (q—r)" dr — | QE + à gr 
ARCS TEE 


/ 1 qr ï 1 4 T\ pr / T\ qr s 
ti -| dr=preq# LT =) 1 PU dr ECO 
\ qd = à PA qd, 
Mais on sait que 

à m  mM(m—I im (im — 1 (m—2 
(+2) = 1 +- LUN ea Le ) y mens X ) y: AIR 
I L°2 LÉ (109). 
Donc, en remplaçant dans formule (109) d'abord z 


par Let m par pr, on obtiendra le développement de 
P 


MN k ; 
(1+- ; de même en remplaçant dans la même for- 


\ P 1e 


mule (109) z par —- €t m par qr, nous obtiendrons le 
 Ô T\ qr é : 

développement de Hrae 'OnAarainses 

6 -\ pr = Lu 2 : EH Te -3 

a+ IP er ROUE + PREND À 

\ p 0740 1.2 q° 127 p} 


RU ET HOT) 
+ …. et LE OR LOIR EC Lime 
q. 160 2-0 
OL EE 
ve 3 
ù) ; . ‘ 2 
Ces formules pourraient se simplifier comme suit : 


j'eseeir Ver Er 13 CAES 215 TU 
re À — + = 
| P ee CID) 1227021070 1.3.p°) 

T3 ND 2)rt 15 T° 
| LE ne HAN ) er ADS > ….. 

EN . ep: T'2PDreMINeTRE 
/ A4 13 r+ TS T° r+ 
l'IE METIER po pi a Re 
\ / 172: T2 AL2 CRE 2 0 RATE AE 
EX, s 6 

A Le CFP Ra Re Den ut 


1.2.4 A D PE 


Re MONET 


En multipliant on aura des termes positifs et néga- 
üifs allant en augmentant. 


ire T T 

Négligeons les puissances de - et de - et ne conser- 
P. 

vons donc que les deux 1‘ termes de chaque série, 


nous aurons : 


=2 


/ T\Pr/ Fu T ie T2 

à _. PR RE TE DEEE QT RD QT re, 
En substituant dans l'équation (108), il vient 

X==prque | (1—r+ dr (110). 


HOSOMSRNT CT Cr rt) dt ou — 4 dr 


EL 2 A AAA Rp es AXE 
Ax? 
et l'expression (110) devient 
ca —2t\ 2 cu 
De) 9) 1 ME D 2 D QU t: dt 
X p? qi et (à . : 413 DE ! CA at, 


formule facilement intégrable. 

On substitue la valeur de X dans la formule (107), 
expression de P ; on substitue au dénominateur la valeur, 
pour ce dernier, donnée par la formule (99), et l'on 
obtient : 


— 2 pran | 


1 
t3 dt 
AT 3 : 


pr 


Ar a 


(m+n) ! 
Mais, m-+n—r,m -pr,n—dqr,avons-nous vu,donc il vient 


2 )r r Fe 
ra h [ F de 27T | per aa ne 
P — 4 . RE Et Pare tite 


cl pr! 3 | pr! 
CCD Te Au EGTIE DL, 


Mais,art.26,la formule de Stirling donne pour la valeur de 


102, DOUÉ 2m pr dt 
2 RO NONd == V2 70 qi 6 dr 
UT UD V2 mp DIR Gzr'E 
En substituant, il vient 


Le RARES 


2'N2TT TE" prie 


= USSR, PT à RAR Eee Ne ‘ t3 dt. 
4 T3 V2 TQUr, Qi, 6 M2 n pr pIPCHOEES 


/ [ \ qr r 
Observons que p° — | fn ae ee let d =) : 
pret (ht) WT qi” Ty 
us / We. / Ne 
de même —|=| mr De ” — Letter 
eq \eî ' el! JeouT \ I 
er) eds 
(q— nr 
6 —e"P" çar de p+q=—= 1 il vient q—1--— p. En 


mettant l'expression ci-dessus sous la forme 


2V2rrr "pri 
PA 


\4 riNVUe ar V2rz pre: pr ire 


H \ 
| dti 
| / 


et en substituant les valeurs ci-dessus, il vient 


/ / : / NRA Ed Ver 
DV MNONTALATE ME T Fe I 
DE ane ram à Lee sie | t3 at\ 
L 


\4 13V 27 qT V2 pr ue | LE / ET f ; 


et en remarquant queV 2 x qr-—V 27 r Vqetque V 27 pr= 


VarrVp, il vient 


T x / pr+qr +1 
DV PTALEES CP 
P —— - = ‘1 CA ts dt 
A TSVI2 TT NV Le AIT VAE p CARTE FLE 
Sa ra I \ (p+qr ae | x 
EE Fr | | | t5 dt 
LA ONE PR Se te de UE A 
et Comme p+q=—1, et que Vr=r'”* il vient 
Spies ETAT 71 _rr—3-"1/2 I 
RE st Mean [l (3 dt ESS 
2 V0 2 TAN TAN OI MAMA EE 2V-2, TV DIRE 
T4] 
| t5 dt 
- | 
ä } : Re à 
ou, en remarquant que — = NTIC STE 


LÉ 
= En il vient” ; 


r3177 V r3 bé 


ï I PH] 
À F4 LT RARE Fe _— DEN RE l t3 dt 
VAE 2V 2 TMD 
: Lg \ 1 ; r I F +1 
mais V pq — d'où P=— — RTE | . tdt 
| L VTC MIT VIRE CAE 
I I DE 
DT Nr . l PAU, 
MÉLPANEZT AI VIN de 


+ 


Théorie des erreurs.— Cas d’une seule inconnue. 


60.— Erreurs systématiques et accidentelles.— On dis- 
tingue, en probabilités, 2 sortes d'erreurs : les erreurs 
systématiques et les erreurs accidentelles. Les premieres 
sont celles qui se produisent toujours dans le même 
sens ; elles ne sont donc pas soumises au calcul des 
probabilités. Les secondes, se produisant tantôt dans 
un sens et tantôt dans ua autre, sont soumises à ce 
calcul. 

Autant que possible, les erreurs systématiques doivent 
toujours être éliminées, probablement au calcul ; tan- 
dis que les erreurs accidentelles ne doivent jamais être 
modifiées. Nous nous poserons la question: 

Supposons que nous ayons une grandeur à mesurer, 
et que nous fassions plusieurs mesures de cette gran- 
deur parce que nous ne pouvons la mesurer directe- 
ment étant sujet à des erreurs accidentelles qui se pro- 
duisent donc tantôt dans un sens et tantôt dans un 
autre. Chaque mesure faite donnera un certain résul- 
PR DIÉTILNCES TÉQUTEAIS At 12, din. 4, .eD SOL A 
la mesure exacte qu'on voudrait obtenir. Nous admet- 
trons que toutes les erreurs systématiques, sur ces résul- 
HS pOuLeEtON elinInées Les vrandeurs 44,43, 
a, Seront en général différentes. La question est de 
déduire de ces grandeurs, la valeur la plus probable de 
À. Il est clair que si toutes les mesures ont été faites 
avec le même soin, on doit donner, dans l’affirmation 
de A, la même importance aux mesures isolées à , a, 
4; ,.… 4; donc on doit peuvoir écrire 


ANA AE de) 

ou fonction des valeurs àa,, à, ,a,,...a,; laquelle-est 
une fonction symétrique par rapport aux a. On ne 
peut déterminer d'une façon absolue la forme de cette 
fonction © ; mais on peut démontrer que la valeur que 
l'on choisit pour A satisfait à deux des conditions fon- 
damentales auxquelles doit satisfaire cette fonction », 
aVOIT : 

1°. — Si nous changeons, d’une certaine quantité 4, 
l'origine des mesures, la valeur À doit être augmentée de 
a, Ce qui est un principe qui doit nous paraître évident. 
Onsauraauonc ee 

A0 = 0 (are, 2 de ne A 

ou, d’après la formule (59) de Taylor (voir 1° partie, p. 
47, et art. 44 formule 78 et formule 78°, remarque ED): 


A0 OÙ o(a;, 2, ,...An )+ 040 (a; , 4, an) (AE 
da; 
dA\ AE d’ À dEAAO / d3 À 
Sa a+ - re 2 4 
da, / (da 2er das daserez \da, 3 
d' À : d'A \ a 
da: SO l'a 2e 
cette dernière égalité sera vérifiée si 
CA MG UEA d À Les 
da, da, da, “Lt EAU 
ë (LAS EUE TA ds À 3 À 
car les termes y etc. ———, —— , etc. etc 
d'a da dar ml ae 
d° à ds y 
équivalant anx termes — mer etc., s’annulent, (voir 
cixé X3 


je partie: art. 54, 138 8t141,) etilrrèste 
Ataoup (ar, 42,45, 4n)Fa—0 (4:24. AS ESS 
(axX1)+0=% (a; a, a,,...a,)+0. 

2°, Si l'on rend l'unité qui sert à faire la mesure, m fois 
plus petite ou en général si l’on modifie cette unité detelle 
façon que les grandeurs a,, a,,...a, soient multipliées par 
m, À devra aussi être multiplié par m. On devra done 
aVOIT : 

MAOUME(A 7 2 2) 


(M 2401092," ati 


, 
[l 


L'expression de À qui ne satisferait pas à ces 2 condi- 
tions ne pourrait pas être prise comme mesure cherchée. 

61. — Axiome de la moyenne. — Nous avons vu, à 
l'art. 35, remarque I, que le théorème de Bernouilli mon- 
tre que dans une série de mesures, les écarts égaux et de 
signes contraires, sont également probables. 

D'une façon générale, on admet que daus toute expres- 
sion d’une certaine grandeur, obtenue à l’aide d’observa- 
tions, les erreurs accidentelles, égales en valeur absolue, 
sont également probables. Il résulte de là, que si l’on fait 
un très-grand nombre de mesures, la somme de ces mesu- 
res est débarrassée de ces erreurs accidentelles, puisque 
ces dernières étant également probables et de signes con- 
traires, elles se détruisent, s’annulent. 

On admet que la grandeur à prendre, comme véritable 
mesure d’une grandeur observée, est la moyenne arithmé- 
tique des grandeurs relevées, c'est-à-dire que l’on a pour 
n mesures relevées 

ro Er dt ds Fr... Ed 
n 

Nous devons admettre nécessairement ce postulat pour 
déterminer la forme de la fonction qui permette de calcu- 
ler, dans une mesure faite, la probabilité d’une grandeur 
déterminée. 

supposons que nous ayons une seule grandeur à 
mesurer et que les résultats de nos observations soient 
D dd, ét Que. NOUS DréniOns, COMME Vraie 
valeur : 

enr + A, + 4; + te 
n 
nous conviendrons d'écrire 
di Aie À A À 4, — À. :,., A—a, — À; ; 
les signes JA, A2, A5, représentant ,ici les diffe- 
rénces.respectives de À avec à, : ai ; ... a, ; ces signes 
OU donCe IS ere tdlé Mesures |4,:: 4, #1... 

(Ne pas confondre donc ces signes avec ceux don- 
nesdas l'art. xwduecalcul-des -diff., 2° partie de mon 
cours d'analyse ; où les différences secondes À, , troi- 


APTE 


sièmes À, ; etc, sont respectivement les différences des 
différences premières, secondes, etc). 

En vertu de l'hypothèse que nous avons faite, c'est. 
a-dire que les erreurs s'’annulent, nous avons donc d’abord 


1 


1 
la relation D'A=ED, 


| 
ce qui exprime que la somme des erreurs À, à A; égale 
ZÉTO  HÉVOID SALLE MD ST NACRE RDA ICE) 

Nous pouvons supposer que parmi les erreurs A, à 
A, , il y en ait un certain nombre qui soient égales 
entre elles. Par exemple, nous pouvons supposer qu'il 
y ait parmi ces erreurs, p erreurs d’une certaine valeur 
que nous représenterons parÀ, ;qerreurs parA, , r erreurs 
par À. , serreurs par À, etc ; de telle sorte que n repre- 
sentant le nombre total d'erreurs, nous aurons : 

PEFOGÉIES RER: 

Or, d’après:le théorème. de ‘Bayes, art. SO Rnt 

probabilité de commettre une nouvelle erreur À, sera 


CRE RDA ëà 2e 
exprimée par =; de même pour À, nous aurons Æ",et 


n n 
ainsi de suite, de sorte que nous aurons l'identité 
)> TRS RER ESS RS 
PS PAR PR Eee er 
TARA n Hume 
cé qui exprime da-certitude,. art. «7; eL MenNeRere 


somme de ces probabilités donne la certitude 


62. — Forme de la probabilité P de commeitre une 
erreur À. 


Admettons que cette probabilité soit proportionnelle 
à une certaine fonction analytique que nous représen- 
terons par © (A). Puisque la probabilité de commettre 
une erreur déterminée A, lorsqu'une infinité d'erreurs 
sont possibles, doit être infiniment petite, art. 5, nous 
pouvons représenter cette probabilité par une différen- 
tielle(art- Gr /mtenarte Loale Marty Meou 

P=—+v(A) d.A. 

Supposons que les erreurs possibles soient comprises, en 

valeur absolue, entre a et b; la probabilité P devient alors 


ARE 


PSN PAT, 


Ge qui exprime la es Air cnelttét Cecte intégrale 
exprime la probabilité de commettre une erreur comprise 
entre les limites a et b, limites entre lesquelles sont com- 
prises toutes les erreurs. 

Pour déterminer la forme de # (A), cherchons quelle est 
Riprobathtétde commettre dés'erreurs A, ÀA:, A... A; 
de grandeurs déterminées dans une série de mesures d’une 
même quantité. Cette probabilité, en vertu de l’art. 15, 
sera proportionnelle au produit z(A;)2(A,)2(A;,)... (A). 
Par suite, si les erreurs ont été réellement commises, le 
produit devra être le plus grand possible pour obtenir le 
plus d'approximation. La fonction & devra donc satisfaire 
à la condition que le produit exprimé précédemment soit 
un maximum lorsqu'on y introduit les valeurs A, A, ...A, 
pars sont les erreurs véritables, nous aurons donc 

H(A)w(A;)..p(As)—maximum, ce qu'on exprime en 
abrégé sous la forme 

mr. p (A )}—maximum, 
ce qui veut donc ne produit 7 dé 5 (A; ) dans PE n 
prend les valeurs de 1 à n, voir art. 16. 

En vertu de l’art. 59, p. 68, 1° partie, la dérivée loga- 

rithmique de ce produit doit être nulle, donc 


(Ai) Re Un) 
FQ1) 9 (Ai) ?(A) 
Voirart 12 p:16 etait [57 D. _. détlamiepartie fc 
v(A;), &' (A, ), etc., sont les dérivées. 

S'il s’agit d'une seule quantité, l’axiome de la moyenne, 
art. 61, donne pour la somme des erreurs 

NS AP ENS O (T12). 
Ces égalités doivent donc nous permettre de déterminer 


Ja fonction +. Posons 

OUI TASER £ ASE Ha etc:: (rr2°5) 

g (Ai) = o (A:) 

et en substituant dans l'égalité (111), nous aurons donc 


F(A;)+F(A;)+..:+F(A:)=0. (113) 


g' 
ll 


+ —o, (111); 


> 


Supposons d'abord n-—2,nous aurons d’après les expres- 
SiOnS (112).et (1130 
A; +A;,=—=0 'et'F'(AÎ) CF (A;)= 0 d'ou AE 
et F(A;)=—F(A,) = —F(—A,), ce qui ne peut nous 
SeT VIT. 
Nous prendrons donc pour F (A) une fonction im- 
paire de A° Soit ñ—3, nous aurons 
A+A, +A,=odoùA,—=— (A +A) 
et F(A )+ F(A4)+F (A, )}=o d'où F (A )}+F (4 }=— 
F (A,)= donc — F[—(A+A, }| = —F (—A, —A,)— 
F (A; + A, ). | 
La fonction FF satisfait te à ba 
FEES GER 
en remplaçant A, ét A:par x et y. 
_ Faisons x=—y, il viendra 
FR) +FG) = PF (xEx) ae ee 


L jk r 
SIREN OU 2x EM lÉdAUTm)EdEURMNE 
D 


HORS )= FO 
mais FéxX 2 6, aonc 
FR RP OR 
Et d'une façon générale, at « est -entier soute 
EUR SOU) ER ECT 
Dans F (4 x) — a F (x), faisons x — By, nous aurons 
F(aÿy) —=2F (By) =a$rF (y) 
car Ho) CE GW. 


I 
SI 02 nous aurons =, d'où F(- - y ie —F (F). 
Y 


Mais tout nombre n ou Hard peut être 
considéré comme la limite d’un série de nombres 
SANTE. Cr 
; RATER 
apr, de (m 
Par suite, nous avons l'équation ponctuelle, dans 
laquelle n est quelconque : 
Gone) 
Or, ceci ne peut arriver que lorsque x est du premier 
degré ; donc la fonction F (x) sera de la forme F (x) =KXx, 
K étant une constante. 


COR 


Nous avons supposé que # (A) était une fonction analy- 
tique de A. Par suite, la fonction F (x) sera de la forme 
MS IENS LE Aix + A, x? 7. ((T16). 

Et en rem plaçant dans cette équation, x para x, la quan- 
tité x étant quelconque, il vient 
R(o'x)=A, + A: a x+ A, a? x? +.:. 
ou, d’après ce qui précède, comme KE (2 NET ein vient 


a F CONSTAT a SPAS SU xX2 ET (KA, 
A,ax+A, a x? +... d'où à F(x)—F a Data aux 
À, o X? +...—A, EPA Xe NO SX 0;: 
ce qui donne 

(A, x PONTAX AU OX) A; 0x UN, GE 0, 


ou encore | 
A (a--1)+ A, à X (1—1)+ A, 0 X°(1—0) +... — 
ou A, (a—1)+A, a (i--x) x? +...— 

La solution +—1 qui satisfait à cette dernière équation 
doit être rejetée puisque x est quelconque ; donc il faut 
DICTALSRA == AT EC 0; 

Mais, nous avons vu ci-dessus que F (x) — Kx; 
K étant une constante ; et d’après ce qui précède, 
formules (112°5) : | 


4) 
(A 


IN ; donc par analogie, en remplaçant x par 


Al vient 
FECN) Hate KA ;et par suite 
(A 
20 


i F s 
dA=KRAïtdA ; et, enintéorant, On aura 


F (A) dA— 


“l F (A) os Te a dA = | KA dA—K | AdA — 


+ 
D les cu IK4+C jet C étant une 
CS: 


constante peut se ue par log. c. 

Or, (art. 28, 1 partie, de mon cours d'analyse} 
dy 
y 


— d. log y. Et en faisant & (A) — y, puisque en veïtu ; 


de l'art. TOPDOUT VIE [X, ON 4°: 7 


il vient en 


Ode 
qe 
remplaçant x par À, y’ dA ou dy ou d'a( À) — + (A) dA. 


Par suite | re = fa log y = f d.loge(A)— 
Pr VE CA) 
— log + (A). 
Par suite, Men cerqui précède 
= K A: + log ce — log o(A). 


etinen est par 1 les logarithmes népériens, 


il vient 1 © (A) —TK A’ +lcou constante, ce qui dé- 
2 


termine la forme de la fonction &. 
Remarquons d’après cette formule que le coefficient 
LA PASREES , ARE À RÉ 
- K doit étre nécessairement négatif, puisque s'il était 
2 
positif, la probabilité de commettre une erreur A, art. 
62, étant proportionnelle à & (A), cette probabilité croi- 
trait avec cette erreur À, ce qui est contraire à la vérité. 
Nous pouvons donc poser, h? étant nécessairement 
positif 
12 14e 
KE NeEt NRA Eh Are 
2 2 
Par suite lo (A) = — h? A: +Ic. 
Mais, on sait que le logarithme népérien d’une 
puissance te" ou]. "= nl "e;"et COMME 
7) , 
Men cn 
Par analogie, en faisant n——h? 4°, il Fos 
2 2 
Le-n À — he A?°;, donc on peuts POSE LAON CRISE 
2 A2 < Ë 
l.e—h à + 1c. Et comme le logarithme d’un produit 
de 2 facteurs est égal à la somme des logarithmes de 


. . = 2 2 ? 2 
ces. facteurs, 1l vient 1. e-! À + VC PCreSS = ; donc 


NON ERA) re en You BA )=—=C. en À, (1428 

63. — Nous allons déterminer la liaison qui existe 
entre h et c. Nous avons vu, au commencement de 
l'article 62, que 


18 ou f? & (A)JdA = 1. 


— O1 — 


Remarquons d'abord que, d'après la formule (117), 
l'expression de z (A) devient extrêmement petite à par- 
NTLRRe te I | 
Hi dune certaine. lite, (On Stitque du ,"#"1onc. 

ar PR: 
; 
Er AE d 
ire à) 
dre ER rot les limites effectives a et bou d’ autres 
limites 0 à © ;' et il viendra 


de. e(A)dA ou JE e-" GA ou € fee et À GA. 


O 


. Par conséquent, nous pouvons pren- 


m7, 


Et, puisque la fonction sous le signe intégral est paire, 
* Ca A: ‘ ; N » 
on peut poser 20 | eh À dA=r7. 
ie [e] 


Représenions hA par t ; en différentiant il vient hdA—dt 


DE dt 

d'ORdA = 0Ontarausst he At 
h 

valeurs dans l'intégrale ci-dessus, 1l vient 


x He ee dt 2 (G be 2 ï 
.2'C e ep OU ÉLAUt = To 
Dre) h h o 


ou 21C | e ‘ dt—=h. 
[0] 


LA 


Or, on sait que l’intécrale de Poisson donne 


+ 


co I 

' ee 

l ÉLEPAR = Vr 
à 2 


Par comparaison, en remplaçant x! par t, 1l vient 
Let VE h 
2 | -ÿ} —=h d'où c= — ; 


\2 VET 
c'est la relation cherchée. 
Par conséquent, la probabilité 'P de commettre une 
erreur À est Fee par (commencement art 102 )06t 
ci-dessus : 


. En substituant ces 


. h2 À? Des A" 
—\y (A) dA ou c.e HN Ion frré, sure ANCIEN. 
Vz 
Lorsque l'erreur peut varier entre les limites a et b, 
on à comme probabilité | 


"b 2 A? 
DM À Do) 


64. — La grandeur h que nous avons employée est 
appelée coefficient de précision. Voici pourquoi. 

Admettons que nous ayons deux systèmes de détermi- 
nation d’une même grandeur. Soit h la valeur de la con- 
stante, (art. 62), du premier système, et supposons qu’en 
valeur absolue l'erreur que l’on puisse commettre (dans 
l'appréciation de la grandeur à déterminer) varie entre les 
limites o et a. De même, soit h’ la constante ‘ans le 
second système et o et a’ les limites entre lesquelles 
l'erreur puisse varier. 

La probabilité de commettre une des erreurs possibles 
est, pour le premier système, art. 63 : 


| — e- 1? A? dat 


et pour le second : 
AE EE OA 
l —— e dA. 
[e) 


U V7 


Admettons l'égalité de ces deux probabilités, on aura, 


I 
ensupprimant le facteur commun - ; 


a 


À GA. 


1 he TE 


Posons, comme ES At 
dt 
NIET: MA ; pour le premier système. 
1 
Por A0; t—0'ébpounA=t mt hrdone t varie entre 


oetah. 


7 ! ! dt 
ELAR EE RGUASE se -pour le second système ; pour 
1 
A0, T0, ét pour A=a’, ta 1 "dONCLOWATIE CAO 
et ath4 
Les intégrales deviennent 


Et comme t ett' varient, respectivement, entreoetah, 
et entre o et a’ h', on peut écrire 
‘ah n Ta NE AER y2 
l CRT EE | CRETE 
; re a 
égalité qui se vérifie pour a h—a'h. 
Par suite, on peut dire que l'égalité des deux probabili- 
tés équivautà a h--a'h7. 


lé r 
| RS ee 0 NON TER Sel 
Ontirede cette dermère égalité h=— == a’ h°x -=con- 
; a a 
ne 2 MDSqu on/peutlécrire a hamæan— 
a 


constante. 
Remarquons que cette expression montre que la valeur 


de h sera d'autant plus grande que le facteur - sera 
ë 
grand ou que la quantité a sera petite. 

Donc la valeur h croit à mesure que l'erreur limite 
a à laquelle on peut s'atteindre décroit. Par conséquent 
on peut considérer h comme une mesure de précision, 
et c'est pour cela qu'on l'appelle coefficient de préci- 
sion ; par suite on peut dire que la précision des observa- 
tions sera d'autant plus grande que h a une plus grande 
valeur. 

65. — Voyons maintenant ce qu'on appelle erreur 
moyenne. 

1° Examinons d'abord comment, ayant effectué une 
série d'observations, on peut déterminer la mesure de 
la précision correspondant à cette suite! d'observations. 

Admettons qu'il n'y ait qu'une grandeur à mesurer et 
que les erreurs commises soient respectivement A, A, A, 


RAS 

Si l'on connait le coefficient de précision h, la proba- 
bilité P dela présence simultannée de ces erreurs (art. 
15, prob. composées) est égale à (formule 118, art. 63): 


P Sf h > _h°? AA K LR À, Le vé (us A; 4: (dA}ÿ. 


Vr Vr Vr 
Ce produit est égal à 
hé An < \ 
7% 


fe e nt (LATE 
(\ r)"\ À 


n 
Mais (Vr)"— 772. Et remarquons que de ce que-an x 
aan lient 


de A1 25h RAVr: bé ie AVS PERS À; pr +—h° an &) 


e e n 


— e (Ar ot »+èn ) Or, Art AP AA pDERES 


représenter par a que, pour abréger nous représen- 
terons pas [AA|, ce qui veut dire'art. 11, somme des 
Aoû varie de Lan. 

Donc, le AQU (120) ci-dessus peut se représenter par 


P LE h° et die à Le A i (dAy" no h? [AA 


2 Es : 
J 


(dAÿr. (ES 


iL 


2° Examinons maintenant de quelle façon on peut 
déterminer la constante h pour que l’expression (121) 
soit maxunum. Tout d'abord, si l’on connaît h, on cal- 
culera à priori la probabilité des erreurs commises. 
Actuellement, on connaît les erreurs commises A, A, 
ASE 
La probabilité de commettre ces erreurs est exprimée 
par la formule (121), et 1l s’agit de chercher la valeur de h 
qui rend cette fonction maximum. | 
Pour cela, remarquons que la partie variable de cette 
2 
expression est : he e”” eo 
Posons y—h'e cl La condition du maximum 
est (voir mon cours, 1° partie, art. 59): 


dy . d(he “/AA) der LA d Va 
22 O\OU DIÈR TO) OU 
dh dh dh 

D HA22) 


Or, voir. 1% partie (art. 91et 12): dzN=7 dy Eva 
dx 
Etart 42 remarque TN partie onas 
d. a*=—aà* dx L'asetisi l'on fait a—e base tu svt 
népérien. ilvientd: 6% =—er"t1x016# "07 10m en vereRe 
népérnen)=1#.donc, énin/ die er tx 


DT SNS 


Par suite de »IAAÏ 6 -# TAN) q (—h° [AA) — 
e-"[AA}(_>h{AAjdh).. 
Par conséquent 
d. (e-1 [AA po jee -n? [AA] 5 po q h+hr Le -n? [AA] 
(—2h[ AA) dh)|—e- [AA hi-qh—hre-t (AA AA dh— 
gt A opu 2hutf AAlah=e-# Ans {n-2hfAA D] 
dh—e-t Joe Mho-(n--2h2 [AA dh. 


D'où, d'après la formule (122) en supprimant le facteur 
dh commun au numérateur et au dénominateur, 1l vient 


ee n(n —5 hePAATE=0" 
Ecartons e-" [43 LS et h—o qui satisfont à cette ex- 
pression, et il vient 


n=-2h AA ËE=0 "T2 > h° [AA jet EN N° 


SUR dr AE IT I 
doùh— V: AAÏT NE Va. NES (123), 


éh 


Car : M ATEN Lee VE 6e 
AV ne OMR) Va, | V (AA) 


C'est la condition du maximum. 

L'expression (123) exprime la valeur de h en fonction 
des erreurs commises (voir ci-avant la valeur de [AA]. 
Cette expression répond bien à l’idée qu'on se fait de : 
mesure d’exactitude des observations, car on a, en effet, 
art. 65 et formule ci-dessus : 


ce qui montre que h est inversement proportionnel à cette 
quantité. 


Si, dans les observations que l’on ferait pour déterminer 
une grandeur, on pourrait ne pas commettre d'erreur, 
lan ci dessus serait nulle, puisque les erreurs 
Ar, À:, etc. seraient nulles, et par tie la somme A, ° + 
À, *,-+ "ou [AAT'serait nulle, et l’expression h— 


ve EN égaleraity/ —©, c'est-à-dire que l’on pourrait 


dire que la précision h de l'observateur est infime. 

D'après ce qui précède,on voit qu'à mesure que la moyen- 
ne de la somme des carrés A; ,A, * , etc, diminue, le coeffi- 
cient de précision h devient plus grand. Or, il est évident 
que pour apprécier la précision des observations, puisque 
les erreurs égales et de signes contraires sont égale- 
ment probables, (remarque I, art. 35), c'est la somme 
des carrés des erreurs qui indiquera le degré de pré- 
cision avec lequel on aura opéré. 


La quantité IA s'appelle l'erreur moyenne ; on la 


représente par la te de l’ancien grec e (é epsilonn). 
Donc, on aWl'égalité, vor formulé =(r25)e 


h 28. — Rte 2 2 d'oùhézre 00 (124). 
V2 { FAN ONEERE V2 V2 
n 
66. — On appelle erreur probable, une erreur telle 


que l’on peut s'attendre aussi bien à la dépasser qu’à 
rester en-dessous. 

Soit P la probabilité de commettre une erreur com- 
prise entré —A"et ÆE\, je d'RALCIEUPS, 

4 = “4e (A) dA ; 
ou, comme nous avons fait pour les formules (53) et (53°), 
art. 37, en prenant l'intégrale entre o et À, d’après la 
A h L 708 

formule (119) sauf à mettre -- hors du signe d'intégra- 


tion, il vient, P=2-— dA ; 


is = LA 


O 


ou, comme h° A° —t’et dA . art. 63,1} vient 
| 1 


de. Fete 14 cu, #3 à 

P— 2— 415 | 26 dt 
ét AN h VT. ; 

et en prenant de o à t ou Ah : 


Dre Pa tdi 


mn 
NOT. O 


Si, dans cette formule, on recherche la valeur de A 


pour laquelle Pace qui indique l'incertitude, art. 7, 


on obtient Ah — 0,477 ; c'est-à-dire qu'alors on peut aussi 
bien dépasser l'erreur À que rester en-dessous ; et la 
valeur de A qui correspond à cette valeur de Ah est 
donc ce qu'on appelle l'erreur probable ; on la désigne 
par r. Si l’on réprésente 0,477 par À (lettre 1 ou lambda 
dugrec ancien), 11 vient hr—\. Donc, on a pour l'erreur 
probable : 

she ; hr=ù d'où LE ou = 14 le et 
lo ATEN V2 
r—eV2X (125). 

L'égalité précédente exprime la relation qui existe entre 
l'erreur probable r et l'erreur moyenne &. 

Remarque. — En général, lorsqu'on détermine une 
grandeur par une série d'observations, on a soin de 
calculer en même temps soit l'erreur probable r de la 
détermination, soit l'erreur moyenne e, parce que à cause 


[LS] 
e 


des deux égalités ci-dessus ou hr—àÀ et he = dès que 
V2 

l'on se donne r ou « on en déduit la mesure de préci- 
sion h des observations. Or, cette mesure est néces- 
saire pour permettre de réduire à une même unité, 
ou pour permettre de combiner entre elles des séries 
d'observations de précision différente. 

67. — Examinons maintenant si l’on peut rechercher la 
possibilité de déterminer l'erreur de la moyenne arithmé- 
tique. Nous admettons, art. 61, que la moyenne arithmé- 


LR 


tique est la valeur la plus probable d'une inconnue déter- 
minée par une série d'observations. 

Admettons que nous ayons une grandeur mesurée don- 
nant des déterminations que nous représentons par a; 
a, .… &. Prenons conne première valeur de la moyenne 


arithmétique 
jl “1 zh 


A De War, 
alors les erreurs sont : 
Aa, = N, 
AREA Ne 
Aie Ars 


Nous savons, art. 61, que la somme des erreurs égale 
zéro ou ÿ À-—0. 

Supposons que la véritable mesure de la grandeur au 
lieu d’être À soit A+w. Les véritables erreurs au lieu 
d'être A, À, …. Asseront A, E'w, AF TE w, LASER 
la probabilité de commettre ces erreurs dans un système 
de précision h est proportionnelle à 

te 


ele ri [AA 0 \(q Ne (126). 


n 
En effet, nous avons admis, art. 65, que | AA]=5;  AMet 
nous avons obtenu la probabilité 
he AA, 
Poe | la Are 


n 


Pi 
IL 


Or, 1c1, les erreurs sont À, + w, À, + w,. Aa = w;donc 
DDR | 
(A + w)? — A° + 2 À, wW + w? 


À, + wo} = À° +20 + vw! 


(AS tr W }? — A He AT W + VW? 
et en faisant la somme, il vient | 
(A LAN RAS) AE GA NETA LE CPAS ER 


ou D TN Cp HP NRA ES 


1 l ET 


FD ONE 


Or, nous avons vu ci-dessus que Y A—0, donc 
2 W > sn =10,et/1l reste 


Ru, A; + nu’ et comme SN — [AA il vient enfin 
[AA] + n w’ ce qui donne la formule (126). 
On obtiendra la probabilité que l'erreur de la moyenne 
soit nulle en faisant w—o dans cette formule (126) et 
RE [AA | 
l'on retrouve l'expression (125) ou —e (dA». 


2 
iL 
La formule (126), en se basant sur ce que CHA. 
amTn peut se mettre sans la forme 


1 : AA + li jt 
Re 4 Vase x e p Lu 


2 


LA 
Et l’on peut dire que la probabilité relative d’une 
== h DO). 
erreur &w sur la moyenne est proportionnelle à e ou 


- ie n Jo? 
© APCE Normpéltadimettren que. là proba- 


bilité de la D) need un coefficient de précision 
égalà Vh:nouhvn: Soit EH ce dernier coefficient 
ÉLMRAEGtAnt A mesure de, NDréCision, d'une, obser- 
co = Non NÉE Ccomime, 411. 060,00 


I £ 
He CIClALON he. EL hr \ On voit que $1, l'on cal- 
V2 


cule l'erreur probable que nous désignerons par R, et 
l'erreur moyenne de la moyenne, erreur que nous repré- 
senterons par E, nous aurons 


I 
V2 
donc, on tire de ces relations 
- I x I 
2 H Voanivene 
I Brit I I UT € 
= _ (a AND DRE 2 rate © EN RES PRES 
20h Vsrn Vn Vin Vi 
À À À À I I T 
De même AE == —;X TX —— — ; 
1 A0 hÿn ‘he Va DV TAMEN 


d'où RXR ou R: NS ne NT RE 
VRP VTT ER 
On conclut de là que l'erreur moyenne E et l'erreur 
probable R de la moyenne sont inversement proportion- 


nelles à la racine carrée Vn dunombre n des observations. 

68. — On appelle poids des observations la valeur 
exprimée par le carré de la mesure de précision. 

Pour se faire une idée de cette définition, supposons 
que nous ayons deux systèmes de mesure de précision 
h et h’. La probabilité, dans le système h, de commet- 

2 2 
tre n fois une erreur z est proportionnelle à e nt , (Voir 
article précédent); et la probabilité de commettre une fois 
cette erreur z dans le système h'est proportionnelle à 


e 

Pour que les deux probabilités soient égales on doit 
avoir h°?=nh°; d’où, h'—hVn. Par conséquent on peut 
dire que : lorsque dans une série indéfinie d’observa- 
tions nous faisons n fois l'erreur Z tandis que dans 
une autre série on ne commet qu'une fois l'erreur z, 
les deux séries donneront quand même naissance à la 
même valeur de la grandeur à mesurer; c'est-à-dire que 
le résultat que l’on obtiendra sera le même dans les deux 
cas. En d’autres termes, une seule observation de la série 
h'équivaut à n observations de la série h. Donc, enfin, on 
peut dire que le poids de ces deux séries d'observations est 
proportionnel au nombre d'observations qu'il faut, dans 
chacune d'elles, pour oblenir la même précision dans le 


l2 
, ; à n : 
résultak, CE qu'on EXPrImEe el posant I = —, EXPression 
ne 1 


qui se tire de la formule ci-dessus. 

On voit que la condition ci-dessus est remplie si l'on 
convient que le poids de la moyenne est égal au nombre 
d'observations faites, car on a, art. précédent : 

H—h n ou H:—h°n; d'où 
P (moy.) ou poids moyen ou H°— P (unité) ou poids 


— IOL — 


HIT ANT nn 27). 

Cette conséquence est encore vérifiée immédiatement 
par l’idée que l’on se fait du poids et de la moyenne. 

Supposons que l’on ait à combiner 2 séries d’observa- 
tions de la grandeur à mesurer ; et que la première série 
nous a donné des valeurs à, a, ... a: et la dernière les va- 
leur b, b, … b,. Nous avons pour la moyenne arithméti- 
QUE ATLAO0 Ze 


ja l'ai-n _. Nes 
A——ou->. a pour la première série 
n TES 
5b I in Ë PRE 
Et LB—= ou S$  b pour!la seconde série. 
m Lies: 
Les deux observateurs qui ont fait ces 2 séries d’obser- 
vations, donnent À et B, mais par les suites a, a, ... a, et 
bb, ... b,.I1s agit de combiner Ces 2 séries pour n'en 


faire qu'une seule. Pour cela, on prend comme résultat de 
la moyenne aritmétique combinée 


nATEenb | 
AMCCT20:), 
m+n 
puisque cette expression revient à 
Fa 5b\ DAS D 
ND — +m -|:mHinou ——-—., 
n mn m+n 
69. — Aphlicalion. — Elant donnée une grandeur À 


oblenue eumullipliant par à une grandeur x, chercher 
quelle est l'erreur moyenne et l’erréur probable de X, 
Lorsqu'on connaît l'erreur moyenneet l'erreur probable de x. 

Soint E’et R l'erreur moyenne et l'erreur probable de 
Xe étuolerreur movenre ét l'érreur probable de x, 
Oavidemment "puisque XX 0x pour les erreurs 
demandées : 

Fuite 

Supposons maintenant que l’on ait X—u x +2 x". 

Soient :, set r, r' les erreurs moyennes et probables des 
déterminations x, x’. Il s'agit de calculer l'erreur probable 
et l’errenr moyenne de la détermination X. 

D'après ce que nous venons de voir, l'erreur probable 


de « x esta r ; l'erreur probable de 4’ x' est °1. D'après 


= 102 — 


Cela, au lieu du problème proposé, nous pouvons doné 
prendre celui-ci: Soit la relation analytique X=x x". 
Soiente,e',r,7r' les erreurs moyennes et probables de x et 
de x'. Il s'agit de trouver les erreurs E et R, moyenne 


ct probable de X, 

Supposons que les vraies valeurs de x et de x’ soient a 
et a’. La véritable valeur de X sera donc A=a+a". 

Soient x: X, … x,les déterminations de x qui ont con- 
duit à la valeur 4 ; et soient x: x’... x Celles dem 
ont conduit à la valeur a”. Si l’on combine 2 valeurs x; et 
xX'x Téspectivement, de! laure et de Ja 2#Emseèrmées/uiResr 
évident que l’on a une détermination 

Xi rx MR RD Xe 

ou X formé de x; et de x/x que nous représentons par Âik 
On comprend que nous avons en tout m.n (que nous repré- 
senterons par N) déterminations semblables. 

Les valeurs de a et de a satisfont aux conditions 


ÿ.__ (a—x;)—o ou somme de a -x,; A—X, ;... @—X» OU 
D des erreurs égale zéro, art. 61. 


5É (a —x'Kx}—0, où K varie de 1 à m. 

Cr Aa Pa EUX ES 
d’où l'erreur de A—X;g=—{(a+a)—(x; + x'Kx)=(a—x;)+#+ 
(a'—x K). 


Et en NES le:carre de cette. erreur on auras 


A Res UN ) RUAExX K) 22 aout —X"K). 

Si nous donnons à iune valeur déterminée et si nous 
faisons varier K depuis 1 jusque m, nous aurons les m éga- 
lités ci-après : 


ARE FN ! 
A—Xi, —(a—x; } +(a'—x", }ÿ +2(a—x; )(a'—xi) 
a et 2 : 
A—Xi, —(a—x; ÿ +(a—x', } +2(a—x; ) (a —x°) 
: ” 
A—X; m—(a—X i ne + (a EE." RU À 2x x] (a x EU 
Si dans chacune de ces m M nn nous faisons varier 


i depuis 1 jusque n, nous obtenons une nouvelle suite 
d'expressions analogues dont le total est mxn—N. Nous 


aurons, en représentant par le double signe Y la somme de 
toutes ces ne 


à Aix NE EN GER) MRC) 
car les doubles produits 2 ( a—X,)(a—x",)etc., se détrul- 
sent en vertu de >; (a—x: N==o'et>(a- x) —"0%x expres- 
Sions ci-dessus où 1 et K varient Din eue de TR 

‘etdeir am. 
En divisant les 2 membres de l'égalité (129) par mn 
ou N, nous aurons: 
2 2 à 2 
Se À a SY d—XK (130). 
BOHAOU UNE n.n Pén TUES A 
Remarquons que dans le premier terme du second 


membre de cette dernière égalité, nous avons l’'expres- 


> 
sion a—x; qui est sensée figurer m fois avec chacune 
des valeurs déterminées de i. De même, dans le second 
terme, a—x'K figure n fois avec chacune des valeurs 
déterminées de K. On peut donc admettre que sous 
le double signe ÿ, le numérateur contient m en facteur 
dans le premier terme et n dans le second. Donc, en 
supprimant m et n, communs au numérateur et au 
dénominateur respectivement dans chacun de ces 2 
termes, et alors en supprimant par suite le double du 


MoN IL 
Le Va 7 SE 
SAR dE LS CHERS e Ë 
N n m 


Remarquons que le signe Y peut embrasser à la fois 
les 2 termes de coaque fraction, ou le numérateur seu- 
lement, c’est la mème chose, on divise un tout en divisant 
chacune des parties. 


mysir2 
Par définition, on a, (voir ci-dessus) A—X;x — carré 
RAS, 2 = 
des erreurs et 5 A—X;x — la somme des -carres des 


erreurs et en divisant cette somme par N on obtient 
le carré de l'erreur moyenne ouE? .De même pour e’ et &?, 


—  Ï04 — 
—.. 1 2 ve. : 2 
5 A—X;x VE RL 
N Aix 4 PTT 
Donc Ée? elftet Fe" HET TR 
Et, art, 66, comme l'erreur probable égale l'erreur 


Donc E2 — 


CN IEESS 
ELA re 


moyenne multipliée par V2}, il vient 
R—V2RXE;:r—vV2hsetr —V2e 

d'où Ri=—2 1 Et gd (6 st) rie AE 

2 Ares AUOHC-r RP D A2 (e7 

RENE EEE?) 

Concluons done enfin des expressions (131) el (132) 
que l'erreur movenne el l'erreur probable de X sont res- 
peclivement égale à la racine carrée de la somme des 
carrés des erreurs moyennes et probables des quantités 
x el 

Corollaire I. — Si, an lieu + HAN ci-dessus, dans 
, Nous envisageons le 
problème proposé tout d'abord ue lequel X=—axarx, 
nous aurons, d’après Ce que nous avons vu ci-dessus : 

Eros neaness (133% 
et R=Var+a?r", (134) 

Corollaire IT. — On peut étendre évidemment les for- 
mules ci-dessus pour 2 variables à un nombre quelconque 
de variables. Soit 

Xe, RU OMAERT ALELS QE TETE SR 
expression dans laquelle a, a, a, sont des coefficients dé- 
terminés et x, x, ..xn-(des valeurs susceptibles d'erreurs. 

Soient e; et r; les erreurs moyenne et probable da x:. 

Nous aurons, d'après ce qui précède, puisqu'il ny a 
qu'une seule quantité x 

R—=V5>(airi)}oùi varie deràm. (136). 
E=V j(a;e;i) id. 1d: ST 

En effet, nous pouvons tirer, de la formule(135),a, x: + 
Az X2 Tac Am-1i Xm + QUC NOUS représenterons par b Y—= 
X—Am Xm d'OÙ 


=D Y+Am Xm 
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Soit S l'erreur probable de y et r celle de x, nous aurons 
ANA (134) : 


RE PS RP) 


Cette formule nous montre qne si le théorème est vrai 
pour m—1 variables, il l’est également pour m variables. 

Or, nous venons de voir qu'il est vrai pour 2 variables, 
donc il l’est de même pour 3 variables, et ainsi de suite. 

Gorollaire III. — Nous pouvons également arriver à 
une formule (n° 141 ci-après) qui permette de calculer l’er- 
reur probable R d’une fonction quelconque. En effet, soit 
la fonction 

DT OR RS A A LO 0) 

Prenons la variation de cette fonction | voir la 2° partie, 

art. 9, variations, p. 59, formule (25)]; nous aurons : 


r?r LS r of = Ô 
GODIN ONE 0 Xe CR ee 


DEX (5 1e.e OX 
Si nous attribuons dans les coefficients - LA : ni ed É fi 
NS SC er 
aux Valeurs x: X: ... Xm és valeurs ‘probables détermi- 
nées, il en résultera que l’erreur à commettre sur la varia- 
tion àX sera exprimée en fonction linéaire(ou du 1° degré) 
des erreurs à commettre surles variations dx, ; ÔX, ;... 
ÔXm. Sinous désignOnS par X; X2 ..… Xm un ensemble de 
valeurs déterminées par l'observation et susceptibles d’er- 
reurs probables r, r,...T7m" et que de ces valeurs considé- 
rées comme données on déduit une valeur X qui leur est 
liée par la relalion | 

D ne LU 
ou X—fonction de X; X:... Xm, On aura enfin en vertu de 
ce qui précède et en désignant par KR l'erreur probable 


ox (AO) 


PE Ut 2 / ni \2 / Ô \ 
es CE \ +) +..+ 5 ; (141). 
\OX: / \ 0X2 # O2 pont k 
70. — Méthode des moindres carrés. — Lorsqu'on 


doit déterminer des inconnues x, y,Z,u,..., appartenant 
à un même système d'équations, 1l est toujours per- 
mis de supposer que ces inconnues sont liées à des 


ô 


—  I06 — 


quantités connues a, b, c, d,... par des relations trans- 
cendantes, de telle façon, par exemple, que l’on ait: 
FAC AT ADR 
Considérons, par exemple, 4 inconnues et 4 con- 
nues données abcd; nous pouvons admettre que la 
fonction ci-dessus traduit une observation. Et s'il existe. 
un nombre m d'observations supérieur à celui des 
inconnues, les équations auxquelles nous devrions satis- 
faire pourraient se mettre sous la forme d’un systè- 
me d'équations en nombre m supérieur à celui des 
inconnues, soit, par exemple : 
FE} (xYy zu ab cd)—0 
Fe (x y zu 4 bc d)—0 
EeePC dE 
Ex Vz mb Cd) E=0 


FÉES D CEE, 

La question à résoudre, c’est de calculer les incon- 
nues de façon à satisfaire le mieux possible aux 
équations ci-dessus proposées. 

Parmi ces m équations, choisissons en 4 puisque 
nous avons 4 inconnues, et supposons que, soit rigou- 
reusement, soit approximativement, nous déterminions 
les valeurs de ces inconnues x, y,Z, u qui satisfont à 
ces 4 équations. 

Keprésentons par X Y ZU les valeurs de x y z u qui 
satisfont aux 4 premières équations, que nous repré- 
sentons, en abrégé, par 

Foy o rh 0REneS 

Lorsque les observations sont bien faites, ces valeurs 
À Ÿ Z U substituées dans les autres équations du système 
ne rendront généralement pas nulles ces fonctions, 
mais leur donneront des valeurs très petites bien proches 
de zéro. 


Par conséquent, on peut chercher à satisfaire à toutes 
les équations du système, en posant, par exemple : 


x ou lettre ksi du grec ancien 
3 ce y ou ê ou lettre êta id. 
Léta id. 
u—Ù + ou u ou lettre upsilonn id. 
Représentons, en général, par FK—o une équation 
quelconque du système, autre que les 4 éq. satisfaites 
RARE 
En substituant ces inconnues x, y, Z, u dans Fx—o, 
Fx &yzu a b cd) deviendra Fx[(X+Ë) (Y +») (Z+0 
(U +) (a bc d)] 
ou bien, en considérant plusieurs, 4 inconnues, (dans la 
formule de Taylor, p. 47, 1"° partie) : 
FK[(X +6) (NV +7) (Z +5 (U +vYa bcd)—Fr(XYZU abcd) 
Rise Ci rs APE d Fx 
d X dd d U 
nous représentons par des points les autres termes 
& d Fk 
1.2 d X: 
O1 les valeurs £ 7 £ et : pouvaient satisfaire à ces équa- 
tions, il viendrait 


+ £ 


ne 


—_ etc 


Fr (X NÉ AC EE ME d) ne Fr ue Fr +, etC.—0. 
d X HRNe 

Dans cette dernière équation, les expressions FKk(XYZU 
D our 
ET A 
et les inconnues seraient £ ; £ et v, 

Or, on sait qu'on peut toujours ramener la résolution 
d’un système d'équations algébriques ou transcendantes 
en nombre supérieur aux inconnues, à la résolution d’un 
même nombre d'équations du 1‘ degré (abaissement du 
degré d’une équation, voir ci-après à Remarque). On se 
trouvera alors dans le même cas que précédemment, mais 
avec cette différence que les équations seront du 1° degré ; 
par conséquent, on sera ramené à résoudre un système de 
m équations linéaires ou du 1°" degré à 4 inconnues, que 
nous représenterons comme suit : 


‘etc. Sont donctrouvées, connues, 
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a X+D, VHC Z+d u+n —0o 
a, X+P, Y+C,2+d u+n, —=0 


Am X + Dim Y + Cm Z + dll + Nn 0. 

Mais quelles que soient les valeurs numériques substi- 
tuées à x y zu dans ces équations, les valeurs obtenues pour 
les premiers membres différeront en général de zéro, et 
si nous représentons ces différences par À, ; AA, 
que nous appellerons résidus, nous aurons le système : 

dx SD PVC CA ETOILES ARMES 
dx DAY EC ZE DUT 


du X + Da 'CnZe te U EMEA 

Et en déterminant toutes les combinaisons possibles des 
valeurs xyZ u, nous pourrons considérer À, A, ... A,com- 
me les erreurs sur la délermination des valenrs du 1° mem- 
bre. 

Donc, en représentant par h le coefficient de précision, 
art. 64, de l’ensemble de ces équations, la probabilité 
d’avoir un résidu À sera proportionnelle, art. 63, à 

APN 


Et la probabilité de la présence simultanée des m rési- 
dus À À, ….. A,, Sera donc proportionnelle, (art r6)/4n 
1 / 
LADA SA (AE) 
| ) 


ne e 
\ VT 


» * < . 2 x . . . . » 2 
expression dans laquelle (A? m) signifie ici A + A +...+ 
A, eten la représentant par [AA], nous aurons au lieu 


de l'expression ci-dessus 
/ \ A, 
ci je n LAN) 
\V T 
En effet, d’après l’art. 16, il vient 
| 
h h° As h eh À, RS a der eh AS 


—— 6. 


° 


/ 


VT Vr VT 
e m A2 2 2 2 
FN RAA SEA ES) 11 me he (NN 

DURS | ouf Ve * ) 
\VA / ù \ r 


où À va 


/ 


de À, à A;:. Donc,. comme nous l'avons dit à l’art. 65, 
AA LA 2 
| F5; -, À TS ; 
Pour que cette probabilité soit ziaximum, nous de- 
vrons donc faire en sorte que [AA] soit minimum. 
Donc, on devra avoir, art. 59, 1"° partie, calcul diff.: 
d' AA] d AA] . dJAA) d' AA) 
220 ÿ —— =—0 ; —O Et ——— — 
dx dy “dz du 
Nous aurons autant d'équations qu'il y a d’incon- 
nues ; et ce sont ces équations, appelées égualions nor- 
males, qui résolues donnent les valeurs les plus pro- 
bables'de x y zu. 
Remarquons que les expressions précédentes sont des 
différentielles partielles ; pour cette raison, on les re- 
présente comme 1l suit : 


S[AA|] S[AA| STAA S[AA] 
= & Le O:: =-DOÈCÉ 


; x == ’ = 


ex A SZ Su 
(La lettre 5 c’est la lettre thêta du grec ancien, écrite 
comme dans le grec moderne). 
KRemarque. — Comme exemples d'abaissement d’équa- 
tions, on peut consulter le cours d'analyse inf. de Catalan, 


Université de Liége, année 1879, pages 242 à 277 ol 
sivement. 


Ci-après une méthode approximative pour résoudre 
les équations, d’un degré supérieur au quatrième, ainsi 
que les équations transcendantes. Cette méthode est 
dit de Newton. 

PSOEnL(e)=0 lequanon 2resoudre, et) et tx) 
» sa première dérivée et sa seconde dérivée par rapport 
» à X. 

» Onérempiace, dans. l’éq. à résoudre, x par une 
Valtrx voisine déenul'uné des racines, de cette éq. 
» et obtenue par tâtonnement ; on obtient une deuxième 
»-valeur x; plus rapprochée de cette racine que la 
» précédente en posant : 

ROUE CUT EE LRO 

ea) PCIe 

» on peut quelquefois se contenter de l’approximation 
» donnée par les deux premiers termes. On obtient une 
» deuxième valeur corrigée en posant : 


» RÉ RARES 


ne LU FE RES 


Pier 

(fx, 7) 

» On continue de cette manière jusqu'à ce que la 
+ valeur approchée XiKdifière” dela Mprécedentens… 
» d’une quantité telle qu'on puisse la négliger ». 

On peut consulter notre recueil sur les principes géné- 
raux relatifs à la résolution des éq., art. 20 ; le théorème 
de Descartes, art. 59 ; la formule de Moivre, art. 65; 
la résolution des éq. du 3° degré, art. 70. 


etc. 
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P. 


P. 


P. 


P. 


D 


P. 


P. 


mY4—K not 0+ os 
(ma) au lieu de’m£ et ma 


ERRATA 


9, 2 h0he Ans 
. \ PUS ù n 
e __— à ° N 
10, 3° ligne == après précède ; et formule (1) mettre > 
À a 
11, avant-dernière ligne —— 
a+D 

13, 7° ligne c'est au lheudé cet 

15, 17 et 87. Mettre x majuscule. 

19. Avant-dernière ligne, ajouter après trouver : pour 
un certain nombre de termes. 

21, 21° ligne, après précédent, ajouter : en prenant, 
pour plus de simplicité, la somme des termes 
der "K ar PK 

23. Formule précédant extrayant la racine, mettre, 


? 


au dénominateur 2n—1 au lieu de 2n—1 


29. En divisant, etc, mettre ROIS au lieu de [)] 
g(2n) ?(2n) 
33. Me OrMUE. EL lieu de F 
a $ a À 


mB+k, B+K 
3 


s : m 4—K *m 
36. Au lieu de m$ ma” ; mettre (ImB) 


m 4 —K = D 
et (mu) . Et dans la formule (36), après le re 


(or CEE Re 
membre — mettre e QE ) ( ) 


5 —(n B+K)- ma —K 


au lieu de 


4 ; : PAUL 3+K 
37. 1° formule, mettre au dénominateur (m) et 


mn i-K 


Après des termes semblables, 1l vient, mettre : 


en tenant comple des formules (38) et(39) et de 
ce que a+ —I : 


. 38, formule 40, au dénominateur du 1‘ terme du 24 


membre, mettre V2rmaf au lieu de V2nmaf 


p. 41, fin dernière ligne, mettre m«, ou au lieu de onmw. 
p. 43, dernière ligne, fin, mettre R au lieu de K. 
p. 44. — Voir la figure ci contre. 


P. 


Se 


sc te 


71, 
73; 


74, 


70, 


17) 


11e ligne, mettre Px-,'au lieu de Pr: 

4° ligne. On à ainsi: 
26° ligne. déficients au lieu de défécients 

2e Ps 109 Matures 10: 

Apres Pur, 1284 eUR-— etc) mettre 

Il conviendrait de trouver l'expression générale 
de la somme des termes de la série entre’ pa- 
renthèses, (voir nota ci-après). 
mettre0:838244#au! Lenvde0,9384 

id id 1d 0,83216 

12° ligne, mettre le signe — au lieu de — avant o. 
22° ligne, probabilités p" au lieu de pertes p" 
Mettre une virgule avant égale à la 3° ligne; 
et à la 7° ligne mettre le signe - dans KC;,,Kp"=“q# 
9° ligne, mettre le signe — entre les deux Ix. 

18° ligne, ajouter de payer avant pour la 1° année. 


.-4®et 5° lignes, C'est P;: =p; l'auieu LPS 


fin art. 53, mettre’: soit . P: 

2° mettre es/ entie probabilité et d (x). Et plus 
bas, mettre 54 au lieu de 52. Puis à la 4° avant- 
dernière ligne supprimer 11 et. 

4° ligne, 94 au lieu de 93. | 

rapprocher —1 dans n—1. 


2° eXpression mettre 1° autliéu dents 


, Rae LA à 
3° expression, il faut au lieu de D de à 
{m+n)# 


) 
mai I n° O 


(msn) 
Ajouter : On peut aussi remplacer directement 


—0 OÙ 0—0. 


—X par sa valeur et l'on obtient ainsi : 


m+n 
mn 
FORTS ET NET ARE m + n\ 1 me TON 
Ta | JE ER Len | 
\n1 - Nn, in = D k n UE + n JA 4e n 
n + Ft 


mn—mNn .\ man 90 
À 02001100) 


nt me 1n 


er 


P: 
P. 


4 


78, dernière ligne, supprimer au numnérateur et met- 
tre : comme à l’art. 57 pour plus d’uniformilé les 
LE Dé taCise 
limites, etc : PE ——— 
I 
| nie otc 
79. De même, l'intégrale du numérateur peut embras- 
ser les 2 termes de la fraction. 
Formule ro6Mmettré ==" au he de — après P". 
| T2 T° 
80, 16° ligne mettre —— au lieu de —— dans le déve- 
p° qd 
/ APE 
loppement de ü +=) 
P/ 
He Tia a 
MOT TefOrmulIe LI + —| |-1—-\—pâave précédente 
; ae | | 5 
\ P/ \ qd, 
Tir TE | | 
RTS LI ne (14 1-1 Ji . 
\ MERS I ; 
Et 3° avant-dernière ligne mettre V 2rqr au lieu 
(ee IT 
: ("E \ +qr ; AT \ (p+ar 
82, 13° ligne mettre | — au lieu de FE 
\ r sa \ T ) 
CHR lone 4 auvieu- de. 4, 
8° ligne savoir au Heu de avoir. 
8 25 line, apres p. 16, mettre art. 28 D. 37. 
ù oo) 
91, dernière formule mettre à à 
LA a + 
93. Avant-dernière formule, 2° facteur du 24 membre 
Hanthendente 
DAnllione, As at lieu, de À... 
: ie n Jo ° : - 
99..13° ligne, e mettre le signe — . 
LPS ahgne, X=oxsau lieu, dé X-7ux. 
Létmeére dionetsmaulieu. de a 1’. 
PR lon ex. < au leu, dé x: x: x: 
Nota. — L'intégrale de e" dtque nous don:ons pa- 


ges 47, 48 et 49, n'ayant pu la trouver dans les bou- 
quins que nous avons consultés, tels que Analyse inf. 
Catalan ; résumé Mansion ; Exercices de calcul inté- 
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gral par Joseph Graindorge, Université de Liége, etc; 
a été cherchée par nous, par la méthode que nous 
exposons dans la 1'° partie. 

Nous voyons page 69, de l’Aide-mémoire de l'Ingé- 
nieur, par Huguenin, 3° édition, 1895, que 


CO ne I Fr 
[ ee dx — = Vr:. 
) 
Le (Q 


C’est l'intégrale de Poisson que nous mentionnons dans 
le corps de cet ouvrage, page 91. 


ANNEXE PROBABILITÉS 
bar Albert CREFCŒUR 


een an 


À la page 79, 2% avant-dernière ligne, après au 2° 
de l’art. 56, remplacer ce qui suit jusqu'à la théorie 
des erreurs, p. 83, par: 

La probabilité x de l'événement À est donc maxi- 
mum lorsqu'on aura x = —- —. Ïl s'agit de rechercher la 

om PT 
probabilité P que la probabilité x de l'évênement À soit 
mn m 
comprise entre deux limités —-—"+ ]et 
m+n mn 
de cette valeur extrême. Donc 1 doit être petit. 


—] voisines 


Faisons, pour abréger, 
seront p+l et p—l 
p+z, (z pouvant varier de —I1 à +1). 

On aura: 1—x— de de CaAr T-p=0 On#a 
dx=—d7, puisque p est une constante. 

PoOurex=pElNz=l;ret pour.x—D ——|. 

Donc l'inconnue Z pourra varier, dans notre hypo- 
thèse, de —1à +1; et l’on aura ainsi pour le numérateur 
de la HR AF07} aus le Cas qui nous occupe : 


+ +1 [ / YA qe 
nee l. (D La) “(q—2) d7— We P. dr ne | \’a RATE 
Son aest D / \ / 
pr 6 
ee D q nd #2 Se ire (108). 
À P/ & q, 

Cherchons, par logarithmes D le produitsous l”f. 

On sait que I. x, car 1. e—1. Par analogie : 


Z Z \ 
/ PA) pri( 4 1) pr L(s +- st) 


à =—p'rlesihimites tdevx 
n 


/ Z\pr 
Lir +=) =pr.lli1+-)=le car 1.e — 
\ / \ P, 
EE 7 PP si pri(r+2) 
pr. l| RE. = DL We Donc te tee 
P, * jo) p} 


puisque ces 2 termes ont même aa tibre 


2 2 
pr 1. ( + ) art. (4 — ) 


7) pr / AU 
nt LS FE à (E — 


Donc: |1+- | | 
k P J \ q / 
‘a ! f 7 F f # 2 d 
+ RC 4 .)+ ar fr — que T Lo! (AT < jar (1 — )] 
F —e 
Or on sait que (p. 151 et 133 Catalan, analyse) : 


’ ah es PE PA. Se 
I(I+X)=Xx — = + motors —](1—x)=x+ ru 


/ Z\Pr/ 4 ( LUZ PT ) ( / ryZ 1 
| Pere 2e sf fée er FOR S 
4 Cire) =& | CAN ARE PTE En à. 
\ P/ È | 
RS M te NE PCT 
o ae fe RER ST SE HOME 
Remarquons que z est petit, donc à plus forte raison 
Z BST: n ; ie 
— et —— et à fortiori les puissances — , etc. 
P P Ron 
On négligera donc les puissances de ” ,etc., en ne 
| AO 
conservantque les termes de l’ordre -_ et — . 
P q 


Il viendra donc ainsi en observant que z — 7 — 0 : 


/ z\vt/ PAUL Eee EU D | [ 2 (2-2) 
FI) NT), = RE M P 2q JE ParE 2p Fe 


Her ere ui | 
2p4 /. 


Mais de p + q—1,ontire —p—q——1; d'où 


: ; 2 
(HP) 
P \ q” se 


rl $ rZ 
2pq/l__ 4 2pq 


(eS 


Par suite X devient : 27 


X=—prrqur ji e ?P4 dz. 
Et comme l'aire de © à légale celle de o à — 1, il 


vient (voir errata p. 47.) Ur 3° 


7 J il 2E 
K=ompéi qu |: el 7 "dz. 


Z V r ; 
É Ne NE On aura dz AN 
ÿ 2pq v2pq 2p q T 
E li 
dit AE PILE 
\ 2pq 


En substituant dans la valeur de X, il vient : 


T4 2 à 
Posons 21 —2t d'où 2 =22Pa 0 , 1/29 
EE T 2 


L2 T “ y 
Mais dt 47 a dz, donc, comme à l'errata de la 


AT I 
page 47, nous devrons multiplier ] par y pret en. 


_—_- #P4 

x 

posant 0 — \/ ———— ñnous aurons : 
BP 


ls pr” qr FES QUE TO -+ 
X=rap; .q ver l cet 
LA STE MAS 


En substituant dans l'expression de P, formule (107), 
il vient : nai O 1 
titre ce ne [ CAGE 
T O 


LE 


[5 x dx (1—x)" 
Eten remplaçant le dénominateur par la valeur don- 
née par la formule (99), il vient : 


fÉmen+r)! 


Et comme Sr on aura : 


2p ‘q "Pa Vi Li eat 


As LEE RE ES 
nm! _n!ml! 
ou 
RTE OO 
r0 —t? 


2 p q V2 pa(r+i) r:! | Fpeproits 


n!ml!vr 
Or, la formule de Stirling, art. 26, donne : 


1 où 


Vo TT 
car on peut ns, 1+er) puisque © 
Et#Comme ruée tite pr 
ml=pr! d'où 
qr Fe r QT He, e 
prier pr pr” e7” 


r tend vers Zéro : 
il vient n !—qr! et 


_ qr 


zprpr e 
En nee on obtient : 
r del RER VX _ 
2 D We DOUTE ET où 
Vox À qe. —qr / TES pur: pr —pr ér: 
qrqr e 2m pripri eHoÿral /2r 


PET TT e) Lye 
BIT V2pa(r+1) V2xrr e e0 dt= 
ps NT PET ap Er ee RE | 1 
Vanr Vq'q CEE Ver TA DID MONS EVE 


2 V2 9) D PT © a Ce 
+ PRSEA ce ei dr | e _—t at 
V £k in 12 e-qar Varr V P Ter e—pr V ch) Q 
Mais \ q\ P—Y pq; TAT pra pr Tr ‘q- pr pr ar D +g25 


PE 


———— 


e-de-Ppt—e-a—-p — e-(q+pr — 


V2 (r+1) CRUE 2 
x UE ext dt. 
V2VrV ri Var euéè 


"d'ouil, vient: P=—= 


ee 


Si restassez grand, IET tend rapidement vers l'unité, 
| 


de sorte que l'expression de P tend vers : 


P — Se | 9 et dt. 


/ 
Vi 


Comme nous avons vu, p. 49, outhêta est remplacé 
par T, cette valeur tend rapidement vers l'unité, et l’on 
peut dire : 

Il y a une probabilité P aussi voisine qu'on le veut 
de l'unité, que si deux évènements À et B contradictoires se 
sont produits m et n fois, la probabililé x de l'arrivée de 


l'événement À est comprise entre les limites TR rez 
m+n 
m EL Re 
+ 1, 1 pouvant étre ausst petit qu'on le veut. 
m+n 
Nous avons vu, page 91, que l'intégrale de Poisson 
CO _Vr 
donne : fTe- 
[e) 7 
Donc, en faisant dans la formule qui précède O—c, 
: : 2 NET 2 Vr 
il vient P=— J Rte 
Vr 7 


Alors, la probabilité égalant l'unité, on aura la cer- 
titude. 


Remarquons, à la page 84, que %:; &, ; etc. sont 
égaux à l'augmentation 2. 


À la page 92, il faut changer les limites en même 


! 


ae a sa 
temps que la variable, c’est-à-dire, au lieu de [ et l 
() 
“ah bash: 
il faut 1e et / 
LE O Le (eo 


Page 22, après la ligne 26, au lieu des formules (10) 
et (11), après il viendra : mettre : 


es — —1+en. (10), 
RO an 
avec limite en—0o. 
- Considérons d’abord, etc. 
Pagesr7,. ligne 7, il faut P, — EN au lieu de ce 
NOTES J 


ERA auf ÉB,-\rat LAOVÉ ao 


AFS HSE K ie | Reco peiie 
4 + F =, VER 4 Fr R AA 


SRE 


_.. M 3 
# 


re d Ke ; o \ À 5} 4 A ve ; ù 
E ; | À: MS 0 Hat UE AUS 122% Fr HANCES (à 


5 " ass 3 sus int ot LLC Le kS 


à 


ie 234304 MALE 


À x / j # + 
de & g v A . + Ja t re à: 2 Ç 
- ic STEEL so 720 4 Hd (AE QUE CURE \  E vi 
î + + P CNE = k 2 
' Fr” ETAT : 1 { aie À 14 A ©. ; 
"EME ea Rat VOLS PÉTAGNIEET AS 
ER : DEL is Û L : ; …. : Le ? sé mRs L 1 
NN Ka \ ARGUMGATIES 
; NET": Ne 4 SUANER HMS MELON" ESS 
LA ur SUN un 4 | Y'A SAR NS à LE 
Le FT MR SN 0 AS CNP APRES S SEAL AAA : 
| & RER Pie à : G 
‘ AO L a] he” Cr t,Ti Cr g” 
2 2ITT A PTS UE EN ETS É EE D ne) LA TEE ASC, U 
nr, L LE 2 EE (0 | 4 5 L d 
À Je AE LR 
: à * Ve 
LA : …“’ + PE \;4 Ve | 
17 0 G ‘ ‘ 
Ê 5 E “ . À e * 
‘ ‘ PL. î "1 : Hart l'y LS ? 
* VAE | LEP 1549 [D ARENTE DR PACS 
p " Le | 
r \1 | 
1 é «0? À , 
ÿ en 
s \ ù \ ef 
, ue ù \ 
[ ivel t 
: = ! £ ‘ AIT) EU EY CAC MU 
} £ 
À 3 | 
&.h : s « 4 fe : d | j 
-E l 5 À DE A k LL à . re ss | 2 
É: [3 + il AESNNE 70 j ÊTE à; + Fe: #15 a] ' # ait ED oi 
: | ve 4 Ÿ 4 « “+ : “À r : ds LE D a 
k n F4 mn 
4} 14. # A : x ù ; U à Fra) 2 “ h£ CYR pds? ap 
"à L QU 1 , * } À : 
2 ) , . ; Fe: 
ST Le | 4 : + FF 
‘ M ft tr CH 1 li 13WB RAA #? 
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ee È | 3 NT , 
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24 
(0£: 
À 
| 
* 
4 
\ 
+ 
' 
i 
j 
‘ 
4 
s À 
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SUITE ERRATA PROBABILITES 


Page 27. — 8° ligne, après indéfini, ajouter : mais de 
plus en plus petits. 

Page 30.— Après soit T,,, ce terme, ajouter : Voir 
formule (41), p. 38; et errata, suite à p. 43, la démon- 
stration du maximum de ce terme. 

Page 38: — 3° ligne, après art. 24 et 30, ajouter : ét 
errata. 

Pavé 43. —,10 lpne, après terme T,,, ajouter: 
lequel est le terme que nous avons ‘admis comme 
terme maximum. En effet, la formule (47), en y 
faisant K—o, donne la valeur du terme maximum 


PL es conformément à la formule (41) page 

V 2rma8 | 
38. Pour constater ce maximum, remarquons que d’après 
l'art. 59, 1° p'e, les conditions, pour qu'une fonction 
y» de x ou f(x) soit maximum, consistent en ce: 


r 


CNRS STE rl 
que —— soit nul et que à Ÿ soit négatif. Or, dans 
X Kw 


D es 


: m 9. f8. 


= , nous chercherons d’abord la valeur de 


dy 

ak 

Pour cela, remarquons, formule (36) page 36, 1° p‘*, 

que d.a*'— ax dx'La. Et en faisant a—e, base du syst. 

de: log: nép., il vient de*"= ex dx, car, dans ce sys- 
Nr 


tème, Le—r1. Par suite, en posant x=—— il vient 
2m 
ré K2 K2 
DRE Pre D | KE7A 
de onto eau qd | 2 he 
J \ 2mo@p/ 


\ 


DE aie $ K ? 
op / I \ = à .. (3 JE 
2 m0 PP ENT de Pitiiee - 2KdKk 
REuirex (Lemas 
| ie 
I 2m 
5 "2 K daK 
2m25 
K? 
CT I en m 2 # ' : 
ter e Pak, Ori Ke 
dK 2m op 
dy ÉRÈTE 
pe 00. 
dK 2m af 
ALES TS \ 
2 à @ | 
. à I 2m + r'° 
Ensuite EE (ee F2 KES 
3 dK° \ 2mof à 
kS K? ï #: K2 
/ I 72 2 6 I / 7 
Or, d' —- 2 K e Op te 6 ma 6 . 
Fe 2NICE : 2mas \ 
Et; (art: 9/%p. 19, 1 pie) #sr Fonr fait 
ae 
2 m8 : . Ë , ; 3 
é — Y, il vient, puisqu'alors d.z.y.—7 dy +47, 
en remplaçant z êt y par leurs valeurs, (on a ci-dessus Ja 
valeur de dy): 
K? / Je K2 
I 2m 0 7 
e F 2K dk ] ne 


7 | 


/ A a 
| va XL 9 
RARE "TP 22 K| à 
\ #2 Dre 
He KE 
2m I 2mag 0 k- 
de m of DA Kee=er En as ae 4 K2- die 
2MGuB$ 
PR mr 
2 Œ el f I À -2 mL . 
tre "*F ak —|— K: +2).0, "CR GR 
\ 2m % $ ] 
ie TK? 
AIMER \ star a $ —2K7 +2mafs 2mof 
4 | AK = re _ le d Kk; 
À M COUR m of 
/ Ke \ 1 
e 1:70 2mO$ | [1 | — 2K: +2ma8 
EL SET = > 2 + 
2map - \ / 2m 5 m © $ 
: de \ 
2n% 
dk 


/ K? \ 
d° y tr. |[— Ro | S mal 
Donc 2 e /: 
d Kk? ZT CPAS FAITES 
Enfin, pour K—o, il vient 
dry Tee pu) £ / Le 
= — 212 OR D ET NT 
dk? 2mas c\maes re" 2m 8 \ EE 
DES Tite HER 
RE — = — HEt/CoMmMELMN A 
2mo$ e° 2Maf I m « 6 
et B sont positifs, cette expression est négative, ce qu'il 
fallait démontrer be 
ï : ; > ; 2m o. 
Nous pouvons donc dire que l'expression e est 
; bé I 
PDARUDUM POUL, K==0, 410 AE Vent een 
I Fe 
—— — Jet la formule 47 donne 
I 
I ee 
ESS dt te COMOrMeNIENt A ice que 
V2rmuf V2 rmas 


nous montre la formule ( 41 8 
Remarquons aussi que les termes également distants, 


etc. 
Page 45. — Modifier comme il suit 


_Remarquons que nous avons x —V 2m 8 td'où t— 


je I 
a) donct.ést la = 


PH DT DE Vamof 

Par suite, si nous substituons la nouvelle variable t dans 
l'intégrale, 1l faut, en adoptant cette variable t, réduire 
les limites d'intégration de --——--, car ces liinites 


e ‘« 
“parte de 


1! 


| | V2mof 
sont les valeurs qui doivent être substituées à la variable 
dans l'intégration, elles doivent donc diminuer aussi 
proportionnellement à la variable, Donc si cette variable 
devient — fois plus petite, les valeurs limites 

V2ma B 

d'intég. doivent être renduesle même nombre de fois 
plus petite ; c’est comme si l’on ramenait le tout à 
une échelle 7 fois plus petite | “es 

V2tiabp 


Nous aurons donc 


<2 K 
AK —=— NS Ps 
É RUE Si D) \ 2 m CL 2 15 RS 
j CR ax— | P e— dt V3 pes 
K k #e K CEE 
Vs M A 8 


Pr He Si : * K 
= V2ma$ De “dt en représentant =" pari 


; é Der V2maÿ 
La formule (52) devient je 
D I LE ch es 
pere Voies J ST OVER 
V2rmuf à É 
Or, lorsque m est très-grand, y, est très-petit, et, à plus. 


YK ï s 
forte raison 7 ; cette dernière expression pourra 


donc être négligée dans cette somme 

En effet, nous savons, page 43, que y, Correspond au 
terme maximum V,,, et que yKk répond à un terme de plus 
en plus petit à même que K augmente (voir figure laquelle 
est. un schéma de la courbe des probabilités représentée 
par quelques coordonnées). 

FE expression ci-dessus de P devient donc : 


ee SE 
LE enr / se dt es / et dt. (59): 
V2rmop”} Vire: . 
Et comme l'aire de o à Test égale à à celle de o à —7T, 
ilsuflit de prendre l'intégrale de o à T, en multipliant À 
2, et l’on a'enfin 


pie 


did 
po | e-t dt. (5305). 
VTT o 5 


Soit à trouver par la méthode des séries f'e-t* dt. etc: 
Pave 19. — À partir de la 13° ligne, modifier comme 
il suit : 


QI 
Or, on a Se | ÉARQE 
| $ | 
et, comme (art. 69 du calcul intégral 1° partie) pour pren-. 


dre l'intégr, de 6 à T, il suffit dé rémplacér t si T dans 
l'iitégr, il vient 


2) PS AT PTT / +: LL 


Eee gs) IS e re Te #19} 
REV ES RE TO AA 
- . x . 2) Fr 
MICSRRRS PP DUR ASE ter CEE a . dofc 
'Éru 
: 4 T3 de der \ 
Pr: 12 GR E RAS TR À 
d PRET BAINS 42 
“ La D) K 
Lorsque m est très grand, T ou = est très petit, et 


V2m28 
l'on peut se contenter de prendre les premiers termes de la 
série. 
Nous avons vu que x—K=t V 2m28, et si l’on prend : 
t très-petit, K sera également assez petit, et à plus forte 


faison. L''ou 


P se rapproche rapidement de l'unité. 
Eubélet svrent-d—s set 2/5 ; M I100, .H Wient 


? 
KV 2 moftvaxiooxa/sx2s =tV48 — 7 t 


; } V 2 
environ ; ét T Le ET LME gs 


Vv2maf V 2 moS 
M=ONiEvient "KonTeo"t- l'aire et Po. 


Soi T0, 1 il vient. K=0,1 V48 — 0,7 environ ; 

GhMérIel etc. 
CNE 
: 0,1 O,1 \ 
MONET I 204. : Lo Thé He E RE 
3 10 42 / 

— 1,1204 (0,0997001)==- ue environ. | 

Page $o. — Remplacer les lignes de 6 à 12 inclu- 
sivement par : 

Soit Dur d'où K == 48 — 7 environ et 


‘ \, 4 I 
To DE 


FAT PET Ü Xe (eV k s | à ne er Tee 
V7 MP a AAA 
+& b,8745 1. environ 

Donc, on voit que P s'approche de l'units. 

Page 52. — fe au lieu de is … Puis T—r1"au heu des 
KT, Supprimer —0, 143: MetiremP= 0e 
lieu de o, 83216. 

Puge 6 7. — Commencement de l’art. 50, -TIPILTENS 
Fe had ème de Bayes se démontre à l’aide du théorème 
de Bernouilh. 

Page 75. — 10° ligne mettre (98bis) par le n° de la for- 
mule. 

Et au lieu des'lignes 11 à 17 mettre : 
xmndi 


et comme, page 73, : 


L'expression <a 


m +n T1 5 quoi 

x varié entre o et 1; lorsque x=1, 11 VIE 

MmM+n+I | 

— == O0 ou indéfiniment petit pour m et n'très- 

m+n+I | 
: | On 1 O 

grands Quand x==0 1 Vente 


MÉNET MEN 
Dans les 2 cas, cette dernière intégrale du second mem- 
bre tend vers zéro et non vers l'unité, et parsuitene peut 
être négligée. On aura donc en multipliant les 2 termes 
de l'expression (98/5) par 1. 2. 3... m ou par m ! 

n! mi! : FREE 


Gp xt de KE AR 
Le Sue .m (m se (m4 n) mnt 


Fe”. | nf mi Rs 
ouenfin [:.x%dx (1 =x)= AE -, ou,comme 
(m us) Im +n-+i 


RU n ! m! n‘Loe 
REA T, COLLONNTEDS RER ee PRET 2100). 
(m. en+1)! (m+n+1)! 


Par suite, la formule (98) devient 


x" dx (1x)  m—+ n re : 
Pre me Se ges te er dx (1—x}. (100). 


er mi! ntm! 


Pre Fu 


LE 7 see 


r 1 


Page 75: — 3°. — Mettre m+n+1 lauhieu/de mn ! 
Page 77. — 21° et 22° lignes, à valeur dé. P'méttré 


mini! au lieu de mn! 
Laissér : et en remplaçant dans la formule (99), m 
par m+1,1l vient: | 


Faire : 
P_ mæ+n +1! n ! m+i! Toute In ED 
ntm! [(m+i)+n+1]l nm! mn EU 
nul mert mins! _. (m+i)(m+n+r)! 


Do nid (m+n+1i)! (m+n+2) 


m+I SP 
= et en divisant par m+n lés 2 termes, ‘il 
im +n +2 
s PNR à 
ER se RE EL 
, inm+n m+n 
vient: | == - 
j Qu PIE PSE 
m+n 
À PE: po à 2 
Lorsque m et n sont très-grands, ———0 et —— — 0 
| m+n m+n 
u £ 1 D) = 
étalonrobtient P—= 2." (104). 
m+n 
Page 78. — Supprimer ce qui précède Remarque, et 
mettre à Remarque : Pour l'évènement B, on trouverait: 
n 
PTE JUCIOS). 
m+n 
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